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这 是 一 本 程序 员 面 试 宝典 ! 书 中 对 IT 名 企 代 码 面 试 各 类 题目 的 最 优 
解 进行 了 总 结 ， 并 提供 了 相关 代码 实现 。 针 对 当前 程序 员 面 试 缺乏 权威 
题目 汇总 这 一 痛 点 ， 本 书 选取 将 近 200 道 真实 出 现 过 的 经 典 代码 面试 
题 ， 帮 助 广大 程序 员 的 面试 准备 做 到 万 无 一 失 。“ 刷 ? 完 本 书后 ， 你 就 


是 “ 题 王 ” ! 





本 书 采用 题目 + 解答 的 方式 组 织 内 容 ， 并 把 面试 题 类 型 相近 或 者 解 
法 相近 的 题目 尽量 放 在 一 起 ， 读 者 在 学 习 本 书 时 很 容易 看 出 面试 题解 法 
之 间 的 联系 ， 使 知识 的 学 习 避 免 雁 片 化 。 书 中 将 所 有 的 面试 题 从 难 到 易 
依次 分 为 "将 、 校 、 尉 、 十 ?四 个 档次 ， 方 便 读 者 有 针对 性 地 选 
择 “ 刷 ? 题 。 本 书 所 收录 的 所 有 面试 题 都 给 出 了 最 优 解 讲解 和 代码 实现 ， 
并 且 提 供 了 一 些 普通 解法 和 最 优 解法 的 运行 时 间 对 比 ， 让 读者 真切 地 感 
受到 最 优 解 的 魅力 ! 





本 书 中 的 题目 全 面 且 经 典 ， 更 重要 的 是 ， 书 中 收录 了 大 量 独家 题目 
和 最 优 解 分 析 ， 这 些 内 容 源 自 笔者 多 年 来 “ 死 克 目 己 ”的 深入 思考 。 





码 农 们 ， 你 们 做 好 准备 在 IT 名 企 的 面试 中 脱颖而出 、 一 举 成 名 了 
吗 ? 这 本 书 束 是 你 应 该 拥有 的 “ 神 兵 利器 *。 当 然 ， 对 需要 提升 算法 和 数 
所 结构 等 方面 能 力 的 程序 员 而 言 ， 本 书 的 价值 也 是 显而易见 的 。 














未 经 许可 ， 不 得 以 任何 方式 复制 或 抄袭 本 书 之 部 分 或 全 部 内 容 。 
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特别 说 明 





1. 本 书 所 有 题目 的 代码 都 为 Java 实 现 ， 但 这 并 不 会 妨碍 其 他 语言 
使 用 者 的 阅读 。 这 和 是 因为 笔者 在 实现 每 一 道 题 目 时 ， 都 尽 最 大 努力 回避 
与 Java 语 言 特性 相关 的 写法 出 现 ， 而 且 尽 量 章 循 大 多 数 编程 语言 共有 的 
写法 习惯 。 所 以 ， 将 本 书 中 的 Java 实 现 改写 成 其 他 语言 的 实现 是 非常 容 
易 的 。 














2. 在 Java 中 ， 如 果 想 得 到 字符 串 str 第 i 个 位 置 的 字符 ， 需 用 如 下 方 
Å: 


char p = str.charAt (i) ; 








本 书 提供 的 函数 中 有 大 量 参 数 为 字符 串 类 型 的 函数 ， 但 如 上 所 示 的 
方式 并 不 符合 大 多 数 读者 的 阅读 习惯 。 为 了 让 代码 更 加 易 读 ， 笔 者 都 在 
这 样 的 函数 中 把 字符 串 类 型 的 参数 转换 成 char 类 型 数组 的 变量 来 使 用 ， 
例如 : 


char[] charArr = str.toCharArray ©) ; 
此 时 得 到 字符 串 str 第 i 个 位 置 的 字符 ， 可 以 用 如 下 方式 : 


char p = charArr[i]; 


在 本 书 中 ， 发 生 如 上 转换 行为 的 函数 在 估算 额外 空间 复杂 上 度 的 时 
修 ， 笔 者 并 没有 把 charArr 的 空间 计算 在 内 ， 这 是 因为 如 果 不 转换 成 char 
数组 ， 而 是 选择 直接 使 用 原 参 数 str， 也 是 完全 可 以 的 ， 之 所 以 选择 转 
换 ， 仅 仅 是 为 了 让 读者 更 容易 读 懂 代码 ;是 人 否 进 行 转换 对 算法 的 逻辑 没 
有 任何 影响 ， 所 以 不 把 charAr 的 空间 算 作 必须 使 用 的 额外 空间 。 





另外 ， 本 书 涉及 的 程序 源 代 码 可 以 在 
http://www.broadview.com.cn/27011 中 下 载 。 


2015F 5, MAX ASIA, RAD ENS KEA 
HUE UHR, LÆRT, RENT SIN GEASS PRAT ENE, Å 
UA A RUE S TER, SNØ GE DE RAT KN A 





我 听 过 很 多 国内 顶尖 ACM 选 手 的 算法 分 于 ， 但 是 每 一 次 听 完 以 后 
总 觉得 我 和 那些 人 永远 隅 着 一 个 断裂 带 ， 算 法 对 我 来 说 遥 不 可 及 ， 而 程 
云 讲解 算法 的 时 候 总 能 从 最 小 的 切口 讲 起 ， 由 浅 入 深 ， 环 环 相 扣 ， 不 知 
` 觉 引 你 走 同 算法 的 核心 精髓 ， 那 种 醋 柄 灌顶 的 感觉 能 激 太 大 家 学 习 算 
法 的 热情 ， 并 一 直 推 着 我 们 前 进 。 














RILAITRMED RÉ, HA, HERATI ER A GK, 
程序 员 招 聘 市 场 也 如 火 如 荣 。 在 有 限 的 三 五 轮 面试 中 ， 国 外 流行 让 面试 
者 编程 解决 东 些 数据 结构 和 算法 的 题目 ， 通 过 观察 面试 者 编码 的 熟练 程 
度 、 思 考 的 速度 和 深度 来 衡量 面试 者 的 能 力 和 潜力 。 国 内 以 百度 、 阿 
里 、 腾 讯 为 首 的 互联 网 企业 也 都 逐步 开始 采用 算法 面试 来 租 选 人 才 。 








程 云 出 于 对 算法 的 热爱 ， 长 期 泡 在 careercup、leetcode 等 笔试 面试 
网 站 上 ， 编 码 解决 各 种 最 新 的 笔试 面试 编程 题 ， 对 各 种 笔试 面试 编程 题 
的 解 题 技巧 了 如 指 掌 。 





算法 面试 普及 后 ， 传 统 的 数据 结构 和 算法 读本 讲 得 太 过 基础 ， 又 远 


离 求职 需求 ， 国 内 也 逐渐 出 现 迎 合 求职 需求 的 笔试 面试 工具 书 ， 这 些 书 
籍 有 些 过 于 应 试 ， 纯 粹 以 通过 面试 为 导 辐 ， 程 云 的 书 和 那些 书 相 比 ， 题 
目 更 前 治 ， 讲 解 更 注重 思考 思路 和 代码 的 实践 技巧 ， 对 每 个 题目 都 深 控 
最 优 解 ， 同 时 根据 自己 在 线 下 讲 谍 学 员 们 的 反馈 ， 对 每 个 编程 考题 的 解 
题 反复 修改 ， 让 思路 更 清晰 。 














这 本 书 不 仅 可 以 作为 面试 代码 指南 ， 还 可 以 作为 学 生 诬 后 的 辅助 练 
习 ,“ 刷 ? 题 5 年 ， 悉 数 总 结 都 沉 演 在 这 本 书 里 ， 相 信 读 者 跟 痢 他 的 引导 
从 尖 到 尾 逐 一 攻克 一 定 会 有 所 收获 。 





HFE 


牛 客 网 CEO 


初次 遇见 程 云 是 在 2014 年 8 月 ， 当 时 我 在 上 一 家 公司 工作 刚好 满 4 
年 ， 也 是 在 那 时 我 开始 想 换个 环境 ， 寻 找 新 机 会 ， 就 试 着 投了 一 家 公 
司 ， 结 果 第 一 次 面试 遇 到 算法 题 就 被 淘汰 了 。 后 来 又 面试 过 其 他 一 些 国 
内 互联 网 公司 ， 也 总 是 卡 在 算法 上 。 其 实 ， 之 前 我 曾经 自己 在 家 抱 着 
《算法 导论 》“* 嘲 ?了 几 章 ， 花 了 1 个 月 的 业余 时 间 看 了 前 5 章 ， 后 面 就 没 
再 继续 坚持 下 去 。 看 过 的 人 都 知道 ， 虽 然 很 有 用 ， 但 实在 很 难 “ 哨 ”。 








单调 地 看 书 很 枯燥 ， 于 是 想到 去 网 上 找 志 同道 合 的 人 一 起 研究 ， 就 
开始 “得 "算法 论坛 。 很 巧 的 是 ， 在 茶 个 论坛 的 算法 板块 看 到 一 个 帖子 ， 
说 是 在 周末 有 算法 交流 班 ， 当 时 我 立即 报名 ， 周 日 的 名 额 已 满 ， 我 是 很 
幸运 地 “ 蔡 补 > 上 去 的 。 





还 记得 第 一 次 交流 是 在 程 云 租 的 房子 里 ， 小 小 的 客厅 里 放 了 一 张 沙 
发 、 i 果 上 放 着 笔记 本 电脑 和 一 台大 电视 ， 前 面 还 
挂 着 白板 。 第 一 次 算法 交流 就 在 这 样 的 环境 里 开始 了 。 








程 云 讲 起 题 来 犹如 行云流水 ， 我 们 听 得 更 是 醋 畅 讲演 ， 第 一 次 听 完 
就 受 上 了 .……… 当 然 ， 我 说 的 是 他 的 讲述 


相信 大 家 都 有 过 这 样 的 经 历 ， 面 对 一 道 算法 题 ， 苦 思 和 冥想 了 半天 ， 
还 是 不 知道 怎么 解 ， 感 觉 很 泪 形 。 如 果 这 时 突然 有 人 把 解 题 思 路 和 方法 


DIANE ARE URI D, ÆRES MATT DAN I? 这 样 的 情景 
一 天 出 现 一 次 就 可 以 让 人 感觉 很 开心 ， 而 如 果 一 天 连续 出 现 二 十 次 ， 那 
将 会 是 什么 感觉 ? 一 个 字 : R! 

程 云 把 每 一 道 题 都 讲解 得 清晰 透彻 ， 有 的 题目 难以 理解 、 思 路 询 
异 ， 他 就 会 不 大 其 烦 地 反复 讲解 ， 用 形象 的 方式 展现 复杂 的 逻辑 ， 直 到 
大 家 都 听 懂 为 止 。 给 人 的 感觉 可 以 说 是 高 潮 友 起 ， 一 疲 又 一 波 。 


后 来 进行 第 二 次 交流 时 ， 我 带 来 最 好 的 朋友 一 起 参加 。 之 后 的 交流 
中 ， 我 和 朋友 都 曼 不 犹豫 地 报名 参加 。 交 流 的 内 容 涉及 经 典 算法 的 高 难 
度 题目 ， 也 有 一 些小 巧 玲珑 的 技巧 题 。 难 题 难 得 让 人 叹服 ， 巧 题 巧 得 让 
人 玩味 。 





对 想 去 国外 大 公司 就 职 的 程序 员 来 说， 算法 题 这 一 关 是 必 不 可 少 
的 。 程 云 讲 述 的 题目 是 他 5 年 * 刷 ? 题 的 经 验 积 累 而 成 的 ， 其 实 只 要 掌握 
题目 的 解 题 思路 和 思想 ， 就 足以 应 付 国 内 互联 网 公司 程序 员 职 位 的 算法 
面试 题 。 不 过 ， 要 想 去 国外 的 大 公司 ， 比 如 Google、Facebook 之 类 的 ， 
还 是 要 研究 得 透彻 一 些 才 行 。 














另外 ， 除 应 付 面 试 之 外 ， 还 有 很 重要 的 一 点 ， 甚 至 是 更 重要 的 一 
扩 ， 束 是 本 书 可 以 帮 我 们 打开 思路 ， 因 为 很 多 算法 题 的 解法 是 需要 逆 问 
思维 的 ， 需 要 跳出 原 有 的 固定 忠 维 模式 ， 当 思维 模式 被 打开 之 后 ， 你 会 
发 现 原 有 的 事物 现在 看 起 来 会 有 不 同 的 看 法 ， 因 为 角度 变 了 。 不 过 这 只 
能 上 自己 体会 。 





后 来 才 知 道 ， 程 云 举办 算法 交流 是 为 写 书 做 准备 。 用 他 的 话 
说 :“ 会 做 题 不 算 什么 ， 比 我 “ 刷 ” 题 多 的 人 我 也 能 找 出 一 大 堆 ， 但 能 给 
人 讲 明日 融 不 容易 了 。” 于 是 我 后 来 又 变 成 了 程 云 在 写 这 本 书 期 间 的 试 








读者 。 





在 此 书 还 未 上 市 之 前 ， 就 能 听 到 作者 面对面 地 逐一 讲解 每 一 道 题 ， 
FJERDE HF pi MÆ 











如 末 你 和 我 一 样 ， 对 数据 结构 有 个 大 概 的 了 解 ， 很 想 快速 掌握 算法 
题 的 解法 技巧 ， 那 么 这 本 书 一 定 适合 你 ! 








视 每 一 位 勤奋 努力 的 程序 员 都 能 拿 到 自己 满意 的 职位 ! 


EF 


我 能 出 书 挺 意 外 的 。 








在 6 年 前 的 某 一 天 ， 虽 然 我 早 就 知道 想 进 入 那些 大 公司 要 靠 “ 刷 ” 代 
人 码 面 试题 来 练习 编写 代码 的 能 力 。 可 是 这 一 天 却 不 止 如 此 ， 我 突然 有 了 
心情 去 看 代码 面试 题 长 什么 样子 ， 于 是 收集 了 代码 面试 的 题目 ， 越 深 
入 ， 我 越 有 一 种 恐 惰 的 感 党 ， 因 为 感 党 自己 什么 都 不 太 在 行 ， 对 一 个 归 
并 排序 (Merge sort) 写 出 完整 的 代码 都 感觉 挺 费 劲 的 ， 面 对 这 个 冯 : 诺 
伊 受 发 明 的 排序 算法 ， 我 真有 底气 说 自己 是 计算 机 专业 的 学 生 吗 ? 这 种 
打击 并 没有 持续 太 久 ， 因 为 爱 要 小 聪明 的 人 总 会 特别 自信 。 我 决定 开始 
认真 面 对 “ 刷 ”* 题 这 件 事 ， 但 那 时 我 根本 不 知道 我 即将 面 对 什么 ， 更 不 要 
谈 有 写 书 的 念头 。 











我 把 读 余 时 间 利用 起 来 ， 心 想 : 不 就 是 “ 刷 ” 题 吗 ? 别人 能 写 出 来 ， 

虽 也 能 写 出 来 。 起 初 的 心态 是 我 不 服 ， 我 束 想 告诉 目 己 能 行 。 过 程度 心 
古 肯 定 的 ， 经 各 半夜 因为 看 到 一 个 复杂 度 特 别 低 的 算法 目 己 真 的 不 能 理 
解 而 诅 丧 地 睡 不 痢 觉 。 当 时 觉得 找 不 到 什么 资料 能 彻底 让 我 明白 ， 书 上 
讲 得 太 粗 浅 ， 网 上 的 太 散 乱 ， 代 码 写 得 看 不 懂 。 起 初 我 * 刷 ? 题 的 时 候 无 
数 次 地 想 放 径 ， 因 为 党 得 这 些 都 是 什么 玩意 儿 ! 我 为 什么 放 着 好 好 的 日 
FAR, FEET? 可 是 我 又 不 甘心 ， 虽 然 我 不 懂 很 多 解法 ， 但 是 
ENA IRA BE. 








我 将 能 买 到 的 所 有 相关 书籍 上 的 所 有 题目 全 都 研究 了 一 过 ， 不 管 是 
中 文 的 还 是 英文 的 ， 我 都 硬 痢 头皮 “ 哨 ”。 写 完 每 道 题 后， 我 都 和 书 上 的 
方法 进行 反复 对 比 。“ 哨 ?完了 五 六 本 书 之 后 ， 距 离 我 刚 开 始 “ 刷 ?” 题 己 经 
过 去 16 个 月 了 。 写 书 ? HET, AMAR. 





“年 轻 人 总 会 找 借口 说 这 个 东西 不 是 我 感 兴趣 的 ， 所 以 我 做 不 好 是 
应 该 的 。 但 他 们 没有 注意 的 是 ， 你 面 对 的 事情 中 感 兴趣 的 事情 总 是 少 
数 ， 这 就 使 得 大 多 数 时 候 你 做 事情 的 态度 总 是 很 懈 仿 、 很 消极 ， 这 使 你 
变 成 了 一 个 懈 令 的 人 。 当 你 真正 面 对 上 自己 感 兴趣 的 东西 时 ， 你 发 现 你 已 
经 插 不 紧 拳 头 了 。? 时 遇 想 起 本 科 时 的 毕业 设计 指导 老师 一 一 高 鹏 义 老 
师 说 的 这 句 话 。 说 得 对 ! 对 一 个 东西 ， 如 果 你 没有 透彻 研究 过 ， 不 要 轻 
易 说 它 不 精彩 。 这 不 是 博爱 ， 而 是 对 目 己 认真 。 

















“ 刷 ? 题 代码 达到 4 万 行 的 时 候 ， 我 基本 上 成 了 国内 外 所 有 热 
站 “ 刷 ?” 题 网 站 的 日 钊 用 户 ， 此 时 我 确认 了 一 件 事情 ， 今 天 的 代码 面试 指 
导 真 的 处 在 一 个 很 初级 的 阶段 ， 这 种 不 健全 是 全 方面 的 。 


例如 : 


e 经 党 看 到 一 篇 文章 前 后 的 语 境 是 制 钨 的 ， 作 者 经 党 根据 之 前 的 
一 个 优 民 解法 提出 更 好 的 优化 方式 ， 但 整 篇 文章 都 不 提 之 前 的 
解法 是 什么 。 这 束 导 致 初学 者 根本 无 法 看 懂 ; 





e 几乎 所 有 的 书籍 都 忽略 例子 带 来 的 引导 作用 ， 甚 至 还 有 不 少 书 
籍 在 畦 述 一 个 解法 的 时 候 只 写 伪 代 码 ， 这 就 使 得 读者 在 看 懂 意 
思 和 目 己 真正 能 写 出 代码 之 间 其 实 还 有 很 多 的 路 要 走 ; 

















e 代码 面试 题目 的 特点 是 “多 ”“ 杂 ”“ 难 ?， 从 着 手 开始 学 习 到 
最 终 达到 目 己 想 要 的 效果 之 间 ， 目 己 对 目 己 的 评估 根本 无 从 谈 





起 。“ 慢 慢 练 吧 ， 学 海 无 涯 ?成 为 主要 的 心态 ， 这 就 难免 会 产生 
怀疑 的 情绪 ; 





e 看 见 一 道 新 的 面试 题 时 还 是 会 无 从 下 手 ， 因 为 之 前 的 学 习 无 法 
做 到 举一反三 ， 对 自己 做 过 的 题目 缺乏 总 结 和 归纳 。 


难道 “ 刷 ” 题 真 的 只 适合 聪明 人 玩 ? 我 不 这 么 看 ， 既 然 大 多 数 内 容 处 
在 有 符 商 梭 的 地 步 ， 那 我 就 去 学 习 原 论文 吧 。 





当时 一 个 人 在 国外 ， 记 得 在 初冬 的 一 个 下 午 ,，“ 刷 * 题 已 经 两 年 之 
久 ， 快 吃 晚 饭 的 时 候 ， 我 突然 想起 自己 息 了 吃 午 饭 ， 束 冲 出 家 门 去 六 
食 。 站 在 7-11 门 前 的 广场 上 ， 我 拿 着 1.5 美 元 的 热狗 和 75 美 分 的 咖啡 ， 微 
温 的 阳光 撤 在 眼睛 里 ， 远 远 地 望 厦 即 将 消失 的 一 天 。 我 停 下 来 ， 把 咖啡 
放 在 斑驳 的 石 尖 台子 上 ， 手 里 的 热狗 挺 好 看 ， 香 肠 和 洋 葡 都 挺 新 鲜 ， 清 
冷 的 空气 吹 过 来 ， 却 让 我 的 心绪 更 乱 。 旧 金山 的 天 裕 五 彩 斑 凋 ， 让 漂 注 
者 头晕 目 上 蚁 。 映 得 跟 个 鬼 似 的 我 除了 想 家 ， 哪 里 敢 想 目 己 会 出 书 呢 ? 





当 我 意识 到 在 网 上 很 难 搜 到 新 鲜 的 题目 时 ， 我 已 经 换 了 两 家 公司 ， 
反复 实现 了 600 多 道 题目 ， 写 了 差不多 10 万 行 代码 。 原 来 只 是 为 了 找 份 
工作 而 “ 忆 ” 题 这 一 初 心 早 束 瑟 了 ， 变 成 了 兴趣 并 坚持 了 这 么 信 ， 我 利己 
也 感到 意外 。 更 奇怪 的 是 ， 我 已 经 完全 乐 在 其 中 ， 同 时 交流 欲望 越 来 越 
强 ， 时 常 和 同事 们 展开 这 方面 的 讨论 。 发 现 很 多 书 上 的 解法 不 是 最 优 ， 
很 多 题目 其 实 和 同事 们 讨论 的 做 法 更 好 ， 发 现 蜗 手 特别 多 ， 但 好 像 都 懒 
得 动笔 。 























有 一 天 ， 我 看 到 自己 写 的 题目 ， 想 到 自己 那些 抓 心 挠 肝 的 日 子 ， 突 
然 党 得 要 不 出 书 吧 ? 我 已 经 离 不 开 这 种 感觉 了 ， 如 果 这 不 是 真爱 ， 那 什 
DÅ ENE ? 





这 不 是 一 个 励志 的 故事 ， 是 一 个 爱 “ 刷 ” 题 的 人 决定 把 很 多 最 优 解 讲 
出 来 ， 束 这 么 简单 。 


左 程 云 


2015 年 7 月 20 日 
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第 1 章 


栈 和 队列 


设计 一 个 有 getMin 功 能 的 栈 
【题目 】 


实现 一 个 特殊 的 栈 ， 在 实现 栈 的 基本 功能 的 基础 上 ， 再 实现 返回 栈 
中 最 小 元 素 的 操作 。 


【要 求 】 





1.pop、push、getMin 操 作 的 时 间 复 杂 上 度 都 是 O (1)。 

2. 设计 的 栈 类 型 可 以 使 用 现成 的 栈 结构 。 
【难度 】 

E KI 


【解答 】 








在 设计 上 我 们 使 用 两 个 栈 ， 一 个 栈 用 来 保存 当前 栈 中 的 元 素 ， 其 功 
能 和 一 个 正 第 的 栈 没有 区 别 ， 这 个 栈 记 为 stackData;， 男 一 个 栈 用 于 保存 


每 一 步 的 最 小 值 ， 这 个 栈 记 为 stackMin。 具 体 的 实现 方式 有 两 种 。 
第 一 种 设计 方案 如 下 。 
© 压 入 数据 规则 


假设 当前 数据 为 newNum， 先 将 其 压 入 stackData。 然 后 判断 


stackMin 是 否 为 空 : 
e 如 果 为 室 ， 则 newNum 也 压 入 stackMin。 


e 如 果 不 为 宇 ， 则 比较 newNum 和 stackMin 的 栈 顶 元 素 中 哪 一 个 更 


小 : 
e 如果 newNum 更 小 或 两 者 相等 ， 则 newNum 也 压 入 stackMin; 
e 如 果 stackMin 中 栈 顶 元 素 小 ， 则 stackMin 不 压 入 任何 内 容 。 


举例 : 依次 压 入 3、4、5、1、2、1 的 过 程 中 ，stockData 和 stackMin 
的 变化 如 图 1-1 所 示 。 









同步 压 入 


同步 压 入 
] 步 压 入 















Æ 
同步 压 


stackData stackMin 





e 弹出 数据 规则 


先 在 stackData 中 弹出 栈 顶 元 素 ， 记 为 value。 然 后 比较 当前 stackMin 
的 栈 项 元 素 和 value 哪 一 个 更 小 。 


通过 上 文 提 到 的 压 入 规则 可 知 ，stackMin 中 存在 的 元 素 是 从 栈 底 到 
栈 顶 逐 渐变 小 的 ，stackMin 栈 顶 的 元 素 既是 stackMin 栈 的 最 小 值 ， 也 是 
当前 stackData 栈 的 最 小 值 。 所 以 不 会 出 现 value 比 stackMin 的 栈 顶 元 素 更 
小 的 情况 ，value 只 可 能 大 于 或 等 于 stackMin 的 栈 项 元 素 。 


当 value 等 于 stackMin 的 栈 顶 元 素 时 ，stackMin 弹 出 栈 顶 元 素 ; ~4 
value 大 于 stackMin 的 栈 顶 元 素 时 ，stackMin 不 弹出 栈 顶 元 素 ; 返回 


value. 


很 明显 可 以 看 出 ， 压 入 与 弹出 规则 是 对 应 的 。 





。 查询 当前 栈 中 的 最 小 值 操 作 


由 上 文 的 压 入 数据 规则 和 弹出 数据 规则 可 知 ，stackMin 始 终 记 录 着 
stackData 中 的 最 小 值 ， 所 以 ，stackMin 的 栈 顶 元 素 始终 是 当前 stackData 
中 的 最 小 值 。 


方案 一 的 代码 实现 如 MyStack1 类 所 示 : 


public class MyStack1 { 
private Stack<Integer> stackData; 


private Stack<Integer> stackMin; 


public MyStack1() { 


this.stackData = new Stack<Integer>(); 


this.stackMin = new Stack<Integer>(); 


public void push(int newNum) { 
if (this.stackMin.isEmpty()) { 
this.stackMin. push(newNum) ; 
} else if (newNum <= this.getmin()) { 
this.stackMin. push(newNum) ; 


} 


this.stackData.push(newNum) ; 


public int pop() { 
if (this.stackData.isEmpty()) { 
throw new RuntimeException("You 
} 
int value = this.stackData.pop(); 
if (value == this.getmin()) { 
this.stackMin.pop(); 


} 


return value; 


public int getmin() { 
if (this.stackMin.isEmpty()) { 


throw new RuntimeException("You 


return this.stackMin.peek(); 


第 二 种 设计 方案 如 下 。 
e 压 入 数据 规则 


假设 当前 数据 为 newNum， 先 将 其 压 入 stackData。 然 后 判断 


stackMinz ENT. 


如 果 为 空 ， 则 newNum 也 压 入 stackMin; WA CE, WIECH 
newNum 和 和 stackMin 的 栈 顶 元 素 中 哪 一 个 更 小 : 


如 果 newNum 更 小 或 两 者 相等 ， 则 newNum 也 压 入 stackMin; 如 果 
stackMin 中 栈 顶 元 素 小 ， 则 把 stackMin 的 栈 顶 元 素 重复 压 入 stackMin， 即 
在 栈 顶 元 素 上 再 压 入 一 个 栈 顶 元 素 。 


举例 : 依次 压 入 3、4、5、1、2、1 的 过 程 中 ，stockData 和 stackMin 
的 变化 如 图 1-2 所 示 。 








同步 压 入 
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e 弹出 数据 规则 


在 stackData 中 弹出 数据 ， 弹 出 的 数据 记 为 value; 弹出 stackMin 中 的 
MEI; 返回 value。 


很 明显 可 以 看 出 ， 压 入 与 弹出 规则 是 对 应 的 。 





。 查询 当前 栈 中 的 最 小 值 操 作 


由 上 文 的 压 入 数据 规则 和 弹出 数据 规则 可 知 ，stackMin 始 终 记录 着 
stackData 中 的 最 小 值 ， 所 以 stackMin 的 栈 顶 元 素 始 终 是 当前 stackData 中 
的 最 小 值 。 


方案 二 的 代码 实现 如 MyStack2 类 所 示 : 


public class MyStack2 { 
private Stack<Integer> stackData; 


private Stack<Integer> stackMin; 


public MyStack2() { 
this.stackData = new Stack<Integer>(); 


this.stackMin = new Stack<Integer>(); 


public void push(int newNum) { 
if (this.stackMin.isEmpty()) { 
this.stackMin. push(newNum) ; 
} else if (newNum < this.getmin()) { 


this.stackMin.push(newNum) ; 


} else { 


int newMin = this.stackMin.peek 
this.stackMin.push(newMin); 


) 


this.stackData.push(newNum) ; 


public int pop() { 
if (this.stackData.isEmpty()) { 
throw new RuntimeException("You 
) 
this.stackMin.pop(); 


return this.stackData.pop(); 


public int getmin() I 
if (this.stackMin.isEmpty()) ( 


throw new RuntimeException("You 


} 


return this.stackMin.peek(); 


【 点评】 





方案 一 和 方案 二 其 实 都 是 用 stackMin 栈 保存 着 stackData 每 一 步 的 最 
小 值 。 共 同 点 是 所 有 操作 的 时 间 复 杂 度 都 为 O (1D)、 空 间 复 杂 度 都 为 O_ (n 


jo Ml: 方案 一 中 stackMin 压 入 时 稍 省 空间 ， 但 是 弹出 操作 稍 费 时 
间 ， 方 案 二 中 stackMin 压 入 时 稍 费 空间 ， 但 是 弹出 操作 稍 省 时 间 。 


由 两 个 栈 组 成 的 队列 


LAH] 


编写 一 个 类 ， 用 两 个 栈 实现 队列 ， 文 持 队 列 的 基本 操作 Cadd, 
poll, peek) . 


【 难度 】 
BR kkk 


【解答 】 





栈 的 特点 是 先进 后 出 ， 而 队列 的 特点 是 先进 先 出 。 我 们 用 两 个 栈 正 
好 能 把 顺序 反 过 来 实现 类 似 队 列 的 操作 。 





具体 实现 上 是 一 个 栈 作 为 压 入 栈 ， 在 压 入 数据 时 只 往 这 个 栈 中 压 
入 ， 记 为 stackPush; 另 一 个 栈 只 作为 弹出 栈 ， 在 弹出 数据 时 只 从 这 个 栈 
弹出 ， 记 为 stackPop。 





因为 数据 压 入 栈 的 时 候 ， 顺 序 是 先进 后 出 的 。 那 么 只 要 把 stackPush 
的 数据 再 压 入 stackPop 中 ， 顺 序 束 变 回 来 了 。 例 如 ， 将 1~~5 依 次 压 入 
stackPush， 那 么 从 stackPush 的 栈 顶 到 栈 底 为 5 一 1， 此 时 依次 再 将 5 一 1 倒 
入 stackPop， 那 么 从 stackPop 的 栈 顶 到 栈 底 束 变 成 了 1 一 5。 再 从 stackPop 
弹出 时 ， 顺 序 就 像 队 列 一 样 ， 如 图 1-3 所 示 。 





1-5 依次 压 入 = ” , 1-5 将 依次 弹出 





stackPush stackPop 


图 1-3 





听 起 来 虽然 简单 ， 实 际 上 必须 做 到 以 下 两 点 。 


1. 如 果 stackPush 要 往 stackPop 中 压 入 数据 ， 那 么 必须 一 次 性 把 
stackPush 中 的 数据 全 部 压 入 。 


2. 如 果 stackPop 不 为 空 ，stackPush 绝 对 不 能 向 stackPop 中 压 入 数 
FE o 


违反 了 以 上 两 点 都 会 发 生 错 误 。 


违反 1 的 情况 举例 : 1 一 5 依次 压 入 stackPush，stackPush 的 栈 顶 到 栈 
底 为 5 一 1， 从 stackPush 压 入 stackPop 时 ， 只 将 5 和 4 压 入 了 stackPop， 
stackPush 还 剩 下 1、2、3 没 有 压 入 。 此 时 如 果 用 户 想 进行 弹出 操作 ， 那 
么 4 将 最 先 弹出 ， 与 预想 的 队列 顺序 就 不 一 致 。 


违反 2 的 情况 举例 : 1 一 5 依次 压 入 stackPush，stackPush 将 所 有 的 数 
据 压 入 了 stackPop， 此 时 从 stackPop 的 栈 顶 到 栈 底 就 变 成 了 1 一 5。 此 时 
又 有 6 一 10 依 次 压 入 stackPush，stackPop 不 为 空 ，stackPush 不 能 向 其 中 压 
入 数据 。 如 果 违 反 2 压 入 了 stackPop， 从 stackPop 的 栈 顶 到 栈 底 束 变 成 了 
6 一 10、1 一 5。 那 么 此 时 如 果 用 户 想 进行 弹出 操作 ，6 将 最 先 弹 出 ， 与 预 


AE AI AUGUE BA — Bo 


上 面 介绍 了 压 入 数据 的 注意 事项 。 那 么 这 个 压 入 数据 的 操作 在 何 时 
发 生 呢 ? 


这 个 选择 的 时 机 可 以 有 很 多 ， 调 用 add、poll 和 peek 三 种 方法 中 的 任 
何 一 种 时 发 生 “ 压 ”入 数据 的 行为 都 是 可 以 的 。 只 要 满足 如 上 提 到 的 两 
Ry MAST. 


本 书 的 实现 是 在 调用 poll 和 peek 方 法 时 进行 压 入 数据 的 过 程 。 





具体 实现 请 参看 如 下 的 TwoStacksQueue 类 : 


public class TwoStacksQueue { 
public Stack<Integer> stackPush; 


public Stack<Integer> stackPop; 


public TwoStacksQueue() { 
stackPush = new Stack<Integer>(); 


stackPop = new Stack<Integer>(); 


public void add(int pushInt) { 


stackPush.push(pushInt); 


public int poll() { 
if (stackPop.empty() && stackPush. empty 


throw new RuntimeException("Que 
} else if (stackPop.empty()) { 
while (! stackPush.empty()) { 


stackPop.push(stackPush 


) 
return stackPop.pop(); 


public int peek() { 
if (stackPop.empty() && stackPush.empty 
throw new RuntimeException( "Que 
} else if (stackPop.empty()) { 
while (! stackPush.empty()) { 


stackPop.push(stackPush 


) 


return stackPop.peek(); 


如 何 仅 用 ses diii 
R 


LAH] 


一 个 栈 依 次 压 入 1、2、3、4、5， 那 么 从 栈 顶 到 栈 底 分 别 为 5、4、 
3、2、1。 将 这 个 栈 转 置 后 ， 从 栈 顶 到 栈 底 为 1、2、3、4、5， 也 就 是 实 
现 栈 中 元 素 的 逆序 ， 但 是 只 能 用 递归 函数 来 实现 ， 不 能 用 其 他 数据 结 
构 。 





【 难度 】 
Ro ku 
【 解答 1 


本 题 考 但 栈 的 操作 和 递归 函数 的 设计 ， 我 们 需要 设计 出 两 个 递归 孙 
数 。 


递归 函数 一 ， 将 栈 stack 的 栈 底 元 素 返 回 并 移 除 。 





具体 过 程 就 是 如 下 代码 中 的 getAndRemoveLastElement 方 法 。 


public static int getAndRemoveLastElement(Stack<Integer 
int result = stack.pop(); 
if (stack.isEmpty()) { 


return result; 


} else { 
int last = getAndRemoveLastElement(stac 
stack.push(result); 


return last; 


) 


如 果 从 stack 的 栈 顶 到 栈 底 依次 为 3、2、1， 这 个 函数 的 具体 过 程 如 
图 1-4 所 示 。 


== PE ] 


å result=3 将 3 重新 压 入 3 









递归 调用 


result=2 





D ”将 2 重新 压 入 


2 2 
递归 调用 返回 1 
1 result=1, RET, 不 压 入 1, Af 1 


图 1-4 


递归 函数 二 : 逆序 一 个 栈 ， 就 是 题目 要 求实 现 的 方法 ， 有 具体 过 程 束 
是 如 下 代码 中 的 reverse 方 法 。 该 方法 使 用 了 上 面 提 到 的 
getAndRemoveLastElement 方 法 。 


public static void reverse(Stack<Integer> stack) { 
if (stack.isEmpty()) { 


return; 


) 
int 1 = getAndRemoveLastElement(stack); 
reverse(stack); 


stack.push(i); 
) 


如 果 从 stack 的 栈 顶 到 栈 底 依次 为 3、2、1，reverse 函 数 的 具体 过 程 
如 图 1-5 所 示 。 


结束 





getAndRemoveLastElement 方 法 在 图 中 简单 表示 为 get 方 法 ， 表 示 移 
Ba FP IE EI BU IER TUR o 
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宠物 、 狗 和 猫 的 类 如 下 : 


public class Pet { 


private String type; 
public Pet(String type) { 


this.type = type; 


public String getPetType() { 


return this.type; 


} 
public class Dog extends Pet { 


public Dog() { 
super("dog"); 


public class Cat extends Pet { 


public Cat() { 


super("cat"); 


} 


实现 一 种 狗 猫 队列 的 结构 ， 要 求 如 下 : 


【 难度 】 


ale 





用 户 可 以 调用 add 方 法 将 cat 类 或 dog 类 的 实例 放 入 队列 中 ; 





用 户 可 以 调用 pollAH 方 法 ， 将 队列 中 所 有 的 实例 按照 进 队列 的 
先后 顺序 依次 弹出 ; 





用 户 可 以 调用 pollDog 方 法 ， 将 队列 中 dog 关 的 实例 按照 进 队 列 
的 先后 顺序 依次 弹出 ; 





用 户 可 以 调用 pollCat 方 法 ， 将 队列 中 cat 类 的 实例 按照 进 队 列 的 
先后 顺序 依次 弹出 ; 





用 户 可 以 调用 isEmpty 方 法 ， 检 查 队 列 中 是 否 还 有 dog 或 cat 的 实 
例 ; 


用 户 可 以 调用 isDogEmpty 方 法 ， 检 查 队 列 中 是 否 有 dog 类 的 实 
例 ; 


用 户 可 以 调用 isCatEmpty 方 法 ， 检 查 队 列 中 是 否 有 cat 类 的 实 
例 。 


KN 


【解答 】 


本 题 考查 实现 特殊 数据 结构 的 能 力 以 及 针对 特殊 功能 的 算法 设计 能 
力 。 





本 题 为 开放 类 型 的 面试 题 ， 和 希望 读者 能 有 目 己 的 实现 ， 在 这 里 列 出 
几 种 常见 的 设计 错误 : 


e cat 队列 只 放 cat 实 例 ，dog 队 列 只 放 dog 实 例 ， 再 用 一 个 总 队列 放 
所 有 的 实例 。 


错误 原因 : cat、dog 以 及 总 队列 的 更 新 问题 。 


e 用 哈 希 表 ，key 表 示 一 个 cat 实 例 或 dog 实 例 ，value 表 示 这 个 实例 
进 队 列 的 次 序 。 


错误 原因 : 不 能 文 持 一 个 实例 多 次 进 队 列 的 功能 需求 ， 因 为 哈 
希 表 的 Key 只 能 对 应 一 个 value 值 。 


。 将 用 户 原 有 的 cat 或 og 类 改写 ， 加 一 个 计数 项 来 表示 某 一 个 实 
例 进 队列 的 时 间 。 





HARADA: 不 能 擂 上 自 改变 用 户 的 类 结构 。 


本 题 实 现 将 不 同 的 实例 靖 上 时 间 惟 的 方法 ， 但 是 又 不 能 改变 用 户 本 
吴 的 类 ， 所 以 定义 一 个 新 的 类 ， 有 具体 实现 请 参看 如 下 的 PetEnterQueue 


类 。 





public class PetEnterQueue { 


private Pet pet; 


private long count; 


public PetEnterQueue(Pet pet, long count) { 
this.pet = pet; 


this.count = count; 


public Pet getPet() { 


return this.pet; 


public long getCount() { 


return this.count; 


public String getEnterPetType() { 


return this.pet.getPetType(); 





PetEnterQueue 类 在 构造 时 ，pet 是 用 户 原 有 的 实例 ，count 束 是 这 个 
实例 的 时 间 惟 。 


我 们 实现 的 队列 其 实 是 PetEnterQueue 类 的 实例 。 大 体 说 来 ， 首 先 有 
一 个 不 断 囚 加 的 数据 项 ， 用 来 表示 实例 进 队 列 的 时 间 ; 同时 有 两 个 队 
列 ， 一 个 是 只 放 dog 类 实例 的 队列 dogQ， 男 一 个 是 只 放 cat 类 实例 的 队列 
catQ. 





在 加 入 实例 时 ， 如 果实 例 是 dog， 就 盖 上 时 间 惟 ， 生 成 对 应 的 
PetEnterQueue 类 的 实例 ， 然 后 放 入 dogQ; WRX pilxecat, Kat LATE] 
鹤 ， 生 成 对 应 的 PetEnterQueue 类 的 实例 ， 然 后 放 入 catQ。 具 体 过 程 请 参 
看 如 下 DogCatQueue 类 的 add 方 法 。 


只 想 弹 出 dog 类 的 实例 时 ， 从 dogQ 里 不 断 弹出 即 可 ， 具 体 过 程 请 参 
看 如 下 DogCatQueue 类 的 pollDog 方 法 。 


只 想 弹 出 cat 类 的 实例 时 ， 从 catQ 里 不 断 弹 出 即 可 ， 具 体 过 程 请 参看 
如 下 DogCatQueue 类 的 pollCat 方 法 。 








想 按 实际 顺序 弹出 实例 时 ， 因 为 dogQ 的 队列 头 表示 所 有 dog 实 例 中 
最 早 进 队 列 的 实例 ， 同 时 catQ 的 队列 头 表示 所 有 的 cat 实 例 中 最 早 进 队 列 
的 实例 。 则 比较 这 两 个 队列 头 的 时 间 戳 ， 谁 更 早 ， 驶 弹出 谁 。 有 具体 过 程 
请 参看 如 下 DogCatQueue 类 的 pollAll 方 法 。 


DogCatQueue 类 的 整体 代码 如 下 : 


public class DogCatQueue { 
private Queue<PetEnterQueue> dogQ; 
private Queue<PetEnterQueue> catQ; 


private long count; 


public DogCatQueue() { 
this.dogQ = new LinkedList<PetEnterQueu 
this.catQ = new LinkedList<PetEnterQueu 


this.count = 0; 


public void add(Pet pet) { 
if (pet.getPetType().equals("dog")) { 
this.dogQ.add(new PetEnterQueue 
} else if (pet.getPetType().equals("cat 
this.catQ.add(new PetEnterQueue 
} else { 


throw new RuntimeException("err 


public Pet pollAll() I 
if (! this.dogQ.isEmpty() && ! this.cat 
if(this.dogQ.peek().getCount() 
Count()) I 
return this.dogQ.poll() 
} else { 


return this.catQ.poll() 


} 
} else if (! this.dogQ.isEmpty()) { 
return this.dogQ.poll().getPet( 
} else if (! this.catQ.isEmpty()) { 
return this.catQ.poll().getPet( 
} else { 


throw new RuntimeException("err 


public Dog pollDog() { 


if (! 
} else 
J 


this.isDogQueueEmpty()) { 


return (Dog) this.dogQ.poll().g 
{ 


throw new RuntimeException("Dog 


public Cat pollCat() { 


if (! 


} else 


public boolean 


return 


public boolean 


return 


public boolean 


return 


this.isCatQueueEmpty()) { 


return (Cat) this.catQ.poll().g 


throw new RuntimeException("Cat 


isEmpty() { 
this.dogQ.isEmpty() && this.catQ 


isDogQueueEmpty() { 
this.dogQ.isEmpty(); 


isCatQueueEmpty() { 
this.catQ.isEmpty(); 


用 一 个 栈 实 现 万 一 个 栈 的 排序 


【题目 】 

一 个 栈 中 元 素 的 类 型 为 整 型 ， 现 在 想 将 该 栈 从 项 到 底 按 从 大 到 小 的 
顺序 排序 ， 只 许 申请 一 个 栈 。 除 此 之 外 ， 可 以 申请 新 的 变量 ， 但 不 能 
请 额外 的 数据 结构 。 如 何 完成 排序 ? 





【难度 】 

de Kor 
【解答 】 

将 要 排序 的 栈 记 为 stack， 申 请 的 辅助 栈 记 为 hnelp。 在 stack 上 执行 
pop 操 作 ， 弹 出 的 元 素 记 为 cur。 

e 如 采 cur 小 于 或 等 于 heljp 的 栈 顶 元 系 ， 则 将 cur 直 接 压 入 help; 

e 如果 cur 大 于 help 的 栈 顶 元 素 ， 则 将 help 的 元 素 逐 一 弹出 ， 逐 一 


压 入 stack， 直 到 cur 小 于 或 等 于 help 的 栈 顶 元 素 ， 再 将 cur 压 入 
help。 


一 直 执行 以 上 操作 ， 直 到 stack 中 的 全 部 元 系 都 压 入 到 heljp。 最 后 将 
help 中 的 所 有 元 素 逐 一 压 入 stack， 即 完成 排序 。 


public static void sortStackByStack(Stack<Integer> stac 


Stack<Integer> help = new Stack<Integer>(); 


while (! stack.isEmpty()) { 
int cur = stack.pop(); 
while (! help.isEmpty() && help.peek( ) 
stack.push(help.pop()); 
) 
help.push(cur); 
) 
while (! help.isEmpty()) { 
stack.push(help.pop()); 
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汉 诡 塔 问题 比较 经 典 ， 这 里 修改 一 下 游戏 规则 : 现在 限制 不 能 从 最 
左 侧 的 塔 直接 移动 到 最 右 侧 ， 也 不 能 从 最 右 侧 直 接 移动 到 最 左 侧 ， 而 是 
必须 经 过 中 间 。 求 当 塔 有 N 层 的 时 候 ， 打 印 最 优 移动 过 程 和 最 优 移动 总 
步 数 。 














例如 ， 当 搭 数 为 两 层 时 ， 最 上 层 的 搭 记 为 1， 最 下 层 的 塔 记 为 2， 则 
FJ Ell: 


Move from left to mid 


Move from mid to right 
Move from left to mid 
Move from mid to left 


Move 


1 
1 
2 

Move 1 from right to mid 
1 
2 from mid to right 
1 


Move from left to mid 
Move 1 from mid to right 


It will move 8 steps. 


注意 : 关于 汉 详 塔 游戏 的 更 多 讨论 ， 将 在 本 书 递归 与 动态 规划 的 章 
节 中 继续 。 


【要 求 】 


用 以 下 两 种 方法 解决 。 
e 方法 一 : 递归 的 方法 ; 
e 方法 二 : 非 递 归 的 方法 ， 用 栈 来 模拟 汉 诺 塔 的 三 个 塔 。 
DER] 
校 kkk 
【解答 】 
方法 一 : 递归 的 方法 。 
自 先 ， 如 果 只 剩 最 上 层 的 塔 需要 移动 ， 则 有 如 下 处 理 : 
1. 如 果 硕 望 从 “ 左 ” 移 到 “中 *， 打 印 “Move 1 from left to mid”. 
2. MR EMP EA”, FT EI Move 1 from mid to left”. 
3. 如 果 希 望 从 “中 ” 移 到 “ 右 *， 打 印 “Move 1 from mid to right”. 
4. 如 有 果 希 望 从 “ 右 ” 移 到 “中 ”， 打 Fh“Move 1 from right to mid”. 


5. 如 果 希 望 从 “ 左 ” 移 到 “ 右 ”, FIEI*Move 1 from left 
mid” 和 和 “Move 1 from mid to right”. 


6. 如 果 希 望 从 “ 右 ” 移 到 “ 左 ”, FTENMove 1 from right 
mid” “Move 1 from mid to left”. 


以 上 过 程 就 是 递归 的 终止 条 件 ， 也 就 是 只 剩 上 层 塔 时 的 打印 过 程 。 


to 


to 


接 下 来 ， 我 们 分 析 剩 下 多 层 拱 的 情况 。 
MRR PIN 层 搭 ， 从 最 上 到 最 下 依次 为 1 一 N ， 则 有 如 下 判断 : 


1. WRR RAIN BREL”, PAREREA H”, MENA 


1) 将 1~N -1 层 塔 先 全 部 从 “ 左 ” 移 到 “ 右 *"， 明 显 交 给 递归 过 程 。 
2) 将 第 N BAM BA. 
3) 再 将 1 一 N -1 层 塔 全 部 从 “ 右 ” 移 到 “中 ”， 明 显 区 给 递归 过 程 。 


2. MRI NÅN BÆM PP HAT, MP HALE”, 





从 “ 右 ” 移 到 “中 ”， 过 程 与 情况 1 同 理 ， 一 样 是 分 解 为 三 步 ， 在 此 不 再 详 


3. 如 果 剩 下 的 N 层 塔 都 在 “ 左 ”， 项 望 全 部 移 到 “ 右 *"， 则 有 五 个 步 


D 将 1~N -1 层 塔 先 全 部 从 “ 左 ” 移 到 “ 右 *"， 明 显 交 给 递归 过 程 。 
2) 将 第 N BAM BEAT. 
3) HIN -1 层 塔 全 部 从 “ 右 ” 移 到 “ 左 ” 明显 交 给 递归 过 程 。 


4) KEN 层 塔 从 “中 *” 移 到 “ 右 ”。 





5) 最 后 将 1 一 N -1 层 塔 全 部 从 “ 左 ” 移 到 “ 右 *”，， 明 显 交 给 递归 过 程 。 





4. WRR FIIN 层 塔 都 在 “ 右 ”， 和 希望 全 部 移 到 “ 左 ?， 过 程 与 情况 3 


同 理 ， 一 样 是 分 解 为 五 步 ， 在 此 不 再 详 述 。 


以 上 递归 过 程 经 过 逻辑 化 简 之 后 的 代码 请 参看 如 下 代码 中 的 
hanoiProblem1 方 法 。 


public int hanoiProblemi(int num, String left, String m 
String right) { 
if (num < 1) { 
return 0; 


} 


return process(num, left, mid, right, left, rig 


public int process(int num, String left, String mid, St 
String from, String to) { 
if (num == 1) { 
if (from.equals(mid) || to.equals(mid) ) 
System.out.println( "Move 1 from 
return 1; 
} else { 
System.out.println( "Move 1 from 
System.out.println( "Move 1 from 


return 2; 


) 
if (from.equals(mid) || to.equals(mid)) { 


String another = (from.equals(left) || 


left; 

int parti = process(num - 1, left, mid, 
int part2 = 1; 

System.out.printin("Move " + num + " fr 
int part3 = process(num - 1, left, mid, 
return parti + part2 + part3; 

} else { 
int parti = process(num - 1, left, mid, 


int part2 = 1; 


System.out.printin("Move " + num + " fr 
int part3 = process(num - 1, left, mid, 
int part4 = 1; 

System.out.printin("Move " + num + " fr 
int part5 = process(num - 1, left, mid, 


return parti + part2 + part3 + part4 + 





TES: JAR $F BOR AE LE. 

修改 后 的 汉 诺 塔 问题 不 能 让 任何 塔 从 左 * 直 接 移动 到 * 右 ”， 也 不 能 
从 “ 右 * 直 接 移动 到 * 左 "， 而 是 要 经 过 中 间 。 也 就 是 说 ， 实 际 动作 只 有 4 
个 :“ 左 "到 “中 ”、“ 中 ”到 “ 左 "、“ 中 ”到 “ 右 "、“ 右 "到 “中 ”。 





现在 我 们 把 左 、 中 、 右 三 个 地 点 抽象 成 栈 ， 依 次 记 为 LS、MS 和 
RS。 最 初 所 有 的 塔 部 在 LS 上 。 那 么 如 上 4 个 动作 就 可 以 看 作 是 : ATP 
fk Grom) 把 栈 顶 元 系 弹出 ， 然 后 压 入 到 为 一 个 栈 里 (to〉， 作 为 这 一 


个 栈 (to) 的 栈 项。 


例如 ， 如 果 是 7 层 塔 ， 在 最 初时 所 有 的 塔 都 在 LS 上 ，LS 从 栈 顶 到 栈 
底 束 依次 是 1~~7， 如 果 现 在 发 生 了 “ 左 ”* 到 “中 ”的 动作 ， 这 个 动作 对 应 的 
操作 是 LS 栈 将 栈 项 元 素 1 弹 出 ， 然 后 1 压 入 到 MS 栈 中 ， 成 为 MS 的 栈 顶 。 
其 他 的 操作 同 理 。 


一 个 动作 能 发 生 的 先决 条 件 是 不 违反 小 压 大 的 原则 。 


from 栈 弹出 的 元 素 num 如 果 想 压 入 到 to 栈 中 ， 那 么 num 的 值 必须 小 
于 当前 to 栈 的 栈 顶 。 








还 有 一 个 原则 不 是 很 明显 ， 但 也 是 非常 重要 的 ， 叫 相 邻 不 可 逆 原 
则 ， 解 释 如 下 : 


1. 我 们 把 四 个 动作 依次 定义 为 : L->M、M->L、M->R 和 R->M。 


2. 很 明显 ，L->M 和 M->L 过 程 互 为 逆 过 程 ，M->R 和 R->M 互 为 逆 过 


3. 在 修改 后 的 汉 话 塔 游戏 中 ， 如 果 想 走出 最 少 步 数 ， 那 么 任何 两 
个 相 邻 的 动作 都 不 是 互 为 逆 过 程 的 。 举 个 例子 : 如 果 上 一 步 的 动作 是 工 - 
>M， 那 么 这 一 步 绝 不 可 能 是 M->L， 直 观 地 解释 为 : 你 上 一 步 把 一 个 栈 
顶 数 从 “大 ?移动 到 “中 ”， 这 一 步 为 什么 又 要 移 回去 呢 ? 这 必然 不 是 取得 
最 小 步 数 的 走 法 。 同 理 ，M->R 动 作 和 R->M 动 作 也 不 可 能 相 邻 发 生 。 








有 了 小 压 大 和 相 邻 不 可 逆 原 则 后 ， 可 以 推导 出 两 个 十 分 有 用 的 结论 
一 一 非 递归 的 方法 核心 结论 : 


1. 游戏 的 第 一 个 动作 一 定 是 L->M， 这 是 显而易见 的 。 


2. 在 走出 最 少 步 数 过 程 中 的 任何 时 刻 ， 四 个 动作 中 只 有 一 个 动作 
不 违反 小 压 大 和 相 邻 不 可 逆 原 则 ， 夯 外 三 个 动作 一 定 都 会 违反 。 








对 于 结论 2， 现 在 进行 简单 的 证 明 。 


因为 游戏 的 第 一 个 动作 已 经 确定 是 L->M， 则 以 后 的 每 一 步 都 会 有 
前 一 步 的 动作 。 


假设 前 一 步 的 动作 是 L->M: 





1. 根据 小 压 大 原则 ，L->M 的 动作 不 会 重复 发 生 。 
2. 根据 相 邻 不 可 逆 原 则 ，M-xL 的 动作 也 不 该 发 生 。 





3. 根据 小 压 大 原则 ，M->R 和 R->M 只 会 有 一 个 达标 。 


假设 前 一 步 的 动作 是 M->L: 





1. 根据 小 压 大 原则 ，M->L 的 动作 不 会 重复 发 生 。 
2. 根据 相 邻 不 可 逆 原 则 ，L->M 的 动作 也 不 该 发 生 。 





3. 根据 小 压 大 原则 ，M->R 和 R->M 只 会 有 一 个 达标 。 


假设 前 一 步 的 动作 是 M->R: 





1. 根据 小 压 大 原则 ，M->R 的 动作 不 会 重复 发 生 。 
2. 根据 相 邻 不 可 逆 原 则 ，R->M 的 动作 也 不 该 发 生 。 





3. 根据 小 压 大 原则 ，L->M 和 M->L 只 会 有 一 个 达标 。 


假设 前 一 步 的 动作 是 R->M: 





1. 根据 小 压 大 原则 ，R->M 的 动作 不 会 重复 发 生 。 
2. 根据 相 邻 不 可 逆 原 则 ，M->R 的 动作 也 不 该 发 生 。 





3. 根据 小 压 大 原则 ，L->M 和 M->L 只 会 有 一 个 达标 。 


综 上 所 述 ， 每 一 步 只 会 有 一 个 动作 达标 。 那 么 只 要 每 走 一 步 都 根据 
这 两 个 原则 考 僵 所 有 的 动作 束 可 以 ， 哪 个 动作 达标 就 走 哪 个 动作 ， 反 正 
每 次 都 只 有 一 个 动作 满足 要 求 ， 按 顺序 走 下 来 即 可 。 











非 递 归 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 hanoiProblem2 方 法 。 


public enum Action { 


No, LToM, MToL, MTOR, RToM 


public int hanoiProblem2(int num, String left, String m 
Stack<Integer> 1S = new Stack<Integer>(); 
Stack<Integer> mS = new Stack<Integer>(); 
Stack<Integer> rs = new Stack<Integer>(); 
1S.push(Integer.MAX_ VALUE); 
mS.push(Integer.MAX VALUE); 
rS.push(Integer.MAX VALUE); 
for (int i = num; i > 0; i--) I 

1S.push(i); 
} 


Action[] record = { Action.No }; 


int step = 0; 
while (rS.size() ! = num + 1) I 
step += fStackTotStack(record, Action.M 
left, mid); 
step += fStackTotStack(record, Action.L 
mid, left); 
step += fStackTotStack(record, Action.R 
mid, right); 
step += fStackTotStack(record, Action.M 
right, mid); 
} 


return step; 


public static int fStackTotStack(Action[] record, Actio 
Action nowAct, Stack<Integer> fStack, S 
String from, String to) { 

if (record[0] ! = preNoAct && fStack.peek() < t 
tStack.push(fStack.pop()); 
System.out.println( "Move " + tStack.pee 
to " + to); 

record[0] = nowAct; 
return 1; 


} 


return 0; 


生成 窗口 好 大 值 数 组 


LAH] 


有 一 个 整 型 数组 arr 和 一 个 大 小 为 w 的 窗口 从 数组 的 最 左边 滑 到 最 右 
边 ， 窗 口 每 次 同 右 边 滑 一 个 位 置 。 


例如 ， 数 组 为 [4，3，5，4，3，3，6，7]， 窗 口 大 小 为 3 时 : 


[4 3 5] 4 3 3 6 7 窗口 中 最 大 值 为 5 
4 [3 5 4]3 3 6 7 窗口 中 最 大 值 为 5 
4 3[5 4 3] 3 6 7 窗口 中 最 大 值 为 5 
4 3 5 [4 3 3]6 7 窗口 中 最 大 值 为 4 
4 3 5 4[3 3 6]7 窗口 中 最 大 值 为 6 
4 3 5 4 3[3 6 7] 窗口 中 最 大 值 为 7 


如 果 数 组 长 度 为 n ， 窗 口 大 小 为 w ， 则 一 共产 生 n -w +1 个 窗口 的 最 
大 值 。 


请 实现 一 个 函数 。 
e 输入 : 整 型 数组 arr， 窗 口 大 小 为 w 。 


e 输出: 一 个 长 度 为 n -w +1 的 数组 res，res[i] 表 示 每 一 种 窗口 状态 
下 的 最 大 值 。 


以 本 题 为 例 ， 结 果 应 该 返回 {5，5，5，4，6，7}。 


【 难度 】 
HO ku 
【解答 】 


如 果 数 组 长 度 为 N ， 窗 口 大 小 为 w ， 如 果 做 出 时 间 复 杂 度 O (N xw ) 
的 解法 是 不 能 让 面试 官 满意 的 ， 本 题 要 求 面 试 者 想 出 时 间 复 杂 度 O (CN ) 
的 实现 。 





本 题 的 关键 在 于 利用 双 端 队列 来 实现 窗口 最 大 值 的 更 新 。 首 先生 成 
双 端 队列 qmax，qmax 中 存放 数组 arr 中 的 下 标 。 


假设 遍历 到 arr[i，qmax 的 放 入 规则 为 : 





1. 如 果 gqmax 为 空 ， 直 接 把 下 标 i 放 进 qmax， 放 入 过 程 结束 。 
2 如果 qmax 不 为 空 ， 取 出 当前 qmax 队 尾 存放 的 下 标 ， 假 设 为 j。 


1) 如果 arr[j]>arr[i]， 直 接 把 下 标 i 放 进 qmax 的 队 尾 ， 放 入 过 程 结 
LE 


2) 如 果 arr[j]<=arr[i， 把 j 从 qmax 中 弹出 ， 继 续 qmax 的 放 入 规则 。 
假设 遍历 到 arr[i]|，gmax 的 弹出 规则 为 : 


如 果 qmax 队 头 的 下 标 等 于 i-w， 说 明 当前 qmax 队 头 的 下 标 己 过 期 ， 
弹出 当前 对 头 的 下 标 即 可 。 


根据 如 上 的 放 入 和 弹出 规则 ，qmax 便 成 了 一 个 维护 窗口 为 w 的 子 数 
组 的 最 大 值 更 新 的 结构 。 下 面 举例 说 明 题目 给 出 的 例子 。 


1. 开始 时 qmax 为 空 ，qmax={} 
2. W Blarr[O]==4, 14 FARO \qmax, qmax={0}. 


3. HA arr[1]==3, Bl qmax HJ be FRANO, XA 
arr[0]>ar[1]， 所 以 将 下 标 1 放 入 qdmax 的 尾部 ，qmax={0，1}。 


4. 遍历 到 arr[2]==5， 当 前 qmax 的 队 尾 下 标 为 1， 叉 有 arr[1] 
<=arr[2]， 所 以 将 下 标 1 从 qmax 的 尾部 弹出 ，gqmax 变 为 {0}。 当 前 qmax 的 
队 尾 下 标 为 0， 又 有 arr[0]<=arr[2]， 所 以 将 下 标 0 从 qmax 尾 部 弹出 ，qmax 
变 为 {}。 将 下 标 2 放 入 qmax，qmax={f2}。 此 时 已 经 遍历 到 下 标 2 的 位 
置 ， 窗 口 arr[0..2] 出 现 ， 当 前 qmax 队 头 的 下 标 为 2， 所 以 窗口 arr[0..2] 的 
最 大 值 为 arr[2] 〈 即 5) 。 





5. 授 历 到 arr[3]==4， 当 前 qmax 的 队 尾 下 标 为 2， 又 有 
arr[2]>arr[3]， 所 以 将 下 标 3 放 入 qmax 尾 部 ，qmax={2，3}。 窗 口 arr[1..3] 
出 现 ， 当 前 qmax 队 头 的 下 标 为 2， 这 个 下 标 还 没有 过 期 ， 所 以 窗口 
arr[1..3] 的 最 大 值 为 arr[2] CBS) 。 


6. 裔 历 到 arr[4]==3， 当 前 qmax 的 队 尾 下 标 为 3， 又 有 
arr[3]>arr[4]， 所 以 将 下 标 4 放 入 qdmax 尾 部 ，qmax={2，3，4}。 窗 口 
arr[2..4] 出 现 ， 当 前 qmax 队 头 的 下 标 为 2， 这 个 下 标 还 没有 过 期 ， 所 以 窗 
口 arr[2..4] 的 最 大 值 为 arr[2] CBS) 。 


7. 遍历 到 arr[5]==3， 当 前 qmax 的 队 尾 下 标 为 4， 又 有 arr[4] 
<=arr[5]， 所 以 将 下 标 4 从 qmax 的 尾部 弹出 ，qdmax 变 为 {2，3}。 当 前 
qdmax 的 队 尾 下 标 为 93， 又 有 arr[3]>arr[5]， 上 所 以 将 下 标 5 放 入 dmax 尾 部 ， 
qmax={2，3，5}。 窗 口 arr[3..5] 出 现 ， 当 前 qmax 队 头 的 下 标 为 2， 这 个 
下 标 已 经 过 期 ， 所 以 从 qdmax 的 头 部 弹出 ，qmax 变 为 {3，5}。 当 前 qmax 


队 头 的 下 标 为 3， 这 个 下 标 没有 过 期 ， 所 以 窗口 arr[3..5] 的 最 大 值 为 arr[3] 
(84) 。 


8. 遍历 到 arr[6]==6， 当 前 qmax 的 队 尾 下 标 为 5， 义 有 arr[5] 
<=arr[6]， 所 以 将 下 标 5 从 qmax 的 尾部 弹出 ，gqmax 变 为 {3}。 当 前 qmax 的 
队 尾 下 标 为 9， 又 有 arr[3]<=arr[6]， 上 所 以 将 下 标 3 从 dmax 的 尾部 弹出 ， 
dmax 变 为 {}。 将 下 标 6 放 入 qdmax，qmax={6}。 窗 口 arr[4..6] 出 现 ， 当 前 
qmax 队 头 的 下 标 为 6， 这 个 下 标 没有 过 期 ， 所 以 窗口 arr[4..6] 的 最 大 值 为 
arr[6] (BH6) 。 


9. ii A Barr[7]==7, “4AiiqmaxH KE Riso, MA ar] 
<=arr[7]， 所 以 将 下 标 6 从 qmax 的 尾部 弹出 ，gqmax 变 为 {}。 将 下 标 7 放 入 
dmax，qmax={7}。 窗 口 arr[5..7] 出 现 ， 当 前 qmax 队 头 的 下 标 为 7， 这 个 
下 标 没 有 过 期 ， 所 以 窗口 arr[5..7] 的 最 大 值 为 arr[7] EI7) 。 


10. 依次 出 现 的 窗口 最 大 值 为 5，5，5，4，6，7]， 在 遍历 过 程 中 
收集 起 来 ， 最 后 返回 即 可 。 





上 述 过 程 中 ， 每 个 下 标 值 最 多 进 qmax 一 次 ， 出 qdmax 一 次 。 所 以 过 
历 的 过 程 中 进出 双 端 队列 的 操作 是 时 间 复 杂 度 为 O (N )， 整 体 的 时 间 复 
杂 度 也 为 O(N )。 有 具体 过 程 参 看 如 下 代码 中 的 getMaxWindow 方 法 。 





public int[] getMaxWindow(int[] arr, int w) { 
if (arr == null || w< 1 || arr.length < w) { 
return null; 
} 
LinkedList<Integer> qmax = new LinkedList<Integ 


int[] res = new int[arr.length - w+ 1]; 


int index = 0; 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 


while (! qmax.isEmpty() && arr[qmax.pee 


qmax.pollLast(); 

} 

qmax.addLast(i); 

if (qmax.peekFirst() == i - w) { 
qmax.pollFirst(); 

} 

if (i >=w - 1) { 


res[index++] = arr[qmax.peekFir 


} 


return res; 


构造 数组 的 MaxTree 


LAH] 
ÆN TIA RUN: 


public class Node ( 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


) 
一 个 数组 的 MaxTree 定 义 如 下 。 
e 数组 必须 没有 重复 元 素 。 


e MaxTree 是 一 棵 二 又 树 ， 数 组 的 每 一 个 值 对 应 一 个 二 叉 树 节 


o 包括 MaxTree 树 在 内 且 在 其 中 的 每 一 棵 子 树 上 ， 值 最 大 的 节点 
都 是 树 的 头 。 


给 定 一 个 没有 重复 元 素 的 数组 arr， 写 出 生成 这 个 数组 的 MaxTree 的 
函数 ， 要 求 如 果 数 组 长 度 为 N ， 则 时 则 复杂 上 度 为 O (N )、 额 外 空间 复杂 





度 为 O (N )。 
【 难度】 
BE kn 
【解答 】 
下 面 举例 说 明 如 何在 满足 时 间 和 空间 复杂 上 度 的 要 求 下 生成 
MaxTree。 


arr = {3, 4, 5, 1, 2} 
3 的 左边 第 一 个 比 3 大 的 数 : 
4 的 左边 第 一 个 比 4 大 的 数 : 
5 的 左边 第 一 个 比 5 大 的 数 : 
1 的 左边 第 一 个 比 1 大 的 数 : 
2 的 左边 第 一 个 比 2 大 的 数 : 


3 的 右边 第 一 个 比 3 大 的 数 : 4 

4 的 右边 第 一 个 比 4 大 的 数 : 5 

5 的 右边 第 一 个 比 5 大 的 数 : 无 
1 的 右边 第 一 个 比 1 大 的 数 : 2 
2 的 右边 第 一 个 比 2 大 的 数 : 无 


oe EN 





DUR ØYE MJELDE: 


e BAST RE UA NA NET KONE AUNE 
比 它 大 的 数 中 ， 较 小 的 那个 。 


e 如果 一 个 数 左边 没有 比 它 大 的 数 ， 右 边 也 没有 。 也 就 是 说 ， 这 
个 数 是 整个 数组 的 最 大 值 ， 那 么 这 个 数 是 MaxTree 的 头 节 点 。 


那么 3， 4， D， 1, 2 的 MaxTree 如 下 : 


A 
pa 
3 ] 
为 什么 通过 这 个 方法 能 够 正确 地 生成 MaxTree 呢 ?我 们 需要 给 出 证 
明 ， 证 明 分 为 如 下 两 步 。 





1. 通过 这 个 方法 ， 所 有 的 数 能 生成 一 标 树 ， 这 标 树 可 能 不 是 二 又 
BY, (AEE TRY, MANES RT (和 森林) 。 


我 们 知道 ， 在 数组 中 的 所 有 数 都 不 同 ， 而 一 个 较 小 的 数 痛 定 会 以 一 
个 比 自 己 大 的 数 作为 父 节 点 ， 那 么 最 终 所 有 的 数 癌 上 找 都 会 找到 数组 中 
的 最 大 值 ， 所 以 它们 会 有 一 个 共同 的 头 。 证 明 完 毕 。 


2. 通过 这 个 方法 ， 所 有 的 数 最 多 部 只 有 两 个 孩子 。 也 就 是 说 ， 这 
PRAT FY UA XM» MIA i BE SO o 





要 想 证 明 这 个 问题 ， 只 需 证 明 任何 一 个 数 在 单独 一 侧 ， 孩 子 数量 都 
不 可 能 超过 1 个 即 可 。 


假设 a 这 个 数 在 单独 一 侧 有 2 个 孩子 ， 不 妨 设 在 右 侧 。 假 设 这 两 个 孩 
子 一 个 是 kl1， 另 一 个 是 k2， 即 


ma. KL1.K2.. 


因为 a 是 kl1 和 k2 的 父 ， 所 以 a>k1，a>k2。 根 据 题 意 ，k1 和 k2 不 相 
等 ， 所 以 k1 和 k2 可 以 分 出 大 小 ， 先 假设 k1 是 较 小 的 ，k2 是 较 大 的 : 


那么 K1 可 能 会 以 k2 为 父 贡 点， 而 绝对 不 会 以 a 为 父 节 点 ， 因 为 根据 
我 们 的 方法 ， 每 一 个 数 的 父 届 点 是 它 左 边 第 一 个 比 它 大 的 数 和 它 右 边 第 
一 个 比 它 大 的 数 中 较 小 的 那个 ， 又 有 a>k2。 


再 假设 k2 是 较 小 的 ，k1 是 较 大 的 : 


那么 k2 可 能 会 以 k1 为 父 节 点 ， 也 绝对 不 会 以 a 为 父 节 点 ， 因 为 根据 
我 们 的 方法 ，k1 才 可 能 是 k2 左 边 第 一 个 遇 到 的 比 k2 大 的 数 ， 而 绝对 不 会 
轮 到 a。 


总 之 ，k1l1 和 k2 肯 定 有 一 个 不 是 a 的 孩子 。 





所 以 ， 任 何 一 个 数 的 单独 一 侧 ， 其 孩子 数量 都 不 可 能 超过 1 个 ， 最 
多 只 会 有 1 个 。 进 而 我 们 知道 ， 任 何 一 个 数 最 多 会 有 2 个 孩子 ， 而 不 会 有 
更 多 。 





证 明 完 毕 


以 上 证 明了 该 方法 是 有 效 的 ， 那 么 如 何 尽 可 能 快 地 找到 每 一 个 数 左 
右 两 边 第 一 个 比 它 大 的 数 呢 ? 利用 栈 。 





找 每 个 数 元 边 第 一 个 比 它 大 的 数 ， 从 磊 到 右 遍 历 每 个 数 ， 栈 中 保持 
递减 序列 ， 新 来 的 数 不 停 地 利用 Pop 出 栈 项 ， 直 到 栈 顶 比 新 数 大 或 没有 
数 。 


以 [3，1，2] 为 例 ， 首 先 3 入 栈 ， 接 下 来 1 比 3 小 ， 无 须 pop 出 3，1 入 
栈 ， 并 且 确 定 了 1 往 左 第 一 个 比 它 大 的 数 为 3。 接 下 来 2 比 1 大 ，1 出 栈 ，2 
比 3 小 ，2 入 栈 ， 并 且 确 定 了 2 往 左 第 一 个 比 它 大 的 数 为 3。 


用 同样 的 方法 可 以 求 得 每 个 数 往 右 第 一 个 比 它 大 的 数 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 getMaxTree 方 法 。 


public Node getMaxTree(int[] arr) { 


Node[] nArr = new Node[arr.length]; 


for (int i = 0; i! = arr.length; i++) { 


} 


nArr[i] = new Node(arr[i]); 


Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 


HashMap<Node, Node> 1BigMap = new HashMap<Node, Node> 


HashMap<Node, Node> rBigMap = new HashMap<Node, Node> 


for (int i = 0; i ! = nArr.length; i++) { 


} 


while (! 


) 


Node curNode = nArr[i]; 
while ((! stack.isEmpty()) && stack.peek().va 


popStackSetMap(stack, 1BigMap); 
} 


stack.push(curNode); 


stack.isEmpty()) £ 


popStackSetMap(stack, 1BigMap); 


for (int i = nArr.length - 1; i ! = -1; i--) I 


Node curNode = nArr[i]; 

while ((! stack.isEmpty()) && stack.peek().va 
popStackSetMap(stack, rBigMap); 

} 


stack.push(curNode); 


while (! stack.isEmpty()) { 
popStackSetMap(stack, rBigMap); 
} 
Node head = null; 
for (int i = 0; i ! = nArr.length; i++) { 
Node curNode = nArr[i]; 
Node left = 1BigMap.get(curNode); 
Node right = rBigMap.get(curNode); 
if (left == null && right == null) { 
head = curNode; 
} else if (left == null) { 
if (right.left == null) { 
right.left = curNode; 
} else { 
right.right = curNode; 
) 
} else if (right == null) { 
if (left.left == null) I 
left.left = curNode; 
} else { 
left.right = curNode; 
} 
} else { 
Node parent = left.value < right.valu 
if (parent.left == null) { 
parent.left = curNode; 


} else { 


parent.right = curNode; 


j 


return head; 


public void popStackSetMap(Stack<Node> stack, HashMap<Nod 
Node popNode = stack.pop(); 
if (stack.isEmpty()) { 
map.put(popNode, null); 
} else { 


map.put(popNode, stack.peek()); 


求 最 大 于 矩阵 的 大 小 


LAH] 


BE NEE Emap, Å MER AMIA, KAPTEIN 
PAET, ECRIRE EX KOSTE 


例如 : 


1 1 1 0 


其 中 ， 最 大 的 矩形 区 域 有 3 个 1， 所 以 返回 3。 


其 中 ， 最 大 的 矩形 区 域 有 6 个 1， 所 以 返回 6。 
DER] 

BE kkk 
【解答 】 


如 果 和 矩阵 的 大 小 为 O(N xM )， 本 题 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (N xM 
)。 解 法 的 具体 过 程 为 : 


1. 和 矩阵 的 行 数 为 N ， 以 每 一 行 做 切割 ， 统 计 以 当前 行 作 为 底 的 情 
况 下 ， 每 个 位 置 往 上 的 1 的 数量 。 使 用 高 度数 组 height 来 表示 。 


例如 : 

1 

1 1 1 1 
1 1 1 0 


以 第 1 行 做 切割 后 ，height={1，0，1，1}，height[j] 表 示 目 前 的 底 上 
CBIT) > JM BET GE 位置) 有 多 少 连续 的 1。 


以 第 2 行 做 切割 后 ，height={2，1，2，2}， 注 意 到 从 第 一 行 到 第 二 
行 ，height 数 组 的 更 新 是 十 分 方便 的 ， 即 height[j] = maplil[j]==0 ? 0 : 
height[j]+1。 


以 第 3 行 做 切割 后 ，height={3，2，3，0}。 


2. 对 于 每 一 次 切割 ， 都 利用 更 新 后 的 height 数 组 来 求 出 以 每 一 行为 
底 的 情况 下 ， 最 大 的 矩形 是 什么 。 那 么 这 么 多 次 切割 中 ， 最 大 的 那个 矩 
形 就 是 我 们 要 的 。 





整个 过 程 就 是 如 下 代码 中 的 maxRecSize 方 法 。 步 骤 2 的 实现 是 如 下 
代码 中 的 maxRecFromBottom 方 法 。 

下 面 重 点 介绍 一 下 步骤 2 如 何 快 速 地 实现 ， 这 也 是 这 道 题 最 重要 的 
部 分 ， 如 果 height 数 组 的 长 度 为 M ， 那 么 求解 步骤 2 的 过 程 可 以 做 到 时 间 
复杂 上 度 为 O (M )。 


对 于 height 数 组 ， 读 者 可 以 理解 为 一 个 直方 图 ， 比 如 {3，2，3， 


0}， 其 实 就 是 如 图 1-6 所 示 的 直方 图 。 


该 虚线 区 域 面积 为 6 





图 1-6 











也 就 是 说 ， 步 又 2 的 实质 是 在 一 个 大 的 直方 图 中 求 最 大 和 窍 形 的 面 
上 只。 如 采 我 们 能 够 求 出 以 每 一 根 柱子 扩展 出 去 的 最 大 和 矩形， 那么 其 中 最 
大 的 矩形 就 是 我 们 想 找 的 。 比 如 : 











e 第 1 根 高 度 为 3 的 柱子 向 左 无 法 扩展 ， 它 的 右边 是 2， 比 3 小 ， 所 
以 向 右 也 无 法 扩展 ， 则 以 第 1 根 柱子 为 高 度 的 矩形 面积 就 是 
B= 





e 第 2 根 高 度 为 2 的 柱子 问 左 可 以 扩 1 个 距离 ， 因 为 它 的 左边 是 3， 
比 2 大 ; 右边 的 柱子 也 是 3， 所 以 同 右 也 可 以 扩 1 个 距离 ， 则 以 
第 2 根 柱子 为 高 度 的 窍 形 面积 驶 是 2*3==6; 





e 第 3 根 局 度 为 3 的 柱子 向 左 没 法 扩展 ， 同 右 也 没 法 扩展 ， 则 以 第 3 
根 柱子 为 蜗 度 的 和 矩形 面积 束 是 3*1==3; 





e 第 4 根 局 度 为 0 的 柱子 向 左 没 法 扩展 ， 癌 右 也 没 法 扩展 ， 则 以 第 4 
根 柱子 为 蝇 度 的 矩形 面积 残 是 0*1==0; 











所 以 ， 当 前 直方 图 中 最 大 的 窍 形 面 积 就 是 6， 也 就 是 图 1-6 中 虚线 框 
住 的 部 分 。 














考查 每 一 根 柱子 最 大 能 扩 多 大 ， 这 个 行为 的 实质 就 是 找到 柱子 左边 
刚 比 它 小 的 柱子 位 置 在 哪里 ， 以 及 右边 刚 比 它 小 的 柱子 位 置 在 哪里 。 这 
个 过 程 怎 么 计算 最 快 呢 ? HE o 


为 了 方便 表述 ， 我 们 以 height={3，4，5，4，3，6} 为 例 说 明 如 何 根 
据 height 数 组 求 其 中 的 最 大 和 矩形。 具体 过 程 如 下 : 





1. 生成 一 个 栈 ， 记 为 stack， 从 左 到 右 壳 历 height 数 组 ， 每 遇 历 一 个 
位 置 ， 都 会 把 位 置 压 进 stack 中 。 


2. 遍历 到 height 的 0 位 置 ，height[0]=3， 此 时 stack 为 空 ， 直 接 将 位 
置 0 压 入 栈 中 ， 此 时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 {0} 。 


3. 遍历 到 height 的 1 位 置 ，height[1]=4， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 0， 
值 为 height[0]=3， 又 有 height[1]>height[0]， 那 么 将 位 置 1 直接 压 入 stack。 
这 一 步 体现 了 授 历 过 程 中 的 一 个 关键 逻辑 ， 只 有 当前 i 位 置 的 值 height[i] 
大 于 当前 栈 顶 位 置 所 代表 的 值 (height[stack.peekO])， 则 i 位 置 才 可 以 压 入 


stack. 








所 以 可 以 知道 ，stack 中 从 栈 顶 到 栈 底 的 位 置 所 代表 的 值 是 依次 递 
减 ， 并 且 无 重复 值 ， 此 时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 (L，0}。 


4. 遍历 到 height 的 2 位 置 ，height[2]=5， 与 步骤 3 的 情况 完全 一 样 ， 
所 以 直接 将 位 置 2 压 入 stack， 此 时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 {2，1，0}。 


5. 遍历 到 height 的 3 位 置 ，height[3]=4， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 2， 
值 为 height[2]=5， 又 有 height[3]<height[2]。 此 时 又 出 现 了 一 个 遍历 过 程 
中 的 关键 逻辑 ， 即 如 果 当 前 ;i 位 置 的 值 height[i 小 于 或 等 于 当前 栈 顶 位 置 
所 代表 的 值 height[stack.peek0])， 则 把 栈 中 存 的 位 置 不 断 弹出 ， 直 到 某 


一 个 栈 顶 所 代表 的 值 小 于 height[i]]， 再 把 位 置 ; 压 入 ， 并 在 这 期 间 做 如 下 
处 理 : 


D 假设 当前 弹出 的 栈 顶 位 置 记 为 位 置 ) ， 弹 出 栈 顶 之 后 ， 新 的 栈 顶 
记 为 k。 然 后 我 们 开始 考虑 位 置 i MEET PE AA on ed SPRE. 





2) 对 位 置 ) 的 柱子 来 说 ， 辐 右 最 远 能 扩 到 哪里 呢 ? 





tn Rheight[j]>height[i], Ai -1 位 置 就 是 向 右 能 扩 到 的 最 远 位 置 。 
因为 j 之 所 以 被 弹出 ， 束 是 因为 过 到 了 第 一 个 比 位 置 i 值 小 的 位 置 。 





如 果 height[j]==height[i]， 那 么 i ”-1 位 置 不 一 定 是 向 右 能 扩 到 的 最 远 
位 置 ， 只 是 起 码 能 扩 到 的 位 置 。 那 怎么 办 呢 ? 





可 以 肯定 的 是 ， 在 这 种 情况 下 ，i 位 置 的 柱子 向 左 必然 也 可 以 扩 到 |j 
位 置 。 也 就 是 说 ，j 位 置 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 窍 形 和 i 位 置 的 柱子 扩 出 来 
的 最 大 和 矩形 是 同一 个 。 














所 以 ， 此 时 可 以 不 再 计算 i MENE TREN BRAKKE, KA 
位 置 i 肯定 要 压 入 到 栈 中 ， 那 就 等 位 置 i 弹出 的 时 候 再 说 。 


3) 对 位 置 j 的 柱子 来 说 ， 向 左 最 远 能 扩 到 哪里 呢 ? 


肯定 是 k ” ”+1 位置。 首先 ，height[k+1..j-1] 之 间 不 可 能 有 小 于 或 等 于 
height[K] 的 值 ， 否 则 k 位 置 早 从 栈 里 弹出 了 。 


然后 因为 在 栈 里 k MAM 位 置 原本 是 相 邻 的 ， 并 且 从 栈 顶 到 栈 底 
的 位 置 所 代表 的 值 是 依次 递减 并 且 无 重复 值 ， 所 以 在 height[k+1..j-1] 之 
间 不 可 能 有 大 于 或 等 于 height[k]， 同 时 又 小 于 或 等 于 height[j] 的 ， 因 为 如 
果 有 这 样 的 值 ，k 和 j 在 栈 中 就 不 可 能 相 邻 。 





所 以 ，height[k+1..j-1] 之 间 的 值 必 然 是 既 大 于 height[k]， 又 大 于 
height[j] 的 ， 所 以 j 位 置 的 柱子 同 左 最 远 可 以 扩 到 k +1 位 置 。 





4) & EAA, j 位 置 的 柱子 能 扩 出 来 的 最 大 和 窃 形 为 (i-k- 
1)*height[j]. 


以 例子 来 说 明 : 


Qi==3，height[3]=4， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 2， 值 为 height[2]=5， 
故 height[3]<=height[2]， 所 以 位 置 2 被 弹出 〈j==2) ， 当 前 栈 顶 变 为 
1 (k==1) 。 位 置 2 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 矩形 面积 为 (3-1-1)*5==5。 





© i==3，height[3]=4， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 1， 值 为 height[1]=4， 
故 height[3]<=height[1]， 所 以 位 置 1 被 弹出 〈j==1) ， 当 前 栈 顶 变 为 
1 (k==0) 。 位 置 1 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 和 矩形 面积 为 (3-0-1)*4==8， 这 个 
值 实际 上 是 不 对 的 〈 偏 小 ) ， 但 在 位 置 3 被 弹出 的 时 候 是 能 够 重新 正确 
计算 得 到 的 。 





G) i==3，height[3]=4， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 0， 值 为 height[0]=3， 
这 时 height[3]<=height[2]， 所 以 位 置 0 不 弹出 。 


(4 将 位 置 3 压 入 stack，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 {3，0}。 
6. 遍历 到 height 的 4 位 置 ，height[4]=3。 与 步骤 5 的 情况 类 似 ， 以 下 
是 弹出 过 程 : 


1) i==4，height[4]=3， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 3， 值 为 
height[3]=4， 故 height[4]<=height[3]， 所 以 位 置 3 被 弹出 G==3) ， 当 前 
栈 顶 变 为 0(k==0〉。 位 置 3 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 先 形 面积 为 (4-0- 
1)*4==12。 这 个 最 大 面积 也 是 位 置 1 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 和 矩形 面积 ， 在 














位 置 1 被 弹出 时 ， 这 个 窍 形 其 实 没 有 找到 ， 但 在 位 置 3 这 里 找到 了 。 





2) i==4，height[4]=3， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 0， 值 为 
height[0]=3， 故 height[4]<=height[0]， 所 以 位 置 0 被 弹出 G==0) ， 当 前 
没有 了 栈 顶 元 素 ， 此 时 可 以 认为 k==-1。 位 置 0 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 和 矩形 
面积 为 (4-(-1)-1)*3==12， 这 个 值 实 际 上 是 不 对 的 〈( 偏 小 ) ， 但 在 位 置 4 
被 弹出 时 是 能 够 重新 正确 计算 得 到 的 。 








3) 栈 已 经 为 空 ， 所 以 将 位 置 4 压 入 stack， 此 时 从 栈 顶 到 栈 砌 为 
{4}. 


7. 遍历 到 height 的 5 位 置 ，height[5]=6， 情 况 和 步骤 3 类 似 ， 直 接 压 
入 位 置 5， 此 时 从 栈 顶 到 栈 底 为 {5，4}。 





8. 遍历 结束 后 ，stack 中 仍 有 位 置 没有 经 历 扩 的 过 程 ， 从 栈 顶 到 栈 
底 为 {5，4}。 此 时 因为 height 数 组 再 往 右 不 能 扩 出 去 ， 所 以 认为 
i==height.length==6 且 越界 之 后 的 值 极 小 ， 然 后 开始 弹出 留 在 栈 中 的 位 
置 : 


1) i==6，height[6] 极 小 ， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 5， 值 为 
height[5]=6， 故 height[6]<=height[5]， 所 以 位 置 6 被 弹出 G==6) ， 当 前 
栈 顶 变 为 4 Ck==4) 。 位 置 5 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 托 形 面积 为 (6-4- 
1)*6==6. 





2) i==6，height[6] 极 小 ， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 4， 值 为 
height[4]=3， 故 height[6]<=height[4]， 所 以 位 置 4 被 弹出 G==4) ， 栈 空 
了 ， 此 时 可 以 认为 k==-1。 位 置 4 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 矩形 面积 为 (6- 
(CD-D*3==18。 这 个 最 大 面积 也 是 位 置 0 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 和 托 形 面 
只 ， 在 位 置 0 被 弹出 的 时 候 ， 这 个 矩形 其 实 没 有 找到 ， 但 在 位 置 4 这 里 找 




















到 了 。 


3) KOZT I, ， 过 程 结 束 。 





9. 整个 过 程 结 束 ， 所 有 找到 的 最 大 算 形 面积 中 18 是 最 大 的 ， 所 以 
返回 18。 


研究 以 上 9 个 步骤 时 我 们 发 现 ， 任 何 一 个 位 置 都 仅仅 进出 栈 1 次 ， 所 
以 时 间 复 杂 度 为 O (M )。 既 然 每 做 一 次 切割 处 理 的 时 间 复 杂 度 为 DO (M 
)， 一 共 做 N 次 ， 则 总 的 时 间 复 杂 度 为 O (N xM )。 


全 部 过 程 参 看 如 下 代码 中 的 maxRecSize 方 法 。9 个 步骤 的 详细 过 程 
参看 代码 中 的 maxRecFromBottom 方 法 。 


public int maxRecSize(int[][] map) { 

if (map == null || map.length == © || map[0].le 
return 0; 

} 

int maxArea = 0; 

int[] height = new int[map[0].length]; 

for (int i = 0; i < map.length; i++) { 
for (int j = 0; j < map[0].length; j++) 

height[j] = map[i][j] == 0 ? 0 

) 
maxArea = Math.max(maxRecFromBottom(hei 

} 


return maxArea; 


public int maxRecFromBottom(int[] height) { 
if (height == null || height.length == 0) { 
return 0; 
) 
int maxArea = 0; 
Stack<Integer> stack = new Stack<Integer>(); 
for (int 1 = 0; i < height.length; i++) { 
while (! stack.isEmpty() && height[i] < 
int j = stack.pop(); 
int k = stack.isEmpty() ? -1 : 
int curArea = (i - k - 1) * hei 
maxArea = Math.max(maxArea, cur 
) 
stack.push(i); 
} 
while (! stack.isEmpty()) { 
int j = stack.pop(); 
int k = stack.isEmpty() ? -1 : stack.pe 
int curArea = (height.length - k - 1) * 
maxArea = Math.max(maxArea, curArea); 


} 


return maxArea; 


最 大 值 减 去 最 小 值 小 于 或 等 本 num 的 
子 数组 数量 


【题目 】 
给 定数 组 arr 和 整数 num， 共 返回 有 多 少 个子 数 组 满足 如 下 情况 : 
max(arr[i..j]) - min(arr[i..j]) <= num 
max(arr[i..j]) 表 示 子 数组 arr[i..j] 中 的 最 大 值 ，min(arr[i..j) 表 示 子 数组 
arr[i..j] 中 的 最 小 值 。 
【要 求 】 
如 果 数 组 长 度 为 N， 请 实现 时 间 复 杂 度 为 O(N ) 的 解法 。 





【难度 】 

KR dk 
【解答 】 

首先 介绍 普通 的 解法 ， 找 到 arr 的 所 有 子 数组 ， 一 共有 O (N?) 个 ， 然 
后 对 每 一 个 子 数组 做 遍历 找到 其 中 的 最 小 值 和 最 大 值 ， 这 个 过 程 时 间 复 
杂 度 为 O(N )， 然 后 看 看 这 个 子 数组 是 否 满足 条 件 。 统 计 所 有 满足 的 子 
数组 数量 即 可 。 普 通 解 法 容易 实现 ， 但 是 时 间 复 杂 度 为 O(N 3 )， 本 书 不 


再 详 述 。 最 优 解 可 以 做 到 时 间 复 共度 O(N )， 额 外 空间 复杂 上 度 O (N), Æ 
阅读 下 面 的 分 析 过 程 之 前 ， 请 读者 先 阅 读本 章 “ 生 成 窗口 最 大 值 数组 ” 问 











题 ， 本 题 所 使 用 到 的 双 端 队列 结构 与 解决 “生成 窗口 最 大 值 数 组 ?问题 中 
的 双 端 队列 结构 含义 基本 一 致 。 


生成 两 个 双 端 队列 qmax 和 qdmin。 当 了 于 数组 为 arr[i.j] 时 ，qmax 维 护 
了 窗口 子 数 组 arr[i.j] 的 最 大 值 更 新 的 结构 ，qmin 维 护 了 窗口 子 数组 
arr[i..j] 的 最 小 值 更 新 的 结构 。 当 子 数组 arr[i..j] 问 右 扩 一 个 位 置 变 成 
arr[i..j+1] 时 ，qmax 和 qmin 结 构 可 以 在 O (1) 的 时 间 内 更 新 ， 并 且 可 以 在 O 
(1) 的 时 间 内 得 到 arr[i..j+1] 的 最 大 值 和 最 小 值 。 当 子 数组 arr[i..j] 同 左 缩 一 
个 位 置 变 成 arr[i+1..j] 时 ，qmax 和 qmin 结 构 依 然 可 以 在 O (DÆ EA) Å E 
新 ， 并 且 在 O (1) 的 时 间 内 得 到 arr[i+1..j] 的 最 大 值 和 最 小 值 。 











通过 分 析 题 目 满足 的 条 件 ， 可 以 得 到 如 下 两 个 结论 : 


e ”如 果子 数组 arr[i..j] 满 足 条 件 ， 即 max(arr[i..j])-min(arr[i..j]) 
<=num， 那 么 arr[i..j] 中 的 每 一 个 子 数 组 ， 即 arr[k..1](i<=k<=]<=j) 
都 满足 条 件 。 我 们 以 子 数组 arr[i.j-1] 为 例 说 明 ，arr[i..j-1] 最 大 
值 只 可 能 小 于 或 等 于 arr[i..j] 的 最 大 值 ，arr[i..j-1] 最 小 值 只 可 能 
大 于 或 等 于 arr[i..j] 的 最 小 值 ， 所 以 arr[i..j-1] 必 然 满 足 条 件 。 同 
理 ，arr[i.j] 中 的 每 一 个 子 数 组 都 满足 条 件 。 


e 如 果子 数组 arr[i..j] 不 满足 条 件 ， 那 么 所 有 包含 arr[i..j] 的 子 数 
组 ， 即 arr[k..1](k<=i<=j<=]) 都 不 满足 条 件 。 证 明 过 程 同 第 一 个 
结论 。 


根据 双 端 队列 qmax 和 qmin 的 结构 性 质 ， 以 及 如 上 两 个 结论 ， 设 计 
整个 过 程 如 下 : 

1. 生成 两 个 双 端 队列 gmax 和 qmin， 含 义 如 上 文 所 说 。 生 成 两 个 整 
型 变量 i 和 jj， 表示 子 数组 的 范围 ， 即 arr[i..j]。 生 成 整 型 变量 res， 表 示 所 





有 满足 条 件 的 子 数组 数量 。 


2. Sjømat G++) ， 表 示 arr[i..j] 一 直 回 右 扩 大 ， 并 不 断 更 
新 qdmax 和 qmin 结 构 ， 保 证 dmax 和 qmin 始 终 维持 动态 窗口 最 大 值 和 最 小 
值 的 更 新 结构 。 一 旦 出 现 arr[i..j] 不 满足 条 件 的 情况 ，j 同 右 扩 的 过 程 停 
止 ， 此 时 arr[i..j-H、arr[i..j-2]、arr[i..j-3]、.…、arr[i. 训 一 定 都 是 满足 条 件 
的 。 也 就 是 说 ， 所 有 必须 以 arr[i 作 为 第 一 个 元 兹 的 子 数 组 ， 满 足 条 件 的 


数量 为 -i 个 。 于 是 令 res+=j-i。 


3. 当 进 行 完 步 又 2， 令 i 回 右 移动 一 个 位 置 ， 并 对 qmax 和 qmin 做 出 
相应 的 更 新 ，qmax 和 qmin 从 原来 的 arr[i..j] 窗 口 变 成 arr[i+1..j] 窗 口 的 最 大 
值 和 最 小 值 的 更 新 结构 。 然 后 重复 步骤 2， 也 就 是 求 所 有 必须 以 arr[i+1] 
作为 第 一 个 元 素 的 子 数组 中 ， 满 足 条 件 的 数量 有 多 少 个 。 


4. 根据 步 又 2 和 步骤 3， 依 次 求 出 以 arr[0]、ar[1]、...、arr[N-1] 作 为 
第 一 个 元 素 的 子 数组 中 满足 条 件 的 数量 分 别 有 多 少 个 ， 累 加 起 来 的 数量 
就 是 最 终 的 结 





上 述 过 程 中 ， 所 有 的 下 标 值 最 多 进 qmax 和 qmin 一 次 ， 出 qmax 和 
qdmin 一 次 。i 和 j 的 值 也 不 断 增加 ， 并 且 从 来 不 减 小 。 所 以 整个 过 程 的 时 
间 复 杂 度 为 O (N )。 


最 优 解 全 部 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 getNum 方 法 。 


public int getNum(int[] arr, int num) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 


} 


LinkedList<Integer> qmin = new LinkedList<Integ 


LinkedList<Integer> qmax = new LinkedList<Integ 
int i = 0; 
int j = 0; 
int res = 0; 
while (i < arr.length) { 
while (j < arr.length) { 
while (! qmin.isEmpty() && arr[ 
qmin.pollLast(); 
} 
qmin.addLast(j); 
while (! qmax.isEmpty() && arr[ 
qmax.pollLast(); 
) 
qmax.addLast(j); 
if (arr[qmax.getFirst()] - arr[ 
break; 


} 


j++; 


了 


if (qmin.peekFirst() == 1) { 
qmin.pollFirst(); 

} 

if (qmax.peekFirst() == i) { 
qmax.pollFirst(); 

J 

res += j - i; 


了 


} 


return res; 


第 2 重 
链表 问题 


打印 两 个 有 序 链 表 的 公共 部 分 


LAH] 


给 定 两 个 有 序 链表 的 头 指针 head1 和 head2， 打 印 两 个 链表 的 公共 部 


分 。 


【 难度 】 
Æ Kr: 
【解答 】 


本 题 难度 很 低 ， 因 为 是 有 序 链表 ， 所 以 从 两 个 链表 的 头 开始 进行 如 
下 判断 


e 如果 head1 的 值 小 于 head2， 则 head1 往 下 移动 。 
e 如果 head2 的 值 小 于 head1， 则 head2 往 下 移动 。 


e ”如果 head1 的 值 与 head2 的 值 相 等 ， 则 打印 这 个 值 ， 然 后 head1 与 


head2 都 往 下 移动 。 
e head1 或 head2 有 任何 一 个 移动 到 null， 整 个 过 程 停止 。 


具体 过 程 参 看 如 下 代码 中 的 printCommonPart 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public void printCommonPart(Node head1, Node head2) { 
System.out.print("Common Part: "); 
while (head1 ! = null && head2 ! = null) { 
if (headi.value < head2.value) { 
headi = head1.next; 
} else if (head1.value > head2.value) { 
head2 = head2.next; 
} else { 
System.out.print(head1.value + 
head1 = head1.next; 


head2 = head2.next; 


} 
System.out.println(); 


在 单 链表 和 双 链 ØK 个 


TE 4 


LAH] 


分 别 实现 两 个 函数 ， 一 个 可 以 删除 单 链表 中 倒数 第 K PIR. 9 
个 可 以 删除 双 链 表 中 倒数 第 K VIT A o 


如 果 链 表 长 度 为 N ， 时 间 复 杂 度 达到 O (N )， 额 外 空间 复杂 度 达 到 O 
(1). 


【 难度 】 
E kk kk 


【解答 】 





本 题 较为 简单 ， 实 现 方 式 也 是 多 种 多 样 的 ， 本 书 提供 一 种 方法 供 读 
者 参考 。 
先 来 看 看 单 链 表 如 何 调整 。 如 果 链 表 为 空 或 者 K 值 小 于 1， 这 种 情 


况 下 ， 参 数 是 无 效 的 ， 直 接 返 回 即 可 。 除 此 之 外 ， 让 链表 从 头 开 始 走 到 
Fe, BED 5, MK 的 值 减 1。 


链表 : 1->2->3， 玉 =4， 链 表 根 本 不 存在 倒数 第 4 个 节点 。 


走 到 的 节点: 1->2->3 


K 变化 为 : 321 





链表 : 1->2->23，K = 3， 链 表 倒 数 第 3 个 节点 是 1 节点 。 
走 到 的 节点 : 1->2->3 


K 变化 为 : 210 





BER: 1->2->3，K = 2， 链 表 倒 数 第 2 个 节点 是 2 节点 。 
走 到 的 节点 : 1 ->2 ->3 
K 变化 为 : 10-1 


由 以 上 三 种 情况 可 知 ， 让 链表 从 头 开始 走 到 尾 ， 每 移动 一 步 ， 就 让 
K 值 减 1， 当 链表 走 到 结尾 时 ， 如 果 K 值 大 于 0， 说 明 不 用 调整 链表 ， 
为 链表 根本 没有 倒数 第 K 个 节点 ， 此 时 将 原 链表 直接 返回 即 可 ;， 如 果 K 
值 等 于 0， 说 明 链 表 倒 数 第 K 个 节点 束 是 关节 点 ， 此 时 直接 返回 
head.next， 也 就 是 原 链表 的 第 二 个 节点 ， 让 第 二 个 节点 作为 链表 的 头 返 
回 即 可 ， 相 当 于 删除 头 节 点 ; 接 下 来 ， 说明 一 下 如 果 K 值 小 于 0， 该 如 
何 处 理 。 











先 明 确 一 点 ， 如 条 要 删除 链表 的 头 节 点 之 后 的 菜 个 节点 ， 实 际 上 需 
要 找到 要 删除 节点 的 前 一 个 节点 ， 比 如 : 1->2->3， 如 果 想 删除 节点 2， 
则 需要 找到 节点 1， 然 后 把 市 点 1 连 到 市 皮 3 上 “(1->3〉) ， 以 此 来 达到 删 
BR RAZA HAY. 


WRK WFO, Af Ek ABE AE DAME? 方法 如 


1. 重新 从 头 节 点 开始 走 ， 每 移动 一 步 ， 就 让 K 的 值 加 1。 


2. SK 等 于 0 时 ， 移 动 停止 ， 移 动 到 的 节点 就 是 要 删除 节点 的 前 一 
TVER: 

这 样 做 是 非常 好 理解 的 ， 因 为 如 果 链 表 长 度 为 N ， 要 删除 倒数 第 天 
个 节点 ， 很 明显 ， 倒 数 第 天 个 节点 的 前 一 个 节点 就 是 第 N -K TIR. TE 
第 一 次 遍历 后 ，K 的 值 变 为 K -N 。 第 二 次 遍历 时 ， 天 的 值 不 断 加 1， 加 
POE LIED, B-REN SAS PAVEN -K 个 节点 的 位 置 。 





具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 removeLastKthNode 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node removeLastKthNode(Node head, int lastkth) { 
if (head == null || lastkth < 1) { 
return head; 
} 
Node cur = head; 


while (cur ! = null) { 


lastKth--; 
cur = cur.next; 
) 
if (lastkth == 0) { 
head = head.next; 
} 
if (lastkth < 0) { 
cur = head; 
while (++lastkth ! = 0) I 
cur = cur.next; 
} 


cur.next = cur.next.next; 


} 


return head; 


对 于 双 链 表 的 调整 ， 几 乎 与 单 链 表 的 处 理 方式 一 样 ， 注 意 last 指 针 
的 重 连 即 可 。 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 removeLastKthNode 方 法 。 


public class DoubleNode { 
public int value; 
public DoubleNode last; 
public DoubleNode next; 
public DoubleNode(int data) { 


this.value = data; 


public DoubleNode removeLastKthNode(DoubleNode head, in 
if (head == null || lastKth < 1) { 


return head; 


} 

DoubleNode cur = head; 

while (cur ! = null) { 
lastKth--; 


cur = cur.next; 
) 
if (lastkth == 0) { 
head = head.next; 
head.last = null; 
} 
if (lastkth < 0) { 
cur = head; 
while (++lastkth ! = 0) I 
cur = cur.next; 
) 
DoubleNode newNext = cur.next.next; 
cur.next = newNext; 
if (newNext ! = null) { 


newNext.last = cur; 


} 


return head; 


HY BR EX HI P JET A ab ÅR AG AR 


LAH] 


数 。 


给 定 链表 的 头 节 点 head， 实 现 删除 链表 的 中 间 节 点 的 函数 。 
例如 : 

不 删除 任何 节点 ; 

1->2， 删 除 节点 1; 

1->2->3， 删 除 节 点 2; 

1->2->3->4， 删 除 节 点 2; 


1->2->3->4->5， 删 除 节点 3; 


进 阶 : 
给 定 链表 的 头 节点 head、 整 数 a 和 b， 实 现 删除 位 于 ab 处 节点 的 函 
例如 : 


链表 : 1->2->3->4->5， 假 设 a/b 的 值 为 r。 
如 果 r 等 于 0， 不 删除 任何 节点 ; 


如 末 r 在 区 间 (0，1/5] 上 ， 删 除 节 点 1; 


如 宋 r 在 区 间 (15，2/5] 上 ， 删 除 节 点 2 
如 宋 r 在 区 间 (205，3/5] 上 ， 删 除 节 点 3; 
如 果 r 在 区 间 (305，4/5] 上 ， 删 除 节点 4; 
如 果 r 在 区 间 (45，1 上， 删除 节点 5 
如 果 r 大 于 1， 不 删除 任何 节点 。 
【难度 】 
I Kr 
【解答 】 


先 来 分 析 原 问题 ， 如 果 链 表 为 空 或 者 长 度 为 1， 不 需要 调整 ， 则 直 
接 返 回 ， 如 果 链 表 的 长 度 为 2， 将 头 节 点 删除 即 可 ; 当 链 表 长 度 到 达 3， 
应 该 删除 第 2 个 节点 ; 当 链 表 长 度 为 4， 应 该 删除 第 2 个 节点 ; 当 链 表 长 
度 为 5， 应 该 删除 第 3 个 节点 .……: 也 就 是 链表 长 度 每 增加 2(3，5，7...)， 
要 删除 的 节点 就 后 移 一 个 节点 。 删 除 节 点 的 问题 在 之 前 的 题目 中 我 们 已 
经 讨论 过 ， 如 果 要 删除 一 个 节点 ， 则 需要 找到 待 删 除 节 点 的 前 一 个 节 
Es 





具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 removeMidNode 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 


public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node removeMidNode(Node head) { 

if (head == null || head.next == null) { 
return head; 

} 

if (head.next.next == null) { 
return head.next; 

} 

Node pre = head; 

Node cur = head.next.next; 

while (cur.next ! = null && cur.next.next ! =n 
pre = pre.next; 
cur = cur.next.next; 

) 

pre.next = pre.next.next; 


return head; 


接 下 来 讨论 进 阶 问题 ， 首 先 需 要 解决 的 问题 是 ， 如 何 根据 链表 的 长 
Bn  ， 以 及 a 与 b 的 值 决定 该 删除 的 市 点 是 哪 一 个 节点 呢 ? 根据 如 下 方 
IK: 








tit double r = ((double) (a + n)) / ((double) b) 的 值 ， 然 后 r 向 上 取 整 
之 后 的 整数 值 代 表 该 删除 的 节点 是 第 几 个 节点 。 


下 面 举 几 个 例子 来 验证 一 下 : 

如 果 链 表 长 度 为 7，a=5，b=7。 

r= (7*5)/7 = 5.0， 回 上 取 整 后 为 5， 所 以 应 该 删除 第 5 个 节点 。 

如 果 链 表 长 度 为 7，a=5，b=6。 

r = (7*5)/6 = 5.8333...， 回 上 取 整 后 为 6， 所 以 应 该 删除 第 6 个 节点 。 
如 果 链 表 长 度 为 7，a=1，b=6。 

r = (7*1)/6 = 1.1666...， 问 上 取 整 后 为 2， 所 以 应 该 删除 第 2 个 节点 。 


知道 该 删除 第 几 个 节点 之 后 ， 接 下 来 找到 需要 删除 节点 的 前 一 个 节 
点 即 可 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 removeByRatio 方 法 。 


public Node removeByRatio(Node head, int a, int b) { 
if (a<1||a>b)( 
return head; 
) 
intn= 0; 
Node cur = head; 
while (cur ! = null) { 
n++; 
cur = cur.next; 
} 
n = (int) Math.ceil(((double) (a * n)) / (doubl 
if (n == 1) I 


head = head.next; 


) 
if (n> 1) I 
cur = head; 
while (--n ! = 1) I 
cur = cur.next; 


) 


cur.next = cur.next.next; 


} 


return head; 


EE FÅ [a] ADN HI BER 


LAH] 





Dy Fal) SEM JSC FE TA BERE NE) RER HI RZ 


如 果 链 表 长 度 为 N ， 时 间 复 杂 度 要 求 为 O (N )， 人 额外 空间 复杂 度 要 
求 为 O (1)。 


DEE] 
E Xun 

【解答 】 
本 题 比较 简单 ， 读 者 做 到 代码 一 次 成 型 ， 运 行 不 出 错 即 可 。 
反 转 单 向 链表 的 函数 如 下 ， 函 数 返回 反 转 之 后 链表 新 的 头 节点 : 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node reverseList(Node head) { 
Node pre = null; 
Node next = null; 
while (head ! = null) { 
next = head.next; 
head.next = pre; 
pre = head; 
head = next; 


} 


return pre; 





DEN GERE PA BONN ROR BUS LIE BERT AT R: 


public DoubleNode { 
public int value; 
public DoubleNode last; 
public DoubleNode next; 
public DoubleNode(int data) { 


this.value = data; 


public DoubleNode reverseList(DoubleNode head) { 
DoubleNode pre = null; 


DoubleNode next = null; 


while (head ! = null) I 
next = head.next; 
head.next = pre; 
head.last = next; 
pre = head; 
head = next; 


} 


return pre; 


De Fe PT E H BER 
【题目 】 


给 定 一 个 单 向 链表 的 头 节点 head， 以 及 两 个 整数 from 和 to， 在 单 向 
链表 上 把 第 from 个 节点 到 第 to 个 节点 这 一 部 分 进行 反 转 。 


例如 : 

1->2->3->4->5->null, from=2, to=4 

调整 结果 为 : 1->4->3->2->5->null 

再 如 : 

1->2->3->null, from=1, to=3 

调整 结果 为 : 3->2->1->null 
【要 求 】 


1. 如 果 链 表 长 度 为 N ， 时 间 复 杂 度 要 求 为 O (N ), BUSPAR THI ARE 
HER NO (1). 


2. 如 果 不 满足 1<=from<=to<=N， 则 不 用 调整 。 
【 难度 】 


E kxk 


本 题 有 可 能 存在 换 头 的 问题 ， 比 如 题目 的 第 二 个 例子 ， 所 以 函数 应 
该 返回 调整 后 的 新 头 节 氮 ， 整 个 处 理 过程 如 下 : 


1. 先 判断 是 否 满足 1<=from<=to<=N， 如 有 果 不 满 足 ， 则 直接 返回 原 
KIT A o 


2. 找到 第 from-1 个 节点 人 Pre 和 第 to+1 个 节点 tPos。fPre 即 是 要 反 转 部 
分 的 前 一 个 节点 ，tPos 是 反 转 部 分 的 后 一 个 节点 。 把 反 转 的 部 分 先 反 
转 ， 然 后 正确 地 连接 fPre 和 和 tPos。 


例如 : 1->2->3->4->null， 假 设 fPre 为 节点 1，tPos 为 节点 4， 要 反 转 
部 分 为 2->3。 先 反 转 成 3->2， 然 后 fPre 连 向 节点 3， 节 点 2 连 向 tPos， 就 变 
成 了 1->3->2->4->null。 








3. 如 果 fPre 为 null， 说 明 反 转 部 分 是 包含 头 节 点 的 ， 则 返回 新 的 头 
节点 ， 也 就 是 没 反 转 之 前 反 转 部 分 的 最 后 一 个 节点 ， 也 是 反 转 之 后 反 转 
部 分 的 第 一 个 节点 ; 如 果 fPre 不 为 null， 则 返回 旧 的 头 节 点 。 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 reversePart 方 法 。 


public Node reversePart(Node head, int from, int to) { 
int len = 0; 
Node node1 = head; 
Node fPre = null; 
Node tPos = null; 
while (node1 ! = null) I 


len++; 


fPre len == from - 1 ? node1 : fPre; 


tPos 


len == to + 1 ? node : tPos; 


node = node1.next; 


i; 

if (from > to || from < 1 || to > len) { 
return head; 

} 

node1 = fPre == null ? head : fPre.next; 


Node node2 = node1.next; 

node1.next = tPos; 

Node next = null; 

while (node2 ! = tPos) { 
next = node2.next; 
node2.next = node; 


node1 = node2; 


node2 = next; 

) 

if (fPre ! = null) { 
fPre.next = node1; 
return head; 

} 


return node1; 


环形 单 链表 的 约瑟夫 问题 


LAH] 


据说 著名 犹太 历史 学 家 Josephus 有 过 以 下 故事 : ES NAMI 
则 特 后 ，39 个 犹太 人 与 Josephus 及 他 的 朋友 胃 到 一 个 洞 中 ，39 个 犹太 人 
决定 宁愿 死 也 不 要 被 政和 人 抓 到 ， 于 是 决定 了 一 个 自杀 方式 ，41 个 人 排 成 
一 个 圆圈 ， 由 第 1 个 人 开始 报 数 ， 报 数 到 3 的 人 就 自杀 ， 然 后 再 由 下 一 个 
人 重新 报 1， 报 数 到 3 的 人 再 自杀 ， 这 样 依次 下 去 ， 和 直到 剩 下 最 后 一 个 人 
时 ， 那 个 人 可 以 自由 选择 自己 的 命运 。 这 就 是 著名 的 约瑟夫 问题 。 现 在 
请 用 单 向 环形 链表 描述 该 结构 并 呈现 整个 自杀 过 程 。 


输入 : 一 个 环形 单 同 链表 的 头 节点 head 和 报 数 的 值 m 。 








返回 : 最 后 生存 下 来 的 节点 ， 且 这 个 节点 自己 组 成 环形 单 向 链表 ， 
其 他 市 点 都 删 掉 。 


EMT: 


如 果 链 表 节 点 数 为 N ， 想 在 时 间 复 杂 度 为 O (N ) 时 完成 原 问 题 的 要 
求 ， 该 怎么 实现 ? 


【 难度 】 
原 问 题 : E XxX 


进 阶 : BE kkk 


先 来 看 看 普通 解法 是 如 何 实现 的 ， 其 实 非 常 简单 ， 方 法 如 下 : 


1. 如 果 链 表 为 空 或 者 链表 市 点数 为 1， 或 者 m 的 值 小 于 1， 则 不 用 
调整 就 直接 返回 。 


2. 在 环形 链表 中 遇 历 每 个 节点 ， 不 断 转 圈 ， 不 断 让 每 个 节点 报 
数 。 


3. 当 报 数 到 达 m WY, BON STR LAT A o 


4. 删除 节点 后 ， 别 筷 了 还 要 把 剩 下 的 节点 继续 连 成 环 状 ， 继 续 转 
圈 报 数 ， 继 续 删 除 。 





5. 不 停 地 删除 ， 直 到 环形 链表 中 只 剩 一 个 节点 ， 过 程 结束 。 





普通 的 解法 就 像 题 目 描述 的 过 程 一 样 ， 具 体 实现 请 参看 如 下 代码 中 
的 josephusKill1 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node josephusKill1(Node head, int m) { 


if (head == null || head.next == head || m < 1) 


return head; 
) 
Node last = head; 
while (last.next ! = head) { 


last = last.next; 


) 
int count = 0; 
while (head ! = last) I 
if (++count == m) { 


last.next = head.next; 
count = 0; 
} else { 
last = last.next; 
} 
head = last.next; 
i; 


return head; 


) 
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k BOR AT BON -1， 所 以 普通 解法 的 时 间 复 杂 度 为 O (n xm 
)， 这 明显 是 不 符合 进 阶 要 求 的 。 





下 面 介绍 进 阶 的 解法 。 原 问题 之 所 以 花费 的 时 间 多 ， 是 因为 我 们 一 
开始 不 知道 到 底 哪 一 个 节 扣 最 后 会 活 下 来 。 所 以 依 徘 不 断 地 删除 来 淘汰 
节点 ， 当 只 剩 下 一 个 节点 的 时 候 ， 才 知道 是 这 个 节点 。 如 果 不 通过 一 直 











删除 方式 ， 有 没有 办 法 直接 确定 最 后 活 下 来 的 节点 是 哪 一 个 呢 ? DONE 
进 阶 解 法 的 实质 。 


举 个 例子 ， 环 形 链表 为 : 1->2->3->4->5->1， 这 个 链表 节点 数 为 n 
=5, m=3. 











通过 不 断 删除 的 方式 ， 最 后 节点 4 会 活 下 来 。 但 我 们 可 以 不 用 一 直 
删除 的 方式 ， 而 是 用 进 阶 的 方法 ， 根 据 n Sm 的 值 ， 直 接 算出 是 第 4 个 
节点 最 终 会 活 下 来 ， 接 下 来 找到 节点 4 即 可 。 











那 到 底 怎么 直接 算出 来 呢 ? 首先 ， 如 果 环 形 链表 节点 数 为 n , FRA] 
做 如 下 定义 : 从 这 个 环形 链表 的 头 节 点 开始 编号 ， 头 节点 编号 为 1， 头 
节点 的 下 一 个 节点 编号 为 2，.……. ， 最 后 一 个 节点 编号 为 n 。 然 后 考虑 
如 下 问题 : 





最 后 只 剩 下 一 个 节点 ， 这 个 季 存 节点 在 只 由 上 自己 组 成 的 环 中 编号 为 
1, wWANum(1) = 1; 


在 由 两 个 节点 组 成 的 环 中 ， 这 个 羊 存 节点 的 编号 是 多 少 呢 ? 假设 编 
号 是 Num(2); 


Ehi -1 个 节点 组 成 的 环 中 ， 这 个 幸存 节点 的 编号 是 多 少 呢 ? 假设 
编写 是 Num(i-1); 


在 由 i 个 节点 组 成 的 环 中 ， 这 个 笠 存 节点 的 编号 是 多 少 呢 ? 假设 编 
号 是 Num(i); 





在 由 n 个 节点 组 成 的 环 中 ， 这 个 幸存 节点 的 编号 是 多 少 呢 ? 假设 纺 


写 是 Num(n)。 


我 们 已 经 知道 Nom(1) = 1， 如 果 再 确定 Num(i-D) 和 Num 人 GD 到底 是 什 
么 关系 ， 束 可 以 通过 递归 过 程 求 出 Num(n)。Num(i-1) 和 Num(i) 的 天 系 分 
析 如 下 : 


1. 假设 现在 疾 中 一 共有 i 个 布 皮 ， 从 头 节 点 开始 报 数 ， 报 1 的 是 编 
号 1 的 节点 ， 报 2 的 是 编号 2 的 节点 ， 假 设 报 A 的 是 编号 B 的 节点 ， 则 A 和 
B 的 对 应 关系 如 下 。 


A B 
1 1 
2 2 
1 1 


+2 2 


21 i 
21 

+1 1 
21 

+2 2 





举 个 例子 ， 环 形 链表 有 3 个 节点 ， 报 1 的 是 编号 1， 报 2 的 是 编号 2， 
报 3 的 是 编号 3， 报 4 的 是 编号 1， 报 5 的 是 编号 2， 报 6 的 是 编号 3， 报 7 的 
是 编号 1， 报 8 的 是 编号 2， 报 9 的 是 编写 3， 报 10 的 是 编号 1...... 





如 上 A 和 B 的 关系 用 数学 表达 式 来 表示 可 以 写成 : B=(A-1)%i+1。 这 
个 表达 式 不 一 定 是 唯一 的 ， 读 者 只 要 能 写 出 准确 概括 A 和 B 关 系 的 式 子 


就 可 以 。 总 之 ， 要 找到 报 数 CA) 和 编号 节点 (BI 之 间 的 关系 。 


2. WARIS ASHI AR, ATT RE AMG 变 成 了 i -1。 那 
么 原来 在 大 小 为 i 的 环 中 ， 每 个 节点 的 编号 会 发 生 什么 变化 呢 ? 变化 如 
F: 








环 大 小 为 i 的 每 个 节点 编写 删 掉 编 号 s 的 节点 后 ， 环 大 小 为 -1 的 每 个 节点 儿 

















s-2 1 
-2 
s-1 i 
-1 
s 一 (无 编写 是 因为 被 删 掉 了 ) 
s+1 1 
s+2 2 


新 的 环 只 有 i -INTR AWE -ATRACH GASK A 
ÆRA» MGNs+l. s+2, SH MTT SIN NE SA, 2, 3H) 
Ts GST EIT NT BER Gs-TT KR» HK JB 
环 中 的 最 后 一 个 市 点 ， 也 就 是 编号 为 i -1 的 节点 。 

















假设 环 大 小 为 i 的 节点 编号 记 为 old， 环 大 小 为 i -1 的 每 个 节点 编写 记 
为 new， 则 old 与 ew 关系 的 数学 表达 式 为 : old=(new+s-1)%i+1。 表 达 式 
同样 不 止 一 种 ， 写 出 一 种 满足 的 即 可 。 


3. 因为 每 次 都 是 报 数 到 m ”的 节点 被 杀 ， 所 以 根据 步骤 1 的 表达 式 
B=(A-1)%i+1，A=m。 被 杀 的 节点 编号 为 (m-1)%i+1， 即 s=(m-1)%i+1， 
带 入 到 步骤 2 的 表达 式 old=(new+s-1D)%i+1 中 ， 经 过 化 简 为 old=(new+m- 
1)%i+1。 至 此 ， 我 们 终于 得 到 了 Num(i-1)—new 和 Num(i) 一 old 的 关系 ， 

且 这 个 关系 只 和 m Gi 的 值 有 关 。 


整个 进 阶 解法 的 过 程 总 结 为 : 





1. 明 历 链表 ， 求 链表 的 贡 氮 个 数 记 为 n ， 时 间 复 杂 度 为 O (N )。 


2. 根据 n Alm 的 值 ， 还 有 上 文 分 析 的 NumG-D 和 Num(D 的 关系 ， 递 
归 求 生存 节点 的 编写 ; 这 一 步 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getLive 方 
法 ，getLive 方 法 为 单 决 策 的 递归 水 数 ， 且 递归 为 N 层 ， 所 以 时 间 复 杂 度 
HO (NW). 








3. 最 后 根据 生存 节点 的 编号 ， 遍 历 链 表 找到 该 节点 ， 时 间 复 杂 度 
HO (N). 


4. 整个 过 程 结束 ， 总 的 时 间 复 杂 上 度 为 O(N )。 
进 阶 和 解法 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 josephusKill2 方 法 。 


public Node josephuskill2(Node head, int m) { 
if (head == null || head.next == head || m < 1) 


return head; 


Node cur = head.next; 
int tmp = 1; // tmp -> list size 
while (cur ! = head) { 
tmp++; 
cur = cur.next; 
} 
tmp = getLive(tmp, m); // tmp -> service node p 
while (--tmp ! = 0) I 
head = head.next; 
) 
head.next = head; 


return head; 


public int getLive(int i, int m) { 
if (i == 1) { 
return 1; 


} 


return (getLive(i - 1, m) + m - 1) % i + 1; 


FU Wt — “SBE ee BA [Bl SCAG 


[LAH] 
给 定 一 个 链表 的 头 节 点 head， 请 判断 该 链表 是 否 为 回 文 结构 。 
例如 : 
1->2->1， 返 回 true。 
1->2->2->1， 返 回 true。 
15->6->15， 返 回 true。 
1->2->3， 返 回 false。 
BEDT: 


如 果 链 表 长 度 为 N ， 时 间 复 杂 度 达到 O (N )， 额 外 空间 复杂 度 达 到 O 
(1). 


[EE] 
普通 解法 I Kun 
进 阶 解法 Et kn 
【解答 】 








方法 一 是 最 容易 实现 的 方法 ， 利 用 栈 结构 即 可 。 从 左 到 右 吉 历 链 
表 ， 人 可 历 的 过 程 中 把 每 个 节点 依次 压 入 栈 中 。 因 为 栈 是 先进 后 出 的 ， 所 
以 在 过 历 完成 后 ， 从 栈 顶 到 栈 撒 的 节点 值 出 现 顺 序 会 与 原 链表 从 左 到 右 
的 值 出 现 顺 序 反 过 来 。 那 么 ， 如 果 一 个 链表 是 回 文 结 构 ， 逆 序 之 后 ， 值 
出 现 的 次 序 还 是 一 样 的 ， 如 果 不 是 回 文 结构 ， 顺 序 束 肯定 对 不 上 。 











例如 : 


链表 1->2->3->4， 从 大 到 右 依 次 压 栈 之 后 ， 从 栈 顶 到 栈 底 的 节点 值 
顺序 为 4，3，2，1。 两 者 顺序 对 不 上 ， 所 以 这 个 链表 不 是 回 文 结构 。 





链表 1->2->2->1， 从 磊 到 右 依次 压 栈 之 后 ， 从 栈 顶 到 栈 底 的 节点 值 
顺序 为 1，2，2，1。 两 者 顺序 一 样 ， 所 以 这 个 链表 是 回 文 结构 。 





方法 一 需要 一 个 额外 的 栈 结构 ， 并 且 需 要 把 所 有 的 节点 都 压 入 栈 
中 ， 所 以 这 个 额外 的 栈 结构 需要 O (N ) 的 空间 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代 
码 中 的 isPalindrome1 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public boolean isPalindromei(Node head) { 


Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 


Node cur = head; 
while (cur ! = null) { 
stack.push(cur); 


cur = cur.next; 


} 
while (head ! = null) { 
if (head.value ! = stack.pop().value) { 
return false; 
) 
head = head.next; 
} 
return true; 
) 


方法 二 对 方法 一 进行 了 优化 ， 虽 然 也 是 利用 栈 结构 ， 但 其 实 并 不 需 
要 将 所 有 的 节点 都 压 入 栈 中 ， 只 用 压 入 一 半 的 节点 即 可 。 首 先 假 设 链表 
的 长 度 为 N > WRN 是 偶数 ， 前 N /2 的 节点 叫 作 左 半 区 ， 后 N /2 的 节点 
叫 作 右 半 区 。 如 果 N 是 奇数 ， 忽 略 处 于 最 中 间 的 节点 ， 还 是 前 N /2 的 节 
点 叫 作 左 半 区 ， 后 N/]2 的 节点 叫 作 右 半 区 。 





例如 : 
链表 1->2->2->1， 左 半 区 为 : 1，2; 右 半 区 为 : 2，1。 
链表 1->2->3->2->1， 左 半 区 为 : 1，2; 右 半 区 为 : 2，1。 


方法 二 吏 是 把 整个 链表 的 右 半 部 分 压 入 栈 中 ， 压 入 完成 后 ， 再 检查 


栈 顶 到 栈 底 值 出 现 的 顺序 是 否 和 链表 左 半 部 分 的 值 相对 应 。 
例如 : 


链表 1->2->2->1， 链 表 的 右 半 部 分 压 入 栈 中 后 ， 从 栈 顶 到 栈 底 为 1， 
2。 链 表 的 左 半 部 分 也 是 1，2。 所 以 这 个 链表 是 回 文 结构 。 





链表 1->2->3->2->1， 链 表 的 右 半 部 分 压 入 栈 中 后 ， 从 栈 顶 到 栈 底 为 
1，2。 链 表 的 左 半 部 分 也 是 1，2。 所 以 这 个 链表 是 回 文 结构 。 





链表 1->2->3->3->1， 链 表 的 右 半 部 分 压 入 栈 中 后 ， 从 栈 顶 到 栈 底 为 
1，3。 链 表 的 左 半 部 分 也 是 1，2。 所 以 这 个 链表 不 是 回 文 结构 。 





方法 二 可 以 直观 地 理解 为 将 链表 的 右 半 部 分 “ 折 过 去 ”， 然 后 让 它 和 
左 半 部 分 比较 ， 如 图 2-1 所 示 。 
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方法 二 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isPalindrome2 方 法 。 


public boolean isPalindrome2(Node head) { 
if (head == null || head.next == null) { 
return true; 
} 


Node right = head.next; 


Node cur = head; 
while (cur.next ! = null && cur.next.next ! =n 
right = right.next; 
cur = cur.next.next; 
} 
Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 
while (right ! = null) { 
stack.push(right); 
right = right.next; 
) 
while (! stack.isEmpty()) I 
if (head.value ! = stack.pop().value) { 
return false; 
} 
head = head.next; 


} 


return true; 


TNA: 


方法 三 不 需要 栈 和 其 他 数据 结构 ， 只 用 有 限 几 个 变量 ， 其 额外 空间 
复杂 度 为 O (1)， 束 可 以 在 时 间 复 杂 度 为 O CN ) 内 完成 所 有 的 过 程 ， 也 就 
是 满足 进 阶 的 要 求 。 具 体 过 程 如 下 : 


1. 痛 先 改变 链表 右 半 区 的 结构 ， 使 整个 右 半 区 反 转 ， 最 后 指向 中 
间 节 点 。 


例如 : 


链表 1->2->3->2->1， 通 过 这 一 步 将 其 调整 之 后 的 结构 如 图 2-2 所 


null 
3 ym | s 间 点 
i Å 
1 1 
left start right start 
图 2-2 


链表 1->2->3->3->2->1， 将 其 调整 之 后 的 结构 如 图 2-3 所 示 。 


null 


3 €— 3 


rå 
1 l 
left start right start 


图 2-3 


我 们 将 左 半 区 的 第 一 个 节点 《也 就 是 原 链表 的 头 节点 ) 记 为 
leftStart， 右 半 区 反 转 之 后 最 右边 的 节点 (也 束 是 原 链表 的 最 后 一 个 市 
点 ) 记 为 rightStart。 








2.leftStart 和 rightStart 同 时 间 中 间 点 移动 ， 移 动 每 一 步 都 比较 leftStart 
和 rightStart 节 点 的 值 ， 看 是 个 一 样 。 如 果 都 一 样 ， 说 明 链 表 为 回 文 结 





构 ， 人 否则 不 是 回 文 结构 。 





3. 不 管 最 后 返回 的 是 true 还 是 false， 在 返回 前 都 应 该 把 链表 恢复 成 
原来 的 样子 。 








4. 链表 恢复 成 原来 的 结构 之 后 ， 返 回 检查 结 末 。 


粗 看 起 来 ， 虽 然 方法 三 的 整个 过 程 也 没有 多 少 难度 ， 但 要 想 用 有 限 
几 个 变量 完成 以 上 所 有 的 操作 ， 在 实现 上 还 是 比较 考查 代码 实现 能 力 
的 。 方 法 三 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isPalindrome3 方 法 ， 访 方法 
只 申请 了 三 个 Node 类 型 的 变量 。 





public boolean isPalindrome3(Node head) { 
if (head == null || head.next == null) { 
return true; 
} 
Node n1 = head; 
Node n2 = head; 
while (n2.next ! = null && n2.next.next ! = nul 


ni = ni.next; // n1 -> 中 部 





n2 = n2.next.next; // n2 -> 结尾 
i; 
n2 = ni.next; // n2 -> 右 部 分 第 一 个 节点 
ni.next = null; // mid.next -> null 
Node n3 = null; 
while (n2 ! = null) { // 右 半 区 反 转 
n3 = n2.next; // n3 -> 保存 下 一 个 节点 
n2.next = ni; // 下 一 个 反 转 节点 


ni = n2; // ni 移动 
n2 = n3; // n2 移动 
} 
n3 = n1; // nå -> 保存 最 后 一 个 节点 
n2 = head; // n2 -> 左边 第 一 个 节点 
boolean res = true; 
while (n1 ! = null && n2 ! = null) I // 检查 回 文 
if (n1.value ! = n2.value) { 
res = false; 


break; 


ni = ni.next; // 从 左 到 中 部 
n2 = n2.next; // 从 右 到 中 部 





} 


n1 = n3.next; 
n3.next = null; 
while (n1 ! = null) { // 恢复 列表 
n2 = ni.next; 
ni.next = n3; 
n3 = n1; 
ni = n2; 
i; 


return res; 


K BERGEI KN HA 
间 相 等 、 右 边 大 的 形式 


LAH] 


给 定 一 个 单 向 链表 的 头 节 点 head， 节 点 的 值 类 型 是 整 型 ， 再 给 定 一 
个 整数 pivot。 实 现 一 个 调整 链表 的 函数 ， 将 链表 调整 为 左 部 分 都 是 值 小 
于 pivot 的 节点 ， 中 间 部 分 都 是 值 等 于 pivot 的 节点 ， 右 部 分 都 是 值 大 于 
pivot 的 节点 。 除 这 个 要 求 外 ， 对 调整 后 的 节点 顺序 没有 更 多 的 要 求 。 











例如 : 链表 9->0->4->5->1，pivot=3。 


调整 后 链表 可 以 是 1->0->4->9->5， 也 可 以 是 0->1->9->5->4。 总 之 ， 
满足 左 部 分 都 是 小 于 3 的 节点 ， 中 间 部 分 都 是 等 于 3 的 节点 《本 例 中 这 个 
部 分 为 空 ) ， 右 部 分 都 是 大 于 3 的 节点 即 可 。 对 某 部 分 内 部 的 节点 顺序 
不 做 要 求 。 

















进 阶 : 


在 原 问 题 的 要 求 之 上 再 增加 如 下 两 个 要 求 。 








e 在 左 、 中 、 右 三 个 部 分 的 内 部 也 做 顺序 要 求 ， 要 求 每 部 分 里 的 
市 点 从 左 到 右 的 顺序 与 原 链表 中 节点 的 先后 次 序 一 致 。 





例如 : 链表 9->0->4->5->1，pivot=3。 调 整 后 的 链表 是 0->1->9->4- 
>5。 在 满足 原 问 题 要 求 的 同时 ， 左 部 分 节点 从 左 到 右 为 0、1。 在 原 链 表 
中 也 是 先 出 现 0， 后 出 现 1;， 中 间 部 分 在 本 例 中 为 空 ， 不 再 讨论 ; 右 部 分 











节点 从 左 到 右 为 9、4、5。 在 原 链 表 中 也 是 先 出 现 9， 然 后 出 现 4， 最 后 
出 现 5。 


o 如果 链表 长 度 为 N ， 时 间 复 杂 度 请 达到 O (N )， 额 外 空间 复杂 上 度 
请 达到 O (1). 
【难度 】 
hh kk 
【解答 】 


普通 解法 的 时 间 复 杂 度 为 O (W)， 人 额外 空间 复杂 度 为 O (W )， 就 是 把 
链表 中 的 所 有 节点 放 入 一 个 额外 的 数组 中 ， 然 后 统一 调整 位 置 的 办 法 。 
有 具体 过 程 如 下 : 


1. 先 过 有 历 一 所 链表 ， 为 了 得 到 链表 的 长 度 ， 假 设 长 度 为 N 。 


2. 生成 长 度 为 N 的 Node 类 型 的 数组 nodeArr， 然 后 遍历 一 次 链表 ， 
将 节点 依次 放 进 nodeArr 中 。 本 书 在 这 里 不 用 LinkedList 或 ArrayList 等 
Java 提 供 的 结构 ， 因 为 一 个 纯粹 的 数组 结构 比较 利于 步骤 3 的 调整 。 


3. 在 nodeArr 中 把 小 于 pivot 的 节点 放 在 左边 ， 把 相等 的 放 中 间 ， 把 
大 于 的 放 在 右边 。 也 就 是 改进 了 快速 排序 中 partition 的 调整 过 程 ， 即 如 
下 代码 中 的 arrPartition 方 法 。 实 现 的 具体 解释 请 参看 本 书 “ 数 组 类 似 
partition 的 调整 ”问题 ， 这 里 不 再 详 述 





4. 经 过 步骤 3 的 调整 后 ，nodeArr 是 满足 题目 要 求 的 节点 顺序 ， 
要 把 nodeArr 中 的 节点 依次 重 连 起 来 即 可 ， 整 个 过 程 结 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 listPartition1 方 法 。 


public class Node { 


public int value; 


public Node next; 


public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node listPartitioni(Node head, int pivot) { 
if (head == null) { 
return head; 
) 
Node cur = head; 
int i = 0; 
while (cur ! = null) { 
i++; 


cur = cur.next; 


) 


Node[] nodeArr = new Node[i]; 


i= 0; 


for (i = 0; i ! = nodeArr.length; i++) { 


nodeArr[i] = cur; 
cur = cur.next; 
} 
arrPartition(nodeArr, pivot); 
for (i = 1; i ! = nodeArr.length; i++) { 
nodeArr[i - 1].next = nodeArr[i]; 
} 
nodeArr[i - 1].next = null; 


return nodeArr[0]; 


public void arrPartition(Node[] nodeArr, int pivot) { 
int small = -1; 
int big = nodeArr.length; 
int index = 0; 
while (index ! = big) { 
if (nodeArr[index].value < pivot) { 
swap(nodeArr, ++small, index++) 
} else if (nodeArr[index].value == pivo 
index++; 
} else { 


swap(nodeArr, --big, index); 


public void swap(Node[] nodeArr, int a, int b) { 


Node tmp = nodeArr[a]; 
nodeArr[a] = nodeArr[b]; 
nodeArr[b] = tmp; 

} 


下 面 来 看 看 增加 要 求 之 后 的 进 阶 解法 。 对 每 部 分 都 增加 了 节点 顺序 
要 求 ， 同 时 时 间 复 杂 度 仍然 为 O (N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1)。 既 然 额 
外 空间 复杂 上 度 为 O (1)， 说 明 实 现时 只 能 使 用 有 限 的 几 个 变量 来 完成 所 有 
的 调整 。 








进 阶 和 解法 的 具体 过 程 如 下 : 


1. 将 原 链表 中 的 所 有 节点 依次 划分 进 三 个 链表 ， 三 个 链表 分 别 为 
small 代 表 左 部 分 ，equal 代 表 中 间 部 分 ，big 代 表 石 部 分 。 


例如 ， 链 表 7->9->1->8->5->2->5，pivot=5。 在 划分 之 后 ，small、 
equal、big 分 别 为 : 


small:1->2->null 
equal:5->5->null 
big:7->9->8->null 


2. 将 small、equal 和 big 三 个 链表 重新 串 起 来 即 可 。 





3. 整个 过 程 需 要 特别 注意 对 null 节 点 的 判断 和 处 理 。 





进 阶 解法 还 是 主要 考 奋 面试 者 利用 有 限 几 个 变量 调整 链表 的 代码 实 
现 能 力 ， 全 部 进 阶 解法 请 参看 如 下 代码 中 的 listPartition2 方 法 。 


public static Node listPartition2(Node head, int pivot) 
Node sH = null; // 小 的 头 
Node sT = null; // 小 的 尾 
Node eH = null; // 相等 的 头 
Node eT = null; // 相等 的 尾 
Node bH = null; // 大 的 头 
Node bT = null; // KRÆ 
Node next = null; // 保存 下 一 个 节点 
// 所 有 的 节点 分 进 三 个 链表 中 
while (head ! = null) { 











next = head.next; 
head.next = null; 
if (head.value < pivot) { 
if (sH == null) I 
SH = head; 


ST = head; 


ST.next = head; 


ST = head; 


} else if (head.value == pivot) { 
if (eH == null) { 
eH = head; 


eT = head; 


eT.next = head; 


eT = head; 


} else { 
if (bH == null) { 
bH = head; 
bT = head; 
} else { 
bT.next = head; 


bT = head; 


} 


head = next; 
} 
// 小 的 和 相等 的 重新 连接 
if (sT ! = null) { 





sT.next = eH; 

eT = eq == null ? ST : eT; 
) 
11 所 有 的 重新 连接 
if (eT ! = null) { 








eT.next = bH; 
} 


return SH ! = null ? SH : eH I = null ? eH: 


bH 


ill A MEHLE A BER 


【题目 】 
一 种 特殊 的 链表 节点 类 描述 如 下 : 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node rand; 


public Node(int data) { 


this.value = data; 


) 


Node 类 中 的 value 是 节点 值 ，next 指 针 和 正 第 单 链 表 中 next 指 针 的 意 
义 一 样 ， 都 指 癌 下 一 个 节点 ，rand 指 针 是 Node 类 中 新 增 的 指针 ， 这 个 指 
针 可 能 指 同 链表 中 的 任意 一 个 节点 ， 也 可 能 指向 null。 


NNN 
函数 完成 这 个 链表 中 所 有 结构 的 复制 ， 并 返回 复制 的 新 链表 的 头 节 
Hs me 链表 1->2->3->null， 假 设 1 的 rand 指 针 指 向 3，2 的 rand 指 针 指 





null, 3ØrandfB HA ML. SiH SINGER VIA AK HEY, HU, 
1->2'->3'->null，1' 的 rand 指 针 指 向 3'"，2' 的 rand 指 针 指 向 null，3' 的 rand 指 
FIE, RÆK 





REBT: 不 使 用 额外 的 数据 结构 ， 只 用 有 限 几 个 变量 ， 且 在 时 间 复 杂 
FE AO (N ) 内 完成 原 问 题 要 实现 的 函数 。 





【 难度 】 
BR kkk 
【解答 】 


首先 介绍 普通 解法 ， 普 通 解法 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (N )， 额 外 
空间 复杂 度 为 O (N )， 需 要 使 用 到 哈 希 表 (HashMap) 结构 。 具 体 过 程 
如 下 : 





1. 首先 从 左 到 右 遍 历 链 表 ， 对 每 个 节点 都 复制 生成 相应 的 副本 节 
点 ， 然 后 将 对 应 关系 放 入 哈 希 表 map 中 。 例 如 ， 链 表 1->2->3->null， 遍 
历 1、2、3 时 依次 生成 1、2'、3'"， 最 后 将 对 应 关系 放 入 map 中 : 


PALE SAN 
FLE I] JTE 
INT KASS I HR 


步骤 1 完成 后 ， 原 链表 没有 任何 变化 ， 每 一 个 副本 节点 的 next 和 rand 
HET ANE Hnull. 
































2. 再 从 左 到 右 裔 历 链表 ， 此 时 就 可 以 设置 每 一 个 副本 节点 的 next 
和 rand 指 针 。 


例如 : 原 链表 1->2->3->null， 假 设 1 的 rand 指 针 指 向 3，2 的 rand 指 针 
指向 nul，3 的 rand 指 针 指向 1。 通 历 到 市 点 1 时 ， 可 以 从 map 中 得 到 市 点 1 
的 副本 节点 I， 市 点 1 的 next 指 向 节点 2， 所 以 从 map 中 得 到 节点 2 的 副本 
厄 点 2'， 然 后 令 1'.next=2'"， 副 本 市 点 1' 的 next 指 针 就 设置 好 了 。 同 时 节点 
1 的 rand 指 疝 节 点 3， 所 以 从 map 中 得 到 市 点 3 的 副本 节点 3”， 然 后 令 
1.rand=3'， 副 本 节点 荆 的 rand 指 针 也 设置 好 了 。 以 这 种 方式 可 以 设置 每 
一 个 副本 节点 的 next 与 rand 指 针 。 





3， 将 工 节 点 作为 结果 返回 即 可 。 





哈 硕 表 增 删改 得 的 操作 时 间 复 杂 度 都 是 O (D)， 普 通 方法 一 共 只 过 历 
链表 两 笛 ， 所 以 普通 解法 的 时 间 复 杂 度 为 O (N )， 因 为 使 用 了 哈 希 表 来 
保存 原 节 点 与 副本 市 点 的 对 应 关系 ， 所 以 额外 空间 复杂 度 为 O (N )。 








具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 copyListWithRand1 方 法 。 


public Node copyListWithRandi(Node head) I 
HashMap<Node, Node> map = new HashMap<Node, Nod 
Node cur = head; 
while (cur ! = null) { 
map.put(cur, new Node(cur.value) ); 
cur = cur.next; 
} 
cur = head; 


while (cur ! = null) { 


map.get(cur).next = map.get(cur.next); 
map.get(cur).rand = map.get(cur.rand); 
cur = cur.next; 

} 

return map.get(head); 


} 





接 下 来 介绍 进 阶 解法 ， 进 阶 解 法 不 使 用 哈 希 表 来 保存 对 应 关系 ， 而 
只 用 有 限 的 几 个 变量 完成 所 有 的 功能 。 有 其 体 过 程 如 下 : 








1. 首先 从 左 到 右 遍 历 链表 ， 对 每 个 节点 cur 都 复制 生成 相应 的 副本 
节点 copy， 然 后 把 copy 放 在 cur 和 下 一 个 要 遍历 节点 的 中 间 。 





例如 : 原 链表 1->2->3->null， 在 步 又 1 中 完成 后 ， 原 链表 变 成 1->1"- 


>2->2'->3->3'->null. 


2. 再 从 左 到 右 裔 历 链表 ， 在 遍历 时 设置 每 一 个 副本 节点 的 rand 指 
针 。 还 是 举例 来 说 明 调整 过 程 。 


例如 : 此 时 链表 为 1->1'->2->2'->3->3'->null， 假 设 1 的 rand 指 针 指 向 
3，2 的 rand 指 针 指 各 null，3 的 rand 指 针 指向 1。 允 有 历 到 节点 1 时 ， 节 点 1 的 
下 一 个 节点 1.next 就 是 其 副本 节点 1'。1 的 rand 指 针 指 向 3， 所 以 1' 的 rand 
虽 针 应 该 指 癌 3"。 如 何 找到 3' 呢 ? 因为 每 个 节点 的 副本 节点 都 在 自己 的 
后 一 个 ， 所 以 此 时 通过 3.next 束 可 以 找到 3'， 令 1'.next=3' 即 可 。 以 这 种 方 
式 可 以 设置 每 一 个 副本 节点 的 rand 指 针 。 











3. POSER, NA, 2, 3, ...... 之 间 的 rand 关 系 没 有 任何 变 
化 ， 节 点 1，2'”，3'...... 之 间 的 rand 关 系 也 被 正确 设置 了 ， 此 时 所 有 的 节 
点 与 副本 节点 串 在 一 起 ， 将 其 分 离 出 来 即 可 。 


例如 : 此 时 链表 为 1->1'->2->2'->3->3'->null， 分 离 成 1->2->3->null 
和 1'->2'->3'->null 即 可 。 并 且 在 这 一 步 中 ， 每 个 节点 的 rand 指 针 不 用 做 任 
何 调整 ， 在 步骤 2 中 都 已 经 设置 好 。 


4. 将 1 市 点 作为 结果 返回 即 可 。 





进 阶 解法 考查 的 依然 是 利用 有 限 几 个 变量 完成 链表 调整 的 代码 实现 
能 力 。 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 copyListWithRand2 方 法 。 





public Node copyListWithRand2(Node head) { 
if (head == null) { 
return null; 
} 
Node cur = head; 
Node next = null; 
// 复制 并 链接 每 一 个 节点 
while (cur ! = null) { 





next = cur.next; 
cur.next = new Node(cur.value); 
cur.next.next = next; 
cur = next; 
i; 
cur = head; 
Node curCopy = null; 
// 设置 复制 节点 的 rand 指 针 
while (cur ! = null) { 





next = cur.next.next; 


curCopy = cur.next; 


curCopy.rand = cur.rand 


cur = next; 
} 
Node res = head.next; 
cur = head; 
// 拆 分 
while (cur ! = null) { 


next = cur.next.next; 
curCopy = cur.next; 

cur.next = next; 
curCopy.next = next ! = 
cur = next; 


} 


return res; 


I = null ? cur. 


null ? next.nex 


两 个 单 链 表 生 成 相 加 链表 


LAH] 


假设 链表 中 每 一 个 节点 的 值 都 在 0 一 9 之 间 ， 那 么 链表 整体 就 可 以 代 
表 一 个 整数 。 


例如 : 9->3->7， 可 以 代表 整数 937。 


给 定 两 个 这 种 链表 的 头 节点 head1 和 head2， 请 生成 代表 两 个 整数 相 
加 值 的 结果 链表 。 


例如 : 链表 1 为 9->3->7， 链 表 2 为 6->3， 最 后 生成 新 的 结果 链表 为 1- 
>0->0->0。 
【 难度 】 

E KAK 
【解答 】 


这 道 题 难度 较 低 ， 考 但 面试 者 基本 的 代码 实现 能 力 。 一 种 实现 方式 
古 将 两 个 链表 先 算出 各 上 自 所 代表 的 整数 ， 然 后 求 出 两 个 整数 的 和 ， 最 后 
将 这 个 和 转换 成 链表 的 形式 ， 但 是 这 种 方法 有 一 个 很 大 的 问题 ， 链 表 的 
长 度 可 以 很 长 ， 可 以 表达 一 个 很 大 的 整数 ， 因 此 转 成 系统 中 的 int 类 型 时 
可 能 会 溢出 ， 所 以 不 推荐 这 种 方法 。 





方法 一 : 利用 栈 结构 求解 。 


1. 将 两 个 链表 分 别 从 左 到 右 过 历 ， 志 历 过 程 中 将 值 压 栈 ， 这 样 就 
生成 了 两 个 链表 市 把 值 的 逆 厅 栈 ， 分 别 表示 为 s1 和 s2。 


例如 : 链表 9->3->7，s1l 从 栈 顶 到 栈 夺 为 7，3，9; 链表 6->3，s2 从 
栈 顶 到 栈 乓 为 3，6。 





2. 将 S1 和 s2 同 步 玲 出， 这样 就 相当 于 两 个 链表 从 低位 到 高 位 依次 
弹出 ， 在 这 个 过 程 中 生成 相 加 链表 即 可 ， 同 时 需要 关注 每 一 步 是 否 有 进 
位 ， 用 ca 表示 。 








例如 : s1 先 弹出 7，s2 先 弹出 3， 这 一 步 相 加 结果 为 10， 产 生 了 进 
位 ， 令 ca=1， 然 后 生成 一 个 节点 值 为 0 的 新 节点 ， 记 为 new1l; sl 再 弹出 
3，s2 再 弹出 6， 这 时 进位 为 ca=1， 所 以 这 一 步 相 加 结果 为 10， 继 续 产 生 
进位 ， 仍 令 ca=1， 然 后 生成 一 个 节点 值 为 0 的 新 节点 记 为 new2， 令 
new2.next=newl; ”sl 再 弹出 9，s2 为 空 ， 这 时 ca=1， 这 一 步 相 加 结果 为 
10， 仍 令 ca=1， 然 后 生成 一 个 节点 值 为 0 的 新 节点 ， 记 为 new3， 令 
new3.next=new2。 这 一 步 也 是 模拟 简单 的 从 低位 到 高 位 进位 相 加 的 过 


程 。 








3. 当 sS1 和 s2 都 为 空 时 ， 还 要 关注 一 下 进位 信息 是 否 为 1， 如 宋 为 
1， 比 如 步骤 2 中 的 例子 ， 表 示 还 要 生成 一 个 市 点 值 为 1 的 新 节点 ， 记 为 


今 new4.next=new3。 


new4, 
4. 返回 新 生成 的 结果 链表 即 可 。 
具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 addLists1 方 法 。 


public class Node { 


public int value; 


public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node addLists1(Node head1, Node head2) { 
Stack<Integer> s1 = new Stack<Integer>(); 
Stack<Integer> s2 = new Stack<Integer>(); 
while (head1 ! = null) { 
s1.push(head1.value); 


head1 = head1.next; 


) 

while (head2 ! = null) { 
s2.push(head2.value); 
head2 = head2.next; 

) 

int ca = 0; 

int n1 = 0; 

int n2 = 0; 


int n = 0; 

Node node = null; 

Node pre = null; 

while (! s1.isEmpty() || ! s2.isEmpty()) I 
ni = s1.isEmpty() ? © : s1.pop(); 
n2 = s2.isEmpty() ? 0 : s2.pop(); 


n = ni + n2 + ca; 


pre = node; 
node = new Node(n % 10); 
node.next = pre; 
ca =n / 10; 
} 
if (ca == 1) { 
pre = node; 
node = new Node(1); 
node.next = pre; 
i; 
return node; 


} 


方法 二 : 利用 链表 的 逆序 求解 ， 可 以 省 挥 用 栈 的 空间 。 





1. 将 两 个 链表 逆序 ， 这 样 就 可 以 依次 得 到 从 低位 到 高 位 的 数字 。 

例如 : 链表 9->3->7， 逆 序 后 变 为 7->3->9; 链表 6->3， 道 序 后 变 为 
3->6。 

2. 同步 遍历 两 个 逆序 后 的 链表 ， 这 样 就 依次 得 到 两 个 链表 从 低位 
到 高 位 的 数字 ， 在 这 个 过 程 中 生成 相 加 链表 即 可 ， 同 时 需要 关注 每 一 步 
是 否 有 进位 ， 用 ca 表示 。 具 体 过 程 与 方法 一 的 步骤 2 相同 。 











3. 妆 两 个 链表 都 遍历 完成 后 ， 还 要 关注 进位 信息 是 否 为 1， 如 果 为 
1， 还 要 生成 一 个 节点 值 为 1 的 新 节点 。 





4. 将 两 个 逆序 的 链表 再 逆序 一 次 ， 即 调整 成 原来 的 样子 。 


5. 返回 新 生成 的 结果 链表 。 
具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 addLists2 方 法 。 


public Node addLists2(Node head1, Node head2) { 

head1 = reverseList(head1); 

head2 = reverseList(head2); 

int ca = 0; 

int n1 = 0; 

int n2 = 0; 

int n = 0; 

Node ci = head1; 

Node c2 = head2; 

Node node = null; 


Node pre = null; 


while (c1 ! = null || c2 ! = null) { 
ni = ci ! = null ? c1.value : 0; 
n2 = c2 I = null ? c2.value : 0; 


n = ni + n2 + ca; 

pre = node; 

node = new Node(n % 10); 

node.next = pre; 

ca = n / 10; 

c1 = c1 ! = null ? ci.next : null; 
c2 = c2 I = null ? c2.next : null; 


} 
if (ca == 1) { 


pre = node; 
node = new Node(1); 
node.next = pre; 
} 
reverseList(head1); 
reverseList(head2); 
return node; 
} 
public Node reverseList(Node head) { 
Node pre = null; 
Node next = null; 
while (head ! = null) { 
next = head.next; 
head.next = pre; 
pre = head; 
head = next; 


} 


return pre; 


两 个 里 链表 相交 的 一 系列 问题 


【题目 了 】 

在 本 题 中 ， 单 链表 可 能 有 环 ， 也 可 能 无 环 。 给 定 两 个 单 链 表 的 头 节 
点 head1 和 head2， 这 两 个 链表 可 能 相交 ， 也 可 能 不 相交 。 请 实现 一 个 函 
数 ， 如 果 两 个 链表 相交 ， 请 返回 相交 的 第 一 个 节点 ; 如 果 不 相 交 ， 返 回 
null EN HJ. 

要 求 : 如 果 链 表 1 的 长 度 为 N ， 链 表 2 的 长 度 为 M ， 时 间 复 杂 度 请 达 
到 O (CN +M)， 人 额外 空间 复杂 度 请 达到 O (1). 
【难度 】 

kok 


【解答 】 
这 道 题 需 要 分 析 的 情况 非常 多 ， 同 时 因为 有 额外 空间 复杂 上 度 为 O (1) 
的 限制 ， 所 以 实现 起 来 也 比较 困难 。 


本 题 可 以 拆 分 成 三 个 子 问 题 ， 每 个 问题 都 可 以 作为 一 道 独立 的 算法 
题 ， 具 体 如 下 。 


问题 一 : 如 何 判断 一 个 链表 是 否 有 环 ， 如 条 有 ， 则 返回 第 一 个 进入 
环 的 节点 ， 没 有 则 返回 null。 


问题 二 : 如何 判断 两 个 无 环 链表 是 否 相 交 ， 相 交 则 返回 第 一 个 相交 


节点 ， 不 相交 则 返回 null。 


问题 三 : 如何 判断 两 个 有 环 链 表 是 否 相 交 ， 相 交 则 返回 第 一 个 相交 
节点 ， 不 相交 则 返回 null。 


ER: 如 果 一 个 链表 有 环 ， 另 外 一 个 链表 无 环 ， 它 们 是 不 可 能 相交 
的 ， 直 接 返 回 null。 


下 面 逐 一 分 析 每 个 问题 。 


问题 一 : 如 何 判断 一 个 链表 是 否 有 环 ， 如 条 有 ， 则 返回 第 一 个 进入 
环 的 市 点 ， 没 有 则 返回 null。 


如 果 一 个 链表 没有 环 ， 那 么 过 历 链 表 一 定 可 以 遇 到 链表 的 终点 ;如 
果 链 表 有 环 ， 那 么 过 历 链表 就 永远 在 环 里 转 下 去 了 。 如 何 找到 第 一 个 入 
环节 点 ， 有 具体 过 程 如 下 : 





. 设置 一 个 慢 指 针 slow 和 一 个 快 指 针 fast。 在 开始 时 ，slow 和 fast 都 
点 head。 然 后 slow 每 次 移动 一 步 ，fast 每 次 移动 两 步 ， 
在 链表 中 遍历 起 来 。 


2. 如 果 链 表 无 环 ， 那 么 fast 指 针 在 移动 的 过 程 中 一 定 先 遇 到 终点 ， 
一 旦 fast 到 达 终 点 ， 说 明 链 表 是 没有 环 的 ， 直 接 返 回 null， 表 示 该 链表 无 
环 ， 当 然 也 没有 第 一 个 入 环 的 节点 。 


3. 如 林 链 表 有 环 ， 那 么 fast 指 针 和 slow 指 针 一 定 会 在 环 中 的 茶 个 位 
置 相 过 ， 当 fast 和 slow 相 过 时 ，fast 指 针 重 新 回 到 head 的 位 置 ，slow 指 针 
不 动 。 接 下 来 ，fast 指 针 从 每 次 移动 两 步 改 为 每 次 移动 一 步 ，slow 指 针 
依然 每 次 移动 一 步 ， 然 后 继续 过 历 。 





4.fast 指 针 和 slow 指 针 一 定 会 再 次 相遇 ， 并 且 在 第 一 个 入 环 的 节点 处 
相遇 。 证 明 略 。 


注意 : 你 也 可 以 用 哈 希 表 完 成 问题 一 的 判断 ， 但 古 不 符合 题目 关于 
空间 复杂 度 的 要 求 。 





问题 一 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 getLoopNode 方 法 。 


public Node getLoopNode(Node head) { 

if (head == null || head.next == null || head.n 
return null; 

) 

Node n1 = head.next; // n1 -> slow 

Node n2 = head.next.next; // n2 -> fast 

while (n1 ! = n2) I 
if (n2.next == null || n2.next.next == 


return null; 


n2 = n2.next.next; 


n1 = n1.next; 


n2 = head; // n2 -> walk again from head 


while (n1 ! = n2) { 


n1 = n1.next; 


n2 = n2.next; 


) 


return ni; 


如 果 解 决 了 问题 一 ， 我 们 就 知道 了 两 个 链表 有 环 或 者 无 环 的 情况 。 
如 琳 一 个 链表 有 坏 ， 为 一 个 链表 无 坏 ， 那 么 这 两 个 链表 是 无 论 如 何 也 不 
可 能 相交 的 。 能 相交 的 情况 就 分 为 两 种 ， 一 种 是 两 个 链表 都 无 环 ， 即 问 
题 二 ， 忆 一 种 是 两 个 链表 都 有 环 ， 即 问题 三 。 


问题 二 : 如 何 判 断 两 个 无 环 链表 是 否 相 区， 相交 则 返回 第 一 个 相交 
节点 ， 不 相交 则 返回 null。 


如 果 两 个 无 环 链表 相交 ， 那 么 从 相交 节点 开始 ， 一 直到 两 个 链表 终 
止 的 这 一 段 ， 是 两 个 链表 共享 的 。 解 决 问题 二 的 具体 过 程 如 下 : 





1. 链表 1 从 头 节 点 开始 ， 走 到 最 后 一 个 节点 〈 不 是 结束 ) ， 统 计 链 
表 1 的 长 度 记 为 len1， 同 时 记录 链表 1 的 最 后 一 个 节点 记 为 end1。 














2. 链表 2 从 头 节点 开始 ， 走 到 最 后 一 个 节点 (不 是 结束 ) ， 统 计 链 
表 2 的 长 度 记 为 len2， 同 时 记录 链表 2 的 最 后 一 个 节点 记 为 end2。 











3. 如 果 end1! “=end2， 说 明 两 个 链表 不 相交 ， 返 回 nul 即 可 : 如 果 
end==end2， 说 明 两 个 链表 相交 ， 进 入 步骤 4 来 找寻 第 一 个 相交 节点 。 


4 如果 链表 1 比较 长 ， 链 表 1 就 先 走 len1-len2 步 如果 链 表 2 比 较 
长 ， 链 表 2 就 先 走 len2-len1 步 。 然 后 两 个 链表 一 起 走 ， 一 起 走 的 过 程 
中 ， 两 个 链表 第 一 次 走 到 一 起 的 那个 节点 ， 就 是 第 一 个 相交 的 节点 。 











例如 : 链表 1 长 度 为 100， 链 表 2 长 度 为 30， 如 果 已 经 由 步骤 3 确定 了 
链表 1 和 链表 2 一 定 相 交 ， 那 么 接 下 来 ， 链 表 1 先 走 70 步 ， 然 后 链表 1 和 链 
表 2 一 起 走 ， 它 们 一 定 会 共同 进入 第 一 个 相交 的 节点 。 








问题 二 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 noLoop 方 法 。 





public Node noLoop(Node head1, Node head2) { 
if (head1 == null || head2 == null) { 
return null; 
} 
Node cur1 = head1; 


Node cur2 = head2; 


int n = 0; 
while (curi.next ! = null) I 
n++; 


了 


cur1 = curi.next; 
} 
while (cur2.next ! = null) { 
n--; 
cur2 = cur2.next; 
} 
if (cur1 ! = cur2) { 
return null; 
i; 
curl = n > 0 ? head1 : head2; 
cur2 = curi == head1 ? head2 : headi; 
n = Math.abs(n); 
while (n ! = 0) I 
n--; 
cur1 = cur1.next; 
} 
while (cur1 ! = cur2) { 


cur1 = cur1.next; 


cur2 = cur2.next; 


} 


return curl; 


} 


问题 三 ， 如 何 判断 两 个 有 环 链表 是 否 相 区， 相交 则 返回 第 一 个 相交 
节点 ， 不 相交 则 返回 null。 





考虑 问题 三 的 时 候 ， 我 们 已 经 得 到 了 两 个 链表 各 目的 第 一 个 入 环 市 
点 ， 假 设 链表 1 的 第 一 个 入 环节 点 记 为 1oop1， 链 表 2 的 第 一 个 入 环节 点 
记 为 loop2。 以 下 是 解决 问题 三 的 过 程 : 


1. 如 果 loop1==]loop2， 那 么 两 个 链表 的 拓扑 结构 如 图 2-4 所 示 。 
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链表 2 






p” loopl, loop2 





图 2-4 


这 种 情况 下 ， 我 们 只 要 考虑 链表 1 从 头 开 始 到 loop1 这 一 段 与 链表 2 
从 头 开始 到 loop2 这 一 段 ， 在 那里 第 一 次 相交 即 可 ， 而 不 用 考虑 进 环 该 
怎么 处 理 ， 这 就 与 问题 二 类 似 ， 只 不 过 问题 二 是 把 null 作 为 一 个 链表 的 
终点 ， 而 这 里 是 把 loop1(oop2) 作 为 链表 的 终点 。 但 是 判断 的 主要 过 程 
是 相同 的 。 


2. 如 果 loop1! =loop2， 两 个 链表 不 相交 的 拓扑 结构 如 网 2-5 所 示 。 
两 个 链表 相交 的 拓扑 结构 如 图 2-6 所 示 。 








如 何 分 辩 是 这 两 种 拓扑 结构 的 哪 一 种 呢 ? 进入 步骤 3。 


3. 让 链表 1 从 loop1 出 发 ， 因 为 1oop1 和 之 后 的 所 有 节点 都 在 环 上 ， 
所 以 将 来 一 定 能 回 到 loop1。 如 果 回 到 loop1 之 前 并 没有 遇 到 loop2， 说 明 
两 个 链表 的 拓扑 结构 如 图 2-5 所 示 ， 也 就 是 不 相交 ， 直 接 返 回 null;， 如 果 
回 到 loop1 之 前 遇 到 了 loop2， 说 明 两 个 链表 的 拓扑 结构 如 图 2-6 所 示 ， 也 
就 是 相交 。 因 为 loopl1 和 ]oop2 都 在 两 条 链表 上 ， 只 不 过 loop1l 是 离 链 表 1 
较 近 的 节点 ，loop2 是 离 链 表 2 较 近 的 节点 。 所 以 ， 此 时 返回 loop1 或 
loop2 都 可 以 。 








问题 三 的 具体 实现 参看 如 下 代码 中 的 bothLoop 方 法 。 


public Node bothLoop(Node head1, Node loop1, Node head2 
Node cur1 = null; 
Node cur2 = null; 
if (loop1 == loop2) { 
cur1 = head1; 
cur2 = head2; 
int n = 0; 
while (curt ! = loop1) { 
n++; 


cur1 = curi.next; 


} 
while (cur2 ! = loop2) { 
n--; 
cur2 = cur2.next; 
} 


curl = n > 0 ? head1 : head2; 
cur2 = curi == head1 ? head2 : head1; 
n = Math.abs(n); 
while (n ! = 0) I 
n--; 


cur1 = curi.next; 


} 

while (cur1 ! = cur2) { 
cur1 = curi.next; 
cur2 = cur2.next; 

} 


return curl; 


} else { 
cur1 = loop1.next; 
while (curt ! = loop1) { 
if (cur1 == loop2) { 
return loop1; 
) 


cur1 = cur1.next; 


} 


return null; 


全 部 过 程 参 看 如 下 代码 中 的 getIntersectNode 方 法 ， 这 也 是 整个 题目 
的 主 方法 。 


NV 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node getIntersectNode(Node headi, Node head2) { 
if (head1 == null || head2 == null) { 


return null; 


Node loop1 = getLoopNode(head1); 
Node loop2 = getLoopNode(head2); 
if (loop1 == null && loop2 == null) { 


return noLoop(head1, head2); 


) 
if (loop1 ! = null && loop2 ! = null) { 

return bothLoop(head1, loopi, head2, lo 
) 


return null; 


将 单 链表 的 每 玉 个 节点 之 间 逆 序 


LAH] 


ee 实现 一 个 调整 单 链表 的 函数 ， 使 得 
每 K 个 节点 之 间 逆 序 ， 如 果 最 后 不 够 开 个 节点 一 组 ， 则 不 调整 最 后 几 个 





例如 : 

链表 : 1->2->3->4->5->6->7->8->null, K =3. 

调整 后 为 ，3->2->1->6->5->4->7->8->null。 其 中 7、8 不 调整 ， 因 为 
不 够 一 
【难度 】 

kl kkk 
【解答 】 


首先 ， 如 果 K ”的 值 小 于 2， 不 用 进行 任何 调整 。 因 为 K ”<1 没 有意 
义 ，K==1 时 ， 代 表 每 1 个 节点 为 1 组 进行 逆序 ， 原 链表 也 没有 任何 变 
化 。 接 下 来 介绍 两 种 方法 ， 如 果 链 表 长 度 为 N ”， 方 法 一 的 时 间 复 杂 度 
为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (K )。 方 法 二 的 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 
外 空间 复杂 度 为 O (1)。 本 题 考查 面试 者 代码 实现 不 出 错 的 能 











方法 一 : 利用 栈 结构 的 解法 。 


1. 从 左 到 右 壳 历 链 表 ， 如 果 栈 的 大 小 不 等 于 开 ， 束 将 节点 不 断 压 
入 栈 中 。 


2. 当 栈 的 大 小 第 一 次 到 达 K 时 ， 说 明 第 一 次 竣 齐 了 K 
逆序 ， 从 栈 中 依次 弹出 这 些 节 点 ， 并 根据 弹出 的 顺序 重新 连接 ， 
逆序 完成 后 ， 需 要 记录 一 下 新 的 头 部 ， 同 时 第 ee ie 
来 是 头 节 点 ) 应 该 连接 下 一 个 节点 。 











例如 : 链表 1->2->3->4->5->6->7->8->null，K = 3。 第 一 组 节点 进入 
栈 ， 从 栈 顶 到 栈 底 依次 为 ?9，2，1。 道 序 重 连 之 后 为 3->2->1->...， 然 后 
节点 1 去 连接 节点 4， RE Nn SEM 
点 4 开始 不 断 处 理 K 个 节点 为 一 组 的 后 续 情 况 ， 也 就 是 步 又 3， aki 
记录 节点 3， 因 为 链表 的 头 部 已 经 改变 ， 整 个 过 ne os 
新 的 头 节 点 ， 记 为 newHead。 


3. 步骤 2 之 后 ， 7 F, WR I EMI 
BET AT RS MG AG I ROET HR SL AUF BT HE 
接 。 这 一 组 逆序 完成 后 ， PTT AE (原来 是 该 组 最 后 一 个 市 
点 ) 应 该 被 上 一 组 的 最 后 一 个 节操 连接 上 ， 这 一 组 的 最 后 一 个 节点 ( 原 
来 是 该 组 第 一 个 节点 ) 应 该 连接 下 一 个 节点 。 然 后 继续 去 凑 下 一 组 ， 直 
PI BER HBO VI TT o 











例如 : 链表 3->2->1->4->5->6->7->8->null，K = 3， 第 一 组 已 经 处 理 
完 。 第 二 组 从 栈 顶 到 栈 底 依次 为 6，5，4。 道 序 重 连 之 后 为 6->5->4， 然 
后 节点 6 应 该 被 节点 1 连接 ， 节 点 4 应 该 连接 节点 7， 链 表 变 为 3->2->1->6- 
>5->4->7->8->null。 然 后 继续 从 节点 7 往 下 过 历 。 








4. 最 后 应 该 返回 newHead， 作 为 链表 新 的 头 节 点 。 


方法 一 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 reverseKNodes1 方 法 。 





public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node reverseKNodesi(Node head, int K) I 
if (K < 2) { 
return head; 
} 
Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 
Node newHead = head; 
Node cur = head; 
Node pre = null; 
Node next = null; 
while (cur ! = null) { 
next = cur.next; 
stack.push(cur); 
if (stack.size() == K) { 
pre = resigni(stack, pre, next) 


newHead = newHead == head ? cur 


} 


return newHead; 


public Node resigni(Stack<Node> stack, Node left, Node 

Node cur = stack.pop(); 

if (left ! = null) { 
left.next = cur; 

) 

Node next = null; 

while (! stack.isEmpty()) I 
next = stack.pop(); 
cur.next = next; 
cur = next; 

} 

cur.next = right; 


return cur; 


方法 二 : 不 需要 栈 结构 ， 在 原 链 表 中 直接 调整 。 


用 变量 记录 每 一 组 开始 的 第 一 个 节点 和 最 后 一 个 节点 ， 然 后 直接 逆 
序 调整 ， 把 这 一 组 的 节点 都 逆序 。 和 方法 一 一 样 ， 同 样 需 要 注意 第 一 组 
节点 的 特殊 处 理 ， 以 及 之 后 的 每 个 组 在 逆序 重 连 之 后 ， 需 要 让 该 组 的 第 
一 个 节点 (原来 是 最 后 一 个 节 反 ) 被 之 前 组 的 最 后 一 个 节点 连接 上 ， 将 
该 组 的 最 后 一 个 节点 《原来 是 第 一 个 市 点 ) 连接 下 一 个 节点 。 























方法 二 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 reverseKNodes2 方 法 。 





public Node reverseKNodes2(Node head, int K) { 


if (K < 2) { 
retu 
} 
Node cur = h 
Node start = 
Node pre =n 
Node next = 
int count = 


while (cur ! 
next 


if ( 


} 


coun 
cur 


) 


return head; 


public void resign2( 
Node pre = s 


Node cur = s 


rn head; 


tart.next; 


ead; 
null; 
ull; 
null; 
1; 
= null) { 
= cur.next; 
count == K) { 
start = pre == null ? head pr 
head = pre == null ? cur head 
resign2(pre, start, cur, next); 
pre = start; 
count = 0; 
C++; 
= next; 
Node left, Node start, Node end, No 
tart; 


Node next = null; 

while (cur ! = right) { 
next = cur.next; 
cur.next = pre; 
pre = cur; 


cur = next; 


) 

if (left ! = null) { 
left.next = end; 

} 


start.next = right; 
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【题目 】 
给 定 一 个 无 序 单 链表 的 头 节 点 head， 删 除 其 中 值 重 复出 现 的 节点 。 


例如 : 1->2->3->3->4->4->2->1->1->null， 删 除 值 重复 的 节点 之 后 为 


1->2->3->4->null。 
请 按 以 下 要 求实 现 两 种 方法 。 
方法 1: 如 果 链 表 长 度 为 N ， 时 间 复 杂 度 达到 O (N )。 
方法 2: 额外 空间 复杂 度 为 O (1)。 
DER] 
E Kr 
【解答 】 


方法 一 : 利用 哈 希 表 。 时 间 复 共度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 上 度 为 O 
(N)- 


具体 过 程 如 下 : 


1. 生成 一 个 哈 希 表 ， 因 为 头 节 点 是 不 用 删除 的 节点 ， 所 以 首先 将 
头 节 点 的 值 放 入 哈 硕 表 。 


2. MIT RT AT RTR DATT Rå fe Si Bl curr 
节点 ， 先 检查 cur 的 值 是 否 在 哈 希 表 中 ， 如 果 在 ， 则 说 明 cur 方 点 的 值 是 
之 前 出 现 过 的 ， 就 将 cur 节 点 删除 ， 删 除 的 方式 是 将 最 近 一 个 没有 被 删 
除 的 节点 pre 连 接 到 cur 的 下 一 个 节点 ， 即 pre.next=cur.next。 如 果 不 在 ， 
将 cur 节 点 的 值 加 入 哈 希 表 ， 同 时 令 pre=cur， 即 更 新 最 近 一 个 没有 被 删 
BR HT TE AR o 





方法 一 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 removeRep1 方 法 。 





public Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public void removeRepi(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
) 
HashSet<Integer> set = new HashSet<Integer>(); 
Node pre = head; 
Node cur = head.next; 
set.add(head.value); 
while (cur ! = null) { 


if (set.contains(cur.value)) { 


pre.next = cur.next; 
} else { 
set.add(cur.value); 
pre = cur; 
} 


cur = cur.next; 


方法 二 : 类 似 选 择 排序 的 过 程 ， 时 间 复 杂 度 为 O (VW2 )， 人 额外 空间 复 
FENO (1). 


例如 ， 链 表 1->2->3->3->4->4->2->1->1->null。 





首先 是 头 节 点 ， 节 点 值 为 1， 往 后 检查 所 有 值 为 1 的 节点 ， 全 部 删 
除 。 链 表 变 为 : 1->2->3->3->4->4->2->null。 





然后 是 第 二 个 节点 ， 节 点 值 为 2， 往 后 检查 所 有 值 为 2 的 节点 ， 全 部 
删除 。 链 表 变 为 : 1->2->3->3->4->4->null。 





接着 是 第 三 个 节点 ， 节 点 值 为 3， 往 后 检查 所 有 值 为 3 的 节点 ， 全 部 
删除 。 链 表 变 为 : 1->2->3->4->4->null。 


最 后 是 第 四 个 节点 ， 节 点 值 为 4， 往 后 检查 所 有 值 为 4 的 节点 ， 全 部 
有 删除。 链表 变 为 : 1->2->3->4->null。 


删除 过 程 结 束 。 





方法 二 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 removeRep2 方 法 。 





public void removeRep2(Node head) { 
Node cur = head; 
Node pre = null; 
Node next = null; 
while (cur ! = null) { 
pre = cur; 
next = cur.next; 
while (next ! = null) { 
if (cur.value == next.value) { 
pre.next = next.next; 
} else { 
pre = next; 
} 


next = next.next; 


} 


cur = cur.next; 
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给 定 一 个 链表 的 头 节点 head 和 一 个 整数 num， 请 实现 函数 将 值 为 
num 的 节点 全 部 删除 。 


例如 ， 链 表 为 1->2->3->4->null，num=3， 链 表 调 整 后 为 : 1->2->4- 


>null。 
DER] 
t JERNES 
【解答 】 


方法 一 : 利用 栈 或 者 其 他 容器 收集 市 点 的 方法 。 时 间 复 森 度 为 O(N 
)， 额 外 空间 复杂 上 度 为 O (N )。 





Ken 收集 完成 后 重新 连接 即 可 。 
最 后 将 栈 底 的 节点 作为 新 的 头 节 点 返回 ， 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
removeValuel Jj yx. 





public Node removeValue1(Node head, int num) { 
Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 
while (head ! = null) { 
if (head.value ! = num) { 


stack.push(head); 


} 


head = head.next; 

i 

while (! stack.isEmpty()) { 
stack.peek().next = head; 
head = stack.pop(); 

) 


return head; 


方法 二 : 不 用 任何 容器 而 直接 调整 的 方法 。 时 间 复 杂 度 为 O (CN )» 
额外 空间 复杂 度 为 O (1)。 


首先 从 链表 头 开 始 ， 找 到 第 一 个 值 不 等 于 num 的 节点 ， 作 为 新 的 头 
节点 ， 这 个 节点 是 肯定 不 用 删除 的 ， 记 为 newHead。 继 续 往 后 壳 历 ， 假 
设 当 前 节点 为 cr， 如 果 cur 节 点 值 等 于 num， 就 将 cur 节 点 删除 ， 删 除 的 
方式 是 将 之 前 最 近 一 个 值 不 等 于 num 的 节点 pre 连 接 到 cur 的 下 一 个 节 
点 ， 即 pre.next=cur.next; 如 果 cur 节 点 值 不 等 于 num， 就 令 pre=cur， 即 
更 新 最 近 一 个 值 不 等 于 num 的 节点 。 























具体 实现 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 removeValue2 方 法 。 


public Node removeValue2(Node head, int num) { 


while (head ! = null) { 
if (head.value ! = num) { 
break; 
) 


head = head.next; 


} 
Node pre = head; 
Node cur = head; 
while (cur ! = null) { 
if (cur.value == num) { 
pre.next = cur.next; 
} else { 
pre = cur; 
) 


cur = cur.next; 


) 


return head; 


将 搜索 二 义 树 转换 成 双 回 链表 


LAH] 
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个 指针 ;， 对 双 同 链表 的 节点 来 说 ， 有 本 里 的 值 域 ， 有 指 癌 上 一 个 市 点 和 
下 一 个 节点 的 指针 。 在 结构 上 ， 两 种 结构 有 相似 性 ， 现 在 有 一 标 搜 索 二 
又 树 ， 请 将 其 转换 为 一 个 有 序 的 双 同 链表 。 
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public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


} 


一 柠 搜 索 二 又 树 如 图 2-7 所 示 。 


图 2-7 





这 桔 搜 索 二 又 树 转换 后 的 双 癌 链表 从 头 到 尾 依次 是 1 一 9。 对 每 一 个 
节点 来 说 ， 原 来 的 right 指 针 等 价 于 转换 后 的 next 指 针 ， 原 来 的 left 指 针 等 
价 于 转换 后 的 last 指 针 ， 最 后 返回 转换 后 的 双 同 链表 头 节 点 。 





【 难度 】 
BR kkk 
【解答 】 


方法 一 : 用 队列 等 容器 收集 二 又 树 中 序 遍 历 结果 的 方法 。 时 间 复 杂 
度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O(N )， 具 体 过 程 如 下 : 


1. 生成 一 个 队列 ， 记 为 queue， 按 照 二 叉 树 中 序 过 历 的 顺序 ， 将 每 
个 节点 放 入 queue 中 。 


2， 从 queue 中 依次 弹出 节点 ， 并 按照 弹出 的 顺序 重 连 所 有 的 节点 即 
可 。 


方法 一 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 convert1 方 法 。 





public Node converti(Node head) { 


Queue<Node> queue = new LinkedList<Node>(); 

inOrderToQueue(head, queue); 

if (queue.isEmpty()) { 
return head; 

i 

head = queue.poll(); 

Node pre = head; 

pre.left = null; 

Node cur = null; 

while (! queue.isEmpty()) { 
cur = queue.poll(); 
pre.right = cur; 
cur.left = pre; 
pre = cur; 

) 

pre.right = null; 


return head; 


public void inOrderToQueue(Node head, Queue<Node> queue 
if (head == null) { 
return; 
} 
inOrderToQueue(head.left, queue); 
queue.offer(head); 


inOrderToQueue(head.right, queue); 


方法 二 : 利用 递归 函数 ， 除 此 之 外 不 使 用 任何 容器 的 方法 。 时 间 复 
杂 度 为 O (N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (h )， 六 为 二 叉 树 的 高 度 ， 有 具体 过 程 
如 下 : 





1. 实现 递归 函数 process。process 的 功能 是 将 一 棵 搜索 二 又 树 转 换 
为 一 个 结构 有 点 特殊 的 有 序 双 同 链表 。 结 构 特殊 是 指 这 个 双 辐 链表 尾 布 
扩 的 right 指 针 指 向 该 双 回 链表 的 尖 节 把。 函数 process 最 终 返 回 这 个 链表 
的 尾 节点 。 


例如 : 搜索 二 叉 树 只 有 一 个 节点 时 ， 在 经 过 process 处 理 后 ， 形 成 如 
图 2-8 所 示 的 形式 ， 最 后 返回 节点 1。 
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图 2-8 





搜索 二 又 树 较 为 一 般 的 情况 ， 在 经 过 process 处 理 后 ， 变 为 如 图 2-9 
所 示 的 形式 ， 最 后 返回 节点 3。 
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null null null null 


图 2-9 





总 之 ，process 函 数 的 功能 是 将 一 棵 搜索 二 又 树 变 成 有 序 的 双 回 链 
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那么 递归 函数 process 应 该 如 何 实现 呢 ? 


假设 一 棵 搜索 二 叉 树 如 图 2-10 所 示 。 





图 2-10 


节点 4 为 尖 闻 点 ， 先 用 process 函 数 处 理 左 子 树 ， 束 将 左 子 树 转换 成 
了 有 序 双 回 链表 ， 同 时 返回 尾 节 点 ， 记 为 leftE; process ek ZUR A 
子 树 ， 就 将 右 子 树 转 换 成 了 有 序 双向 链表 ， 同 时 返回 尾 节 点 ， 记 为 
rightE， 如 图 2-11 所 示 。 


R R 


图 2-11 








接 下 来 ， 把 节点 3( 左 子 树 process 处 理 后 的 返回 节点 〉 的 right 指 针 
连同 节点 4， 节 点 4 的 left 指 针 连 同 节 点 3， 节 点 4 的 right 指 针 连 同 节 点 
5〔 右 子 树 process 处 理 后 的 返回 节点 为 节点 7， 通 过 节点 7 的 right 指 针 可 
以 找到 节点 5) ， 节 点 5 的 left 指 针 连 癌 节 点 4， 就 完成 了 整个 棵 树 向 有 序 











双向 链表 的 转换 。 最 后 根据 process 函 数 的 要 求 ， 把 节点 7〈 右 子 树 
process 处 理 后 的 返回 节点 ) 的 right 指 针 连 同 节 点 1( 左 子 树 process 处 理 
后 的 返回 节点 为 节点 3， 通 过 节点 3 的 right 指 针 可 以 找到 节点 1) ， 然 后 
返回 节点 7 即 可 ， 如 图 2-12 所 示 。 
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2-12 





一 开始 时 把 整 棵 树 的 头 节 点 作为 参数 传 进 process 函 数 ， 然 后 每 棵 子 
树 都 会 经 历 递归 函数 process 的 过 程 ， 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
process 方 法 。 








为 什么 要 将 有 序 双 辐 链表 的 尾 节 点 连接 头 节 点 之 后 再 返回 尾 节 点 
Me? 因为 用 这 种 方式 可 以 快速 找到 双 辐 链表 的 头 尾 两 器， 从 而 省 去 了 通 
过 遍历 过 程 才 能 找到 两 端的 麻烦 。 








2. 通过 process 过 程 得 到 的 双 同 链表 是 尾市 点 的 right 指 针 连 同 头 市 
扩 的 结构 。 所 以 ， 最 终 需 要 将 尾市 点 的 right 指 针 设 置 为 null 来 让 双 癌 链 
表 变 成 正常 的 样子 。 








方法 二 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 convert2 方 法 。 





public Node convert2(Node head) { 
if (head == null) { 
return null; 
i 
Node last = process(head); 


head = last.right; 


last.right = null; 


return head; 


public Node process(Node head) { 
if (head == null) { 
return null; 


} 
Node leftE = process(head.left); // 左边 结束 








Node rightE = process(head.right); // 右边 结束 


Node leftS = leftE ! = null ? leftE.right : nul 
Node rightS = rightE ! = null ? rightE.right 
if (leftE ! = null && rightE ! = null) { 


leftE.right = head; 
head.left = leftE; 
head.right = rights; 
rightS.left = head; 
rightE.right = lefts; 
return rightE; 

} else if (leftE ! = null) { 
leftE.right = head; 
head.left = leftE; 
head.right = lefts; 
return head; 

} else if (rightE ! = null) { 
head.right = rights; 
rightS.left = head; 


rightE.right = head; 
return rightE; 

} else { 
head.right = head; 


return head; 


} 
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函数 发 生 的 次 数 来 估算 时 间 复 杂 度 ，process 会 处 理 所 有 的 子 树 ， 子 树 的 
数量 就 是 二 又 树 节点 的 个 数 。 所 以 时 间 复 杂 度 为 O (N )，Pprocess 递 归 函 
数 最 多 占用 二 叉 树 高 度 为 h 的 栈 空 间 ， 所 以 额外 空间 复杂 上 度 为 O (h )。 


【扩展 】 


相信 读者 已 经 注意 到 ， 本 题 在 复杂 上 度 方面 能 够 达到 的 程度 完全 取决 
于 二 文 树 吉 历 的 实现 ， 如 琳 一 个 二 叉 树 所 历 的 实现 在 时 间 和 空间 复杂 瞩 
上 足够 好 ， 那 么 本 题 台 可 以 做 到 在 时 间 复 洒 度 和 空间 复杂 上 度 上 同样 好 。 
如 果 二 又 树 的 市 点 数 为 N ， 有 没有 时 间 复 杂 撤 为 O(N )、 额 外 空间 复杂 
RENO (DØDEN? 如 果 有 这 样 的 实现 ， 那 本 题 也 一 定 有 时 间 复 杂 
ENO (N )、 额 外 空间 复杂 度 为 O (1) 的 方法 。 既 不 用 栈 ， 也 不 用 递归 函 
数 ， 只 用 有 限 的 儿 个 变量 就 可 以 实现 ， 这 样 的 吉 历 实现 是 有 的 。 欢 迎 有 
兴趣 的 读者 阅读 本 书 “ 志 历 二 又 树 的 神 级 方法 ”问题 ， 然 后 结合 神 级 的 表 
历 方法 再 重新 实现 这 道 题 。 
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【题目 】 
给 定 一 个 无 序 单 链表 的 头 节点 head， 实 现 单 链表 的 选择 排序 。 
ER: 额外 空间 复杂 上 度 为 O (1)。 

DER] 
E Xxx 

【解答 】 


既然 要 求 额外 空间 复杂 上 度 为 0 (D)， 融 不 能 把 链表 闭 进 数组 等 容器 中 
排序 ， 排 好 序 之 后 再 重新 连接 ， 而 是 要 求 面 试 者 在 原 链表 上 利用 有 限 几 
个 变量 完成 选择 排序 的 过 程 。 选 择 排 序 是 从 未 排序 的 部 分 中 找到 最 小 
值 ， 然 后 放 在 排 好 序 部 分 的 尾部 ， 逐 渐 将 未 排序 的 部 分 缩小 ， 最 后 全 部 
变 成 排 好 序 的 部 分 。 本 书 实现 的 方法 模拟 了 这 个 过 程 。 




















1. 开始 时 默认 整个 链表 都 是 未 排序 的 部 分 ， 对 于 找到 的 第 一 个 最 
小 值 节 点 ， 肯 定 是 整个 链表 的 最 小 值 节 点 ， 将 其 设置 为 新 的 尖 市 皮 记 为 


newHead. 











2. BERTE RAF BIEBER BU MEAT, PATER PM 
未 排序 的 链表 中 删除 ， 删 除 的 过 程 当然 要 保证 未 排序 部 分 的 链表 在 结构 
上 不 至 于 断 开 ， 例 如 ，2->1->3， 删 除 节点 1 之 后 ， 链 表 应 该 变 成 2->3， 
这 就 要 求 我 们 应 该 找到 要 删除 节点 的 前 一 个 节点 。 








3. 把 删除 的 节点 《也 就 是 每 次 的 最 小 值 节 点 ) 连接 到 排 好 序 部 分 
的 链表 尾部 。 


4. 全 部 过 程 处 理 完 后 ， 整 个 链表 都 已 经 有 序 ， 返 回 newHead。 


和 选择 排序 一 样 ， 如 果 链 表 的 长 度 为 N ， 时 间 复 杂 度 为 O (WN“ ) å 
外 空间 复杂 度 为 O (1)。 


本 题 依然 是 考查 调整 链表 的 代码 技巧 ， 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 
的 selectionSort 方 法 。 


public static class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public static Node selectionSort(Node head) { 
Node tail = null; // 排序 部 分 尾部 
Node cur = head; // 未 排序 部 分 头 部 


Node smallPre = null; // 最 小 节点 的 前 一 个 节点 





Node small = null; // 最 小 的 节点 
while (cur ! = null) { 
small = cur; 
smallPre = getSmallestPreNode(cur); 


if (smallPre ! = null) { 


} 


small = smallPre.next; 


smallPre.next = small.next; 


} 


cur = cur == small ? cur.next 
if (tail == null) { 

head = small; 
} else { 

tail.next = small; 


} 


tail = small; 


return head; 


public Node getSmallestPreNode(Node head) { 


Node 
Node 
Node 


Node 


smallPre = null; 
small = head; 


pre = head; 


= head.next; 


while (cur ! = null) { 


if (cur.value < small.value) { 
smallPre = pre; 


small = cur; 


pre = cur; 


cur = cur.next; 


CUS 


return smallPre; 


一 种 怪异 的 市 点 删除 方式 


LAH] 


链表 市 反 值 类 型 为 int 型 ， 给 定 一 个 链表 中 的 节点 node， 但 不 给 定 整 
个 链表 的 头 节 点 。 如 何在 链表 中 删除 node? 请 实现 这 个 函数 ， 并 分 析 这 
么 会 出 现 哪些 问题 。 





ER: 时 间 复 杂 度 为 O (1)。 
DER] 
I Xxx 
【解答 】 
本 题 的 思路 很 简单 ， 举 例 就 能 说 明 具 体 的 做 法 。 


例如 ， 链 表 1->2->3->null， 只 知道 要 删除 节点 2， 而 不 知道 头 节 
点 。 那 么 只 需 把 节点 2 的 值 变 成 节点 3 的 值 ， 然 后 在 链表 中 删除 节点 3 即 
Fe 


这 道 题目 出 现 的 次 数 很 多 ， 这 么 做 看 起 来 非常 方便 ， 但 其 实 是 有 很 
大 问题 的 。 


问题 一 : 这 样 的 删除 方式 无 法 删除 最 后 一 个 节点 。 还 是 以 原 示例 来 
WH, GARAGE BERTE AS, MARE A (HE EIT R, 
RART NTT KORTET SBOE, ABA RAET A2 next e 











null 这 一 种 办 法 ， 而 我 们 又 根本 找 不 到 节点 2， 所 以 根本 没 法 正确 删除 市 
点 3。 读 者 可 能 会 问 ， 我 们 能 不 能 把 节点 3 在 内 存 上 的 区 域 变 成 null 呢 ? 

DORA ØL SFT gi 2 next HH EFHATA) 了 nul， 起 到 点 3 被 删除 的 效 

RTE? 不 可 以 。null 在 系统 中 是 一 个 特定 的 区 域 ， 如 果 想 让 节点 2 的 

next 指 针 指 向 null， 必 须 找到 节点 2。 








问题 二 : 这 种 删除 方式 在 本 质 上 根本 就 不 是 删除 了 node 节 点 ， 而 是 
把 node 节 点 的 值 改 变 ， 然 后 删除 node 的 下 一 个 节点 ， 在 实际 的 工程 中 可 
能 会 带 来 很 大 问题 。 比 如 ， 工 程 上 的 一 个 节点 可 能 代表 很 复杂 的 结构 ， 
节点 值 的 复制 会 相当 复杂 ， 或 者 可 能 改变 市 点 值 这 个 操作 都 是 被 禁止 
的 ; 再 如 ， 工 程 上 的 一 个 节点 代表 提供 服务 的 一 个 服务 器 ， 外 界 对 每 个 
节点 都 有 很 多 依赖 ， 比 如 ， 示 例 中 删除 节点 2 时 ， 其 实 影响 了 节点 3 对 外 
提供 的 服务 。 























这 种 删除 方式 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 removeNodeWired 方 
VRE 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public void removeNodeWired(Node node) { 
if (node == null) { 


return; 


} 


Node next = node.next; 
if (next == null) { 
throw new RuntimeException("can not rem 
} 
node.value = next.value; 


node.next = next.next; 


A FF HIT GER ANG AA 
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AE ER NOK ahead FP UG APE, ERT RE TT RTE El 
头 节点 。 给 定 这 样 一 个 环形 单 链表 的 头 节 点 head 和 一 个 整数 num， 请 生 
成 节点 值 为 num 的 新 节点 ， 并 插入 到 这 个 环形 链表 中 ， 保 证 调整 后 的 链 
RUTE o 


【 难度 】 
E Ww ke kk 
【解答 】 


直接 给 出 时 间 复 杂 度 为 O N )、 额 外 空间 复杂 上 度 为 O (1) 的 方法 。 具 
体 过 程 如 下 : 


1. 生成 节点 值 为 num 的 新 节点 ， 记 为 node。 


2. 如 末 链 表 为 衬 ， 让 node 目 己 组 成 环形 链表 ， 然 后 直接 返回 


node。 


3. 如 果 链 表 不 为 空 ， 令 变量 pre=head，cur=head.next， 然 后 令 pre 
和 cur 同 步 移 动 下 去 ， 如 果 遇 到 pre 的 节点 值 小 于 或 等 于 num， 并 且 cur 的 
节点 值 大 于 或 等 于 num， 说 明 node 应 该 在 pre 节 点 和 cur 节 点 之 间 插 入 ， 
插入 node， 然 后 返回 head 即 可 。 例 如 ， 链 表 1->3->4->1->...，num=2。 
应 该 把 节点 值 为 2 的 节点 插入 到 1 和 3 之 间 ， 然 后 返回 头 节 点 。 





4. 如 宋 pre 和 cur 转 了 一 圈 ， 这 期 间 都 没有 发 现 步 又 3 所 说 的 情况 ， 
说 明 node 应 该 插入 到 头 节 点 的 前 面 ， 这 种 情况 之 所 以 会 发 生 ， 要 么 是 因 
为 node 节 点 的 值 比 链 表 中 每 个 节点 的 值 都 大 ， 要 么 是 因为 node 的 值 比 链 
表 中 每 个 节点 的 值 都 小 。 








分 别 举 两 个 例子 : 示例 1， 链 表 1->3->4->1->...，num=5， 应 该 把 节 
点 值 为 5 的 节点 ， 插 入 到 节点 1 的 前 面 ， 示例 2， 链 表 1->3->4->1->...， 
num=0， 也 应 该 把 节点 值 为 0 的 节点 ， 插 入 到 节点 1 的 前 面 。 
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具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 insertNum 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node insertNum(Node head, int num) { 
Node node = new Node(num); 
if (head == null) { 
node.next = node; 


return node; 


} 


Node pre 


head; 
Node cur = head.next; 
while (cur ! = head) { 
if (pre.value <= num && cur.value >= nu 


break; 


pre = cur; 


O 
C 
= 

Il 


cur.next; 
} 

pre.next = node; 
node.next = cur; 


return head.value < num ? head : node; 


合并 两 个 有 序 的 单 链 表 


LAH] 


给 定 两 个 有 序 单 链 表 的 头 节 点 head1 和 head2， 请 合并 两 个 有 序 链 
表 ， 合 并 后 的 链表 依然 有 序 ， 并 返回 合并 后 链表 的 头 节 点 。 


例如 : 

0->2->3->7->null 

1->3->5->7->9->null 

合并 后 的 链表 为 : 0->1->2->3->3->5->7->7->9->null 
DEE] 

E 00701 
【解答 】 


本 题 比 较 简 单 ， 假 设 两 个 链表 的 长 度 分 别 为 M 和 N ， 直 接 给 出 时 间 
ER NO (M +N )、 额 外 空间 复杂 度 为 O (1) 的 方法 。 具 体 过 程 如 下 : 


1. 如 果 两 个 链表 中 有 一 个 为 空 ， 说 明 无 须 合 并 过 程 ， 返 回 另 一 个 
链表 的 头 节 点 即 可 。 


2. 比较 head1 和 head2 的 值 ， 小 的 节点 也 是 合并 后 链表 的 最 小 节 
点 ， 这 个 节点 无 疑 应 该 是 合并 链表 的 头 节点 ， 记 为 head; 在 之 后 的 步骤 


E, TABS ERS SAA AED» 9 ERS IT T RARE 
到 这 个 链表 中 。 





3. 不 妨 设 head 节 点 所 在 的 链表 为 链表 1， 另 一 个 链表 为 链表 2。 链 
表 1 和 链表 2 都 从 头 部 开始 一 起 遍历 ， 比 较 每 次 遍历 到 的 两 个 节点 的 值 ， 
记 为 cur1 和 cur2， 然 后 根据 大 小 关系 做 出 不 同 的 调整 ， 同 时 用 一 个 变量 
pre 表 示 上 次 比较 时 值 较 小 的 节点 。 


例如 ， 链 表 1 为 1->5->6->null， 链 表 2 为 2->3->7->null。 


cur1=1，cur2=2，pre=null。curl 小 于 cur2， 不 做 调整 ， 因 为 此 时 
curl 较 小 ， 所 以 令 pre=cur1=1， 然 后 继续 授 历 链表 1 的 下 一 个 节点 ， 也 就 
是 节点 5。 


cur1=5，cur2=2，pre=1。cur2 小 于 cur1， 让 pre 的 next 指 针 指 回 
cur2，cur2 的 next 指 针 指 向 cur1， 这 样 ，cur2 便 插入 到 链表 1 中 。 因 为 此 
时 cur2 较 小 ， 所 以 令 pre=cur2=2， 然 后 继续 遇 历 链表 2 的 下 一 个 节点 ， 也 
就 是 节点 3。 这 一 步 完 成 后 ， 链 表 1 变 为 1->2->5->6->null， 链 表 2 变 为 3- 


>7->null, curl=5, cur2=3, pre=2. 


cuU1=5，cur2=3，pre=2。 此 时 又 是 cur2 较 小 ， 与 上 一 步调 整 类 似 ， 
这 一 步 完 成 后 ， 链 表 1 变 为 1->2->3->5->6->null， 链 表 2 为 7->null， 


curl=5, cur2=7, pre=3. 


curl1=5，cur2=7，pre=3。curl 小 于 cur2， 不 做 调整 ， 因 为 此 时 cur1l 
较 小 ， 所 以 令 pre=cur1=5， 然 后 继续 过 历 链 表 1 的 下 一 个 节点 ， 也 束 是 节 
点 6。 


curl1=6，cur2=7，pre=5。curl 小 于 cur2， 不 做 调整 ， 因 为 此 时 cur1l 


较 小 ， 所 以 令 pre=cur1=6， 此 时 已 经 走 到 链表 1 的 最 后 一 个 节点 ， 再 往 下 
了 驶 结束 ， 如 果 链 表 1 或 链表 2 有 任何 一 个 走 到 了 结束 ， 就 进入 步骤 4。 











4. 如 果 链 表 1 先 走 完 ， 此 时 cur1=null，pre 为 链表 1 的 最 后 一 个 节 
点 ， 那 么 就 把 pre 的 next 指 针 指 向 链表 2 当前 的 节点 〈 即 cur2) ， 表 示 把 
链表 2 没 遍 历 到 的 有 序 部 分 直接 拼接 到 最 后 ， 调 整 结束 。 如 果 链 表 2 先 走 
完 ， 说 明 链 表 2 的 所 有 节点 都 已 经 插入 到 链表 1 中 ， 调 整 结 








5. 返回 合并 后 链表 的 头 节 点 head。 
全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 merge 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node merge(Node head1, Node head2) { 
if (head1 == null || head2 == null) { 


return head1 ! = null ? head1 : head2; 


Node head = head1.value < head2.value ? head1 : 
Node cur1 = head == head1 ? head1 : head2; 
Node cur2 = head == head1 ? head2 : headi; 


Node pre = null; 


Node next = null; 
while (curi ! = null && cur2 ! = null) { 
if (curi.value <= cur2.value) { 
pre = curl; 
cur1 = curi.next; 
} else { 
next = cur2.next; 
pre.next = cur2; 
cur2.next = cur1; 
pre = cur2; 


cur2 = next; 


} 


pre.next = cur1 == null ? cur2 : curi; 


return head; 


按照 还 右 半 区 的 方式 重新 组 合 单 链表 


LAH] 


给 定 一 个 单 链表 的 头 部 节点 head， 链 表 长 度 为 N > WRN 为 偶数 ， 
那么 前 N /2 个 节点 算 作 左 半 区 ， 后 N /2 个 节点 算 作 右 半 区 ; 如 果 为 奇 
数 ， 那 么 前 N /2 个 节点 算 作 左 半 区 ， 后 N /2+1 个 节点 算 作 右 半 区 。 左 半 
区 从 左 到 右 依 次 记 为 L1->L2->...， 右 半 区 从 左 到 右 依 次 记 为 R1->R2- 
>...， 请 将 单 链表 调整 成 L1->R1->L2->R2->... 的 形式 。 





例如 : 

1->null， 调 整 为 1->null。 

1->2->null， 调 整 为 1->2->nul]。 

1->2->3->null， 调 整 为 1->2->3->null。 

1->2->3->4->null， 调 整 为 1->3->2->4->null。 

1->2->3->4->5->null， 调 整 为 1->3->2->4->5->null。 

1->2->3->4->5->6->null， 调 整 为 1->4->2->5->3->6->null。 
DER] 
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【解答 】 


假设 链表 的 长 度 为 N ， 直 接 给 出 时 间 复 杂 度 为 O (CN )、 额 外 空间 复 
KENO (1) 的 方法 。 具 体 过 程 如 下 : 





1. 如 果 链 表 为 空 或 长 度 为 1， 不 用 调整 ， 过 程 直 接 结束 。 





2. 链表 长 度 大 于 1 时 ， 过 有 历 一 轴 找 到 元 半 区 的 最 后 一 个 节点 ， 记 为 


mid 。 


例如 : 1->2，mid 为 1:1->2->3，mid 为 1:1->2->3->4，mid 为 2:1->2- 
>3->4->5，mid 为 2;1->2->3->4->5->6，mid 为 3。 也 就 是 说 ， 从 长 度 为 2 
开始 ， 长 度 每 增加 2，mid 就 往 后 移动 一 个 节点 。 





3. 电 历 一 过 找到 mid 之 后 ， 将 左 半 区 与 右 半 区 分 离 成 两 个 链表 
(mid.next=null) ， 分 别 记 为 left(head) 和 right《〈 原 来 的 mid.next) 。 





4. 将 两 个 链表 按照 题目 要 求 合 并 起 来 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 relocate 方 法 ， 其 中 的 mergeLR 方 法 为 
步骤 4 的 合并 过 程 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int value) { 


this.value = value; 


public void relocate(Node head) { 


if (head == null || head.next == null) { 
return; 

} 

Node mid = head; 

Node right = head.next; 

while (right.next ! = null && right.next.next ! 
mid = mid.next; 
right = right.next.next; 

} 

right = mid.next; 

mid.next = null; 


mergeLR(head, right); 


public void mergeLR(Node left, Node right) { 

Node next = null; 

while (left.next ! = null) { 
next = right.next; 
right.next = left.next; 
left.next = right; 
left = right.next; 
right = next; 

} 

left.next = right; 


第 3 Å 
二 义 树 问题 


分 别 用 递归 和 非 递归 方式 实现 二 又 树 
先 序 、 中 序 和 后 序 过 历 


LAH] 





用 递归 和 非 递归 方式 ， 分 别 按照 二 又 树 先 序 、 中 序 和 后 序 打印 所 有 
的 节点 。 我 们 约定 : TORU ARR. Zn. 4; PP IIR A Ze 
根 、 右 ; 后 序 壳 历 顺序 为 左 、 右 、 根 。 

















【 难度 】 
校 kkk 


【解答 】 





用 递归 方式 实现 三 种 遍历 是 教材 上 的 基础 内 容 ， 本 书 不 再 详 述 ， 直 
接 给 出 代码 实现 。 


先 序 壳 历 的 递归 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 preOrderRecur 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public void preOrderRecur(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
} 
System.out.print(head.value + " "); 
preOrderRecur(head.left); 


preOrderRecur(head.right); 


FEAR A SEE tn PARET F HJinOrderRecur FYR. 


public void inOrderRecur(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
) 
inOrderRecur(head.left); 
System.out.print(head.value + " "); 


inOrderRecur(head.right); 


} 
Ja Fi We VA Sco SE BHF RAS HJposOrderRecur FK. 


public void posOrderRecur(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
) 
posorderRecur(head.left); 
posorderRecur(head.right); 
System.out.print(head.value + " "); 


} 


用 递归 方法 解决 的 问题 都 能 用 非 递 归 的 方法 实现 。 这 是 因为 递归 方 
法 无 非 束 古 利用 函数 栈 来 保存 信息 ， 如 果 用 自己 申请 的 数据 结构 来 代 葵 
函数 栈 ， 也 可 以 实现 相同 的 功能 。 





用 非 递 归 的 方式 实现 二 叉 树 的 先 序 轴 历 ， 具 体 过 程 如 下 : 
1. 申请 一 个 新 的 栈 ， 记 为 stack。 然 后 将 头 节点 head 压 入 stack 中 。 


2. 从 stack 中 弹出 栈 顶 节点 ， 记 为 cur， 然 后 打印 cur 节 点 的 值 ， 再 将 
节点 cur 的 右 孩 子 〈 不 为 空 的 话 ) 先 压 入 stack 中 ， 最 后 将 cur 的 左 孩 子 
(不 为 空 的 话 ) 压 入 stack 中 。 


3. 不 断 重 复 步 骤 2， 直 到 stack 为 空 ， 全 部 过 程 结 束 。 


下 面 举例 说 明 整 个 过 程 ， 一 棵 二 叉 树 如 图 3-1 所 示 。 


G) CR © 


图 3-1 





节点 1 移入 栈 ， 然 后 弹出 并 打印 。 接 下 来 先 把 节点 3 压 入 stack， 再 把 
节点 2 压 入 ，stack 从 栈 顶 到 栈 撒 依次 为 2，3。 


节点 2 弹出 并 打印 ， 把 节点 5 压 入 stack， 再 把 节点 4 压 入 ，stack 从 栈 
顶 到 栈 底 为 4，5，3。 


节点 4 弹出 并 打印 ， 节 点 4 没有 孩子 压 入 stack，stack 从 栈 顶 到 栈 底 依 
KANS 3. 





节点 5 弹出 并 打印 ， 节 点 5 没有 孩子 压 入 stack，stack 从 栈 顶 到 栈 底 依 
次 为 3。 


节点 3 弹出 并 打印 ， 把 节点 7 压 入 stack， 再 把 节点 6 压 入 ，stack 从 栈 
顶 到 栈 底 为 6，7。 


节点 6 弹出 并 打印 ， 节 点 6 没有 孩子 压 入 stack，stack 目 前 从 栈 顶 到 栈 
底 为 7。 





市 把 7 弹出 并 打印 ， 节 点 7 没有 孩子 压 入 stack，stack 已 经 为 室 ， 过 程 


整个 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 preOrderUnRecur 方 法 。 


public void preOrderUnRecur(Node head) { 


System.out.print("pre-order: "); 
if (head ! = null) { 
Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 
stack.add(head) ; 
while (! stack.isEmpty()) { 
head = stack.pop(); 
System.out.print(head.value + " 
if (head.right ! = null) { 


stack.push(head.right); 


) 

if (head.left ! = null) I 
stack.push(head.left); 

) 


) 
System.out.println(); 


) 





用 非 递 归 的 方式 实现 二 又 树 的 中 序 遍 历 ， 有 具体 过 程 如 下 : 
1. 申请 一 个 新 的 栈 ， 记 为 stack。 初 始 时 ， 令 变量 cur=head。 


2. 先 把 cur 节 点 压 入 栈 中 ， 对 以 cur 节 点 为 头 的 整 棵 子 树 来 说 ， 依 次 
把 无 边界 压 入 栈 中 ， 即 不 停 地 令 cur=cur.left， 然 后 重复 步骤 2。 


3. 不 断 重 复 步 骤 2， 直 到 发 现 cur 为 空 ， 此 时 从 stack 中 弹出 一 个 节 
点 ， 记 为 node。 打 印 node 的 值 ， 并 且 让 cur=node.right， 然 后 继续 重复 步 


又 2。 





4. “stack © Hour FH, FNISE IE. 
还 是 用 图 3-1 的 例子 来 说 明 整 个 过 程 。 


初始 时 cur 为 节点 1， 节点 1 压 入 stack， 令 cur=cur.left， 即 cur 变 为 
节点 2。 (步骤 1+ 步 骤 2 





cur 为 节点 2， 将 节点 2 压 入 stack， 令 cur=curleft， 即 cur 变 为 节点 4。 
( 步 桑 2) 


cur 为 节点 4， 将 节点 4 压 入 stack， 令 cur=cur.left， 即 cur 变 为 null， 此 
时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 4，2，1。 CUI) 


cur 为 null， 从 stack 弹 出 节点 4(node) 并 打印 ， 令 cur=node.right， 即 cur 
为 null， 此 时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 2，1。 (步骤 3) 


cur 为 null， 从 stack 弹 出 节点 2node) 并 打印 ， 令 cur=node.right， 即 cur 
变 为 节点 5， 此 时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 1。《〈 步 又 3 ) 


cur 为 节点 5， 将 节点 5 压 入 stack， 令 cur=cur.left， 即 cur 变 为 null， 此 
时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 5，1。 CUI) 


cur 为 null， 从 stack 弹 出 节点 5(node) 并 打印 ， 令 cur=node.right， 即 cur 
仍 为 null， 此 时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 1 。 GER) 


cur 为 null， 从 stack 弹 出 节点 1(node) 并 打印 ， 令 cur=node.right， 即 cur 
变 为 节点 3， 此 时 stack 为 室 。 (步骤 3) 


cur 为 节点 3， 将 节点 3 压 入 stack， 令 cur=cur.left 即 cur 变 为 节点 6; 此 
时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 3。 OD IR) 


cur 为 节点 6， 将 节点 6 压 入 stack， 邻 cur=cur.left 即 cur 变 为 null， 此 时 
stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 6，3。 OUR) 





cur 为 null， 从 stack 弹 出 节点 6(node) 并 打印 ， 令 cur=node.right， 即 cur 
仍 为 null， 此 时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 ?3。 (步骤 3) 


cur 为 null， 从 stack 弹 出 节点 3(node) 并 打印 ， 令 cur=node.right， 即 cur 
变 为 节点 7， 此 时 stack 为 室 。 (步骤 3) 





cur 为 节点 7， 将 节点 7 压 入 stack， 令 cur=cur.left， 即 cur 变 为 null， 此 
时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 7。 (步骤 2) 


cur 为 null， 从 stack 弹 出 节点 7(node) 并 打印 ， 令 cur=node.right， 即 cur 
仍 为 nul， 此 时 stack 为 空 。( 步 又 3) 


cur 为 null，stack 也 为 空 ， 整 个 过 程 停止 。〈 步 又 4) 


通过 与 例子 结合 的 方式 我 们 发 现 ， 步 又 1 到 步骤 4 就 是 依次 先 打印 左 
TH, GER TITT R, 最 后 条 印 右 子 树 。 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 inOrderUnRecur 方 法 。 


public void inOrderUnRecur(Node head) { 
System.out.print("in-order: "); 
if (head ! = null) { 
Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 
while (! stack.isEmpty() || head ! = nu 
if (head ! = null) { 
stack.push(head); 
head = head.left; 


} else { 
head = stack.pop(); 
System.out.print(head.v 


head = head.right; 


} 
System.out.println(); 


) 








FEE AY IT GSE SA AE FEDA KRIS ASK IT 
法 供 读者 参考 。 


先 介绍 用 两 个 栈 实现 后 序 过 历 的 过 程 ， 具 体 过程 如 下 : 


1. 申请 一 个 栈 ， 记 为 S1， 然 后 将 头 节 点 head 压 入 s1 中 。 





2. 从 s1 中 弹出 的 节点 记 为 cur， 然 后 依次 将 cur 的 左 孩 子 和 右 孩 子 压 
入 sl 中 。 


3. 在 整个 过 程 中 ， 每 一 个 从 sl 中 弹出 的 节 扣 都 放 进 s2 中 。 


4. 不 断 重 复 步 又 2 和 步骤 3， 直 到 s1 为 空 ， 过 程 停止 。 








5. 从 s2 中 依次 弹出 节点 并 打印 ， 打 印 的 顺序 就 是 后 序 损 历 的 顺 
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还 是 用 图 3-1 的 例子 来 说 明 整 个 过 程 。 


节点 1 放 入 sl 中 。 








从 sl 中 弹出 节点 1， 节 点 1 放 入 s2， 然 后 将 节点 2 和 节点 3 依次 放 入 
sl1， 此 时 sl1 从 栈 顶 到 栈 底 为 3，2; s2 从 栈 顶 到 栈 底 为 1。 








从 sl 中 弹出 节点 3， 节 点 3 放 入 s2， 然 后 将 节点 6 和 节点 7 依次 放 入 
s1， 此 时 s1 从 栈 顶 到 栈 底 为 7，6，2; s2 从 栈 顶 到 栈 底 为 3，1。 











从 sl 中 弹出 节点 7， 节 点 7 放 入 s2， 节 点 7 无 孩子 节点 ， 此 时 s1 从 栈 顶 
到 栈 底 为 6，2; s2 从 栈 顶 到 栈 底 为 7，3，1。 











从 sl 中 弹出 节点 6， 节 点 6 放 入 s2， 节 点 6 无 孩子 节点 ， 此 时 s1 从 栈 顶 
到 栈 底 为 2;s2 从 栈 顶 到 栈 压 为 6 7, 3, 1. 








从 sl 中 弹出 节点 2， 节 点 2 放 入 s2， 然 后 将 节点 4 和 节点 5 依次 放 入 
s1， 此 时 s1 从 栈 顶 到 栈 底 为 5，4; s2 从 栈 顶 到 栈 底 为 2，6，7，3，1。 











从 si 中 弹出 节点 5， 节 点 5 放 入 s2， 节 点 5 无 孩子 节点 ， 此 时 sl 从 栈 顶 
到 栈 底 为 4;s2 从 栈 顶 到 栈 底 为 5，2，6，7，3，1。 











从 sl 中 弹出 节点 4， 节 点 4 放 入 s2， 节 点 4 无 孩子 节点 ， 此 时 s1 为 空 ; 
s2 从 栈 顶 到 栈 底 为 4， 55 2, 6, Ta 3; Ts 


过 程 结 束 ， 此 时 只 要 依次 弹出 s2 中 的 节点 并 打印 即 可 ， 顺 序 为 4， 
5, 2, 6, 7, 3, 1. 


通过 如 上 过 程 我 们 知道 ， 每 棵 子 树 的 头 节 点 都 最 先 从 s1 中 弹出 ， 然 
后 把 该 节点 的 孩子 节点 按照 先 左 再 右 的 顺序 压 入 s1， 那 么 从 s1 弹 出 的 顺 
序 就 是 先 右 再 左 ， 所 以 从 sl 中 弹出 的 顺序 就 是 中 、 右 、 左 。 然 后 ，s2 重 
新 收集 的 过 程 就 是 把 s1 的 弹出 顺序 逆序 ， 所 以 s2 从 栈 顶 到 栈 底 的 顺序 就 
变 成 了 左 、 右 、 中 。 


























使 用 两 个 栈 实现 后 序 壳 历 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
posOrderUnRecur1 方 法 。 


Ñ 


public void posorderUnRecuri(Node head) { 
System.out.print("pos-order: "); 
if (head ! = null) { 
Stack<Node> si = new Stack<Node>(); 
Stack<Node> s2 = new Stack<Node>( ); 
s1.push(head); 
while (! s1.isEmpty()) I 
head = s1.pop(); 
s2.push(head); 
if (head.left ! = null) { 
si.push(head.left); 


} 

if (head.right ! = null) { 
s1.push(head.right); 

} 


} 
while (! s2.isEmpty()) { 


System.out.print(s2.pop().value 


3 
System.out.println(); 





BUE NA RH MELEREDE, HØSTE TP: 


1. 申请 一 个 栈 ， 记 为 stack， 将 头 节点 压 入 stack， 同 时 设置 两 个 变 
量 h 和 c。 在 整个 流程 中 ，h 代 表 最 近 一 次 弹出 并 打印 的 节点 ，c 代 表 stack 
的 栈 顶 节点 ， 初 始 时 h 为 头 节点 ，c 为 null。 





2. 每 次 令 c 等 于 当前 stack 的 栈 顶 节点 ， 但 是 不 从 stack 中 弹出 ， 此 时 
分 以 下 三 种 情况 。 


@ 如 果 c 的 左 孩子 不 为 nall， 并 且 h 不 等 于 c 的 左 孩子 ， 也 不 等 于 c 的 
右 孩 子 ， 则 把 c 的 左 孩 子 压 入 stack 中 。 具 体 解释 一 下 这 么 做 的 原因 ， 首 
先 h 的 意义 是 最 近 一 次 弹出 并 打印 的 节点 ， 所 以 如 果 h 等 于 c 的 左 孩 子 或 
者 右 孩 子 ， 说 明 c 的 左 子 树 与 右 子 树 已 经 打印 完毕 ， 此 时 不 应 该 再 将 c 的 
左 孩 子 放 入 stack 中 。 人 和 否则， 说 明 左 子 树 还 没 处 理 过 ， 那 么 此 时 将 c 的 左 
孩子 压 入 stack 中 。 











己 如 果 条 件 册 不 成 立 ， 并 且 c 的 右 孩 子 不 为 null，h 不 等 于 c 的 右 孩 
子 ， 则 把 c 的 右 孩 子 压 入 stack 中 。 合 义 是 如 果 h 等 于 c 的 右 孩 子 ， 说 明 c 的 
右 子 树 已 经 打 印 完 毕 ， 此 时 不 应 该 再 将 c 的 右 孩 子 放 入 stack 中 。 人 否则 ， 
说 明 右 子 树 还 没 处 理 过 ， 此 时 将 c 的 右 孩 子 压 入 stack 中 。 











如 果 条 件 吕 和 条 件 书 都 不 成 立 ， 说 明 c 的 左 子 树 和 右 子 树 都 已 经 
打印 完毕 ， 那 么 从 stack 中 弹出 c 并 打印 ， 然 后 令 h=c。 


3. 一 直 重 复 步骤 2， 直 到 stack 为 空 ， 过 程 停止 。 
依然 用 图 3-1 的 例子 来 说 明 整 个 过 程 。 


节点 1 压 入 stack， 初 始 时 h 为 节点 1，c 为 null，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 





令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节点 一 一 节点 1， 此 时 步骤 2 的 条 件 中 命中 ， 将 


节点 2 压 入 stack，h 为 节点 1，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 2，1 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节点 一 一 节点 2， 此 时 步骤 +. 命中 ， 将 
节点 4 压 入 stack，h 为 节点 1，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 4，2， 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节点 一 -节点 4， 此 时 步骤 2 的 条 件 @ 合 中， 将 
节点 4 从 stack 中 弹出 并 打印 ，h 变 为 节点 4，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 2，1 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节点 一 一 节点 2， 此 时 步 双 oe 将 
节点 5 压 入 stack，h 为 节点 4，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 5，2， 





令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节点 一 一 节点 5， 此 时 步骤 2 的 条 件 @ 命 中 ， 将 
节点 5 从 stack 中 弹出 并 打印 ，h 变 为 节点 5，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 2，1 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节点 一 节点 2， 此 时 步骤 2 的 条 件 @ 命 中， 将 
节点 2 从 stack 中 弹出 并 打印 ，h 变 为 节点 2，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 1。 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节点 一 一 节 点 1， 此 时 步骤 2 的 条 件 @ 命 中， 将 
节点 3 压 入 stack，h 为 节点 2，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 ?3，1 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节 H— EG 此 时 步 又 Re 中 ， 将 
节点 6 压 入 stack，h 为 节点 2，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 6，3， 





令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节 点 一 节点 6， 此 时 步骤 2 的 条 件 人 命中 ， 将 
节点 6 从 stack 中 弹出 并 打印 ，h 变 为 节点 6，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 3，1 


令 c 等 于 stack 的 栈 项 节点 一 一 节点 3， 此 时 步 双 ui 命中 ， 将 
节点 7 压 入 stack，h 为 节点 6，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 7，3， 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节点 一 节点 7， 此 时 步骤 2 的 条 件 @ 命 中， 将 


节点 7 从 stack 中 弹出 并 打印 ，h 变 为 节点 7，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 ?9，1。 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节点 一 一 节点 3， 此 时 步骤 2 的 条 件 @ 命 中 ， 将 
节点 3 从 stack 中 弹出 并 打印 ，h 变 为 节点 3，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 1。 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节点 一 一 节点 1， 此 时 步骤 2 的 条 件 @ 命 中， 将 


节点 1 从 stack 中 弹出 并 打印 ，h 变 为 节点 


过 程 结束 。 


只 用 一 个 栈 实现 后 序 避 历 的 全 部 过 程 请 


posOrderUnRecur2 方 法 。 


1，stack 为 空 


参看 如 下 代码 中 的 


Y 


public void posOrderUnRecur2(Node h) { 


System.out.print("pos-order: "); 


if (h ! 


null) { 

Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 
stack.push(h); 

Node c = null; 


while (! stack.isEmpty()) { 


c = stack.peek(); 

if (c.left ! = null && h ! = c. 
stack.push(c.left); 

} else if (c.right ! = null && 
stack.push(c.right); 

} else { 
System.out.print(stack. 


h = C; 


} 
System.out.println(); 


打印 二 又 树 的 边界 节操 


LAH] 
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边界 节点 的 逆 时 针 打 印 。 


1， 头 节点 为 边界 节点 。 


2. 叶 市 点 为 边界 市 点 。 








3. 如 果 市 点 在 其 所 在 的 层 中 是 最 左 或 最 右 的 ， 那 么 也 是 边界 市 
Mo 


标准 二 : 

1. KARATE. 

2， 叶 节点 为 边界 节点 。 

3. 树 左 边界 延伸 下 去 的 路 径 为 边界 市 反 。 
4. 树 右 边界 延伸 下 去 的 路 径 为 边界 节点 。 
例如 ， 如 图 3-2 所 示 的 树 。 


13 1415 16 
图 3-2 





按 标 准 一 的 打印 结果 为 : 1, 2, 4, 7, 11, 13, 14, 15, 16, 12, 
10, 6, 3 


按 标 准 二 的 打印 结果 为 : Ly 2, 4, 7, 13, 14, 15, 16, 10, 6, 3 
【要 求 】 


1. 如 果 节 点 数 为 N ， 两 种 标准 实现 的 时 间 复 杂 度 要 求 都 为 O (N )， 
额外 空间 复杂 度 要 求 都 为 O (h), 为 二 又 树 的 高 度 。 





2. 两 种 标准 都 要 求 逆 时 针 顺 序 且 不 重复 打印 所 有 的 边界 节点 。 
【难度 】 

kn 
【解答 】 


按照 标准 一 的 要 求实 现 打印 的 具体 过 程 如 下 : 





1. 得 到 二 又 树 每 一 层 上 最 左 和 最 右 的 节点 。 以 题目 的 例子 来 说 ， 
这 个 记录 如 下 : 


第 一 层 1 1 
第 二 层 2 3 
第 三 层 4 6 
第 四 层 7 10 
第 五 层 11 12 
第 六 层 13 16 





2. 从 上 到 下 打印 所 有 层 中 的 最 左 节 点 。 对 题目 的 例子 来 说 ， 即 打 
By PR RE 





3. AE SX, TEEN TR BABE ATR 
但 同时 又 是 叶 节 点 的 节点 。 对 题目 的 例子 来 说， 即 打 印 : 14，15。 











4. 从 下 到 上 打印 所 有 层 中 的 最 右 节 点 ， 但 节点 不 能 既是 最 左 节 
又 是 最 右 节 点 。 对 题目 的 例子 来 说 ， BUF] EN: 16, 12, 10, 6, 3. 





按 标准 一 打印 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printEdge1 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public void printEdge1(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
) 
int height = getHeight(head, 0); 
Node[][] edgeMap = new Node[height][2]; 
setEdgeMap(head, 0, edgeMap); 
// 打印 左边 界 
for (int i = 0; i ! = edgeMap.length; i++) I 





System.out.print(edgeMap[i][0].value + 
) 
11 打印 既 不 是 左边 界 ， 也 不 是 右边 界 的 叶子 节点 
printLeafNotInMap(head, 0, edgeMap); 
// 打印 右边 界 ， 但 不 是 左边 界 的 节点 
for (int i = edgeMap.length - 1; i ! = -1; i--) 








if (edgeMap[i][0] ! = edgeMap[i][1]) I 


System.out.print(edgeMap[i][1]. 


} 
System.out.println(); 


public int getHeight(Node h, int 1) { 
if (h == null) I 


return 1; 


} 
return Math.max(getHeight(h.left, 1 + 1), getHe 


public void setEdgeMap(Node h, int 1, Node[][] edgeMap) 
if (h == null) I 
return; 
} 
edgeMap[1][0] = edgeMap[1][0] == null ? h : edg 
edgeMap[1][1] = h; 
setEdgeMap(h.left, 1 + 1, edgeMap); 


setEdgeMap(h.right, 1 + 1, edgeMap); 


public void printLeafNotInMap(Node h, int 1, Node[][] m 
if (h == null) { 
return; 


} 
if (h.left == null && h.right == null && h ! = 


System.out.print(h.value + " "); 


) 
printLeafNotInMap(h.left, 1 + 1, m); 


printLeafNotInMap(h.right, 1 + 1, m); 


按照 标准 二 的 要 求实 现 打印 的 具体 过 程 如 下 : 


1. MIT TARE FR, AREA TRAAERS, LAA 
孩子 的 节点 ， 记 为 h， 则 进入 步骤 2。 在 这 个 过 程 中 ， 找 过 的 节点 都 打 
印 。 对 题目 的 例子 来 说 ， 即 打印 : 1， 因 为 头 节 点 直接 符合 要 求 ， 所 以 
打印 后 没有 后 续 的 寻找 过 程 ， 直 接 进入 步骤 2。 但 如 果 二 又 树 如 图 3-3 所 
示 ， 此 时 则 打印 : 1，2，3。 节 点 3 是 从 头 节点 开始 往 下 第 一 个 符合 要 求 
的 。 如 末 二 又 树 从 上 到 下 一 直 找 到 叶 节 点 也 不 存在 符合 要 求 的 市 态 ， 说 
明 二 又 树 是 棒状 结构 ， 那 么 打印 找 过 的 市 点 后 且 接 返回 即 可 。 








Pa 


null 2 


3 null 





2.h 的 左 子 树 先进 入 步 又 3 的 打印 过 程 ，h 的 右 子 树 再 进入 步 又 4 的 打 
印 过 程 ， 最 后 返回 。 


3. 打印 左边 界 的 延伸 路 径 以 及 h 左 子 树 上 所 有 的 叶 节 点 ， 具 体 请 参 
看 printLeftEdge 方 法 。 


4. 打印 右边 界 的 延伸 路 径 以 及 h 右 子 树 上 所 有 的 叶 节 点 ， 有 共 体 请 参 
看 printRightEdge 方 法 。 


按 标准 二 打印 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printEdge2 方 法 。 


public void printEdge2(Node head) { 


if (head == null) { 


return; 
i 
System.out.print(head.value + " "); 
if (head.left ! = null && head.right ! = null) 
printLeftEdge(head.left, true); 
printRightEdge(head.right, true); 
} else { 
printEdge2(head.left ! = null ? head.le 
) 


System.out.println(); 


public void printLeftEdge(Node h, boolean print) { 

if (h == null) I 
return; 

} 

if (print || (h.left == null && h.right == null 
System.out.print(h.value + " "); 

) 

printLeftEdge(h.left, print); 

printLeftEdge(h.right, print && h.left == null 


public void printRightEdge(Node h, boolean print) { 
if (h == null) I 


return; 


) 
printRightEdge(h.left, print && h.right == null 


printRightEdge(h.right, print); 
if (print || (h.left == null && h.right == null 


System.out.print(h.value + " "); 


如 何 较为 直观 地 打印 二 又 树 


LAH] 


XW DA AT JA RTE DE å RA HE, (Ee AS EM 
JE NASA ER EEK, DE PE IE ROR NG ION 
SKARA BE RENE EDIE A RSA TRE AE RON PT AIR 
点 head， 已 知 二 又 树 节 点 值 的 类 型 为 32 位 整 型 ， 请 实现 一 个 打印 二 又 树 
的 函数 ， 可 以 直观 地 展示 树 的 形状 ， 也 便于 男 出 真实 的 结构 。 


【 难度 】 
HO kkk 
【 解答 】 


这 是 一 道 较 开 放 的 题目 ， 面 试 者 不 仅 要 设计 出 符合 要 求 且 不 会 产生 
歧义 的 打印 方式 ， 还 要 考虑 实现 难度 ， 在 面试 时 仅仅 写 出 思路 必然 是 不 
满足 代码 面试 要 求 的 。 本 书 给 出 一 种 符合 要 求 且 代 码 量 不 大 的 实现 ， 希 
望 读 者 也 能 实现 并 优化 自己 的 设计 。 具 体 过 程 如 下 : 








1. 设计 打印 的 样式 。 实 现 者 首先 应 该 解决 的 问题 是 用 什么 样 的 方 
式 来 无 疏 义 地 打印 二 叉 树 。 比 如 ， 二 又 树 如 图 3-4 所 示 。 


(a) © 
Q) 


图 3-4 





对 如 图 3-4 所 示 的 二 叉 树 ， 本 书 设计 的 打印 样式 如 图 3-5 所 示 。 


væv 

v3v 
ASA 

HIH 
A2A 
V7v 
NÅN 
图 3-5 








下 面 解释 一 下 如 何 看 打印 的 结果 。 首 先 ， 二 又 树 大 概 的 样子 是 把 打 
印 结 果 顺 时 针 旋 转 90"， 读 者 可 以 把 图 3-4 的 打印 结果 《也 就 是 图 3-5 顺 时 
针 旋 转 90" 之 后 ) 做 一 下 对 比 ， 两 幅 图 是 存在 明显 对 应 关系 的 ; 接 下 
来 ， 怎 么 清晰 地 确定 任何 一 个 节点 的 父 节 点 呢 ? 如 果 一 个 节点 打印 结果 
的 前 绥 与 后 绥 都 有 “H” (比如 图 3-5 中 的 “5H1H”) ， 说 明 这 个 节点 是 头 节 
点 ， 当 然 就 不 存在 父 节 点 。 如 果 一 个 节点 打印 结果 的 前 绥 与 后 绥 都 
有 “v”， 表 示 父 节点 在 该 节点 所 在 列 的 前 一 列 ， 在 该 节点 所 在 行 的 下 
方 ， 并 且 是 离 该 节点 最 近 的 节点 。 比 如 图 3-5 中 
的 “v3v”、“v6y” 和 “v7v”， 父 节点 分 别 为 “<H1H”、“v3vy” 和 “和 ^4^”。 如 果 一 
个 节点 打印 结果 的 前 缀 与 后 级 都 有 “^”， 表 示 父 节点 在 该 节点 所 在 列 的 



































前 一 列 ， 在 该 节点 所 在 行 的 上 方 ， 并 且 是 离 该 节点 最 近 的 节点 。 比 如 ， 
图 3-5 中 的 “A5A>”、 CADA FAA”, ACT 1 A v3v”. “H1H” All “A2A” , 


2. 一 个 需要 重点 考虑 的 问题 一 一 规定 节点 打印 时 占用 的 统一 长 
度 。 我 们 必须 规定 一 个 节点 在 打印 时 到 底 占 多 长 。 试 想 一 下 ， 如 果 有 些 
节点 的 值 本 身 的 长 度 很 短 ， 比 如 “1”、“2” 等 ， 而 有 些 节点 的 值 本身 的 长 
度 很 长 ， 比 如 “43323232”、“78787237” 等 ， 那 么 如 果 不 规定 一 个 统一 的 
长 度 ， 在 打印 一 个 长 短 值 交 蔡 的 二 叉 树 时 必然 会 出 现 格 式 对 不 齐 的 问 
题 ， 进 而 产生 歧义 。 在 Java 中 ， 整 型 值 占 用 长 度 最 长 的 值 是 
Integer. MIN VALUE 〈 即 -2147483648) ， 占 用 的 长 度 为 11， 加 上 前 组 
和 后 级 (“H”、“v” 或 “”) 之 后 占用 长 度 为 13。 为 了 在 打印 之 后 更 好 地 区 
分 ， 再 把 前 面 加 上 两 个 空格 ， 后 面 加 上 两 个 空格 ， 总 共 占 用 长 度 为 17。 
也 就 是 说 ， 长 度 为 17 的 空间 必然 可 以 放下 任何 一 个 32 位 整数 ， 同 时 样式 
还 不 错 。 至 此 ， 我 们 约定 ， 打 印 每 一 个 节 点 的 时 候 ， 必 须 让 每 一 个 节点 
在 打印 时 占用 长 度 都 为 7， 如果 不足 ， 前 后 都 用 空格 补 齐 。 比 如 节点 值 
为 8， 假 设 这 个 节点 加 上 “v” 作 为 前 后 级 ， 那 么 实质 内 容 为 “v8v”， 长 度 
才 为 3， 在 打印 时 在 “v8v” 的 前 面 补 7 个 空格 ， 后 面 也 补 7 个 空格 ， 让 总 长 
度 为 17。 再 如 节点 值 为 6， 假 设 这 个 节点 加 上 "“v”" 作 为 前 后 缀 ， 那 么 实 
质 内 容 为 “v66v”， 长 度 才 为 4， 在 打印 时 在 “v66v” 的 前 面 补 6 个 空格 ， 后 
面 补 7 个 空格 ， 让 总 长 度 为 17。 总 之 ， 如 果 长 度 不 足 ， 前 后 贴 上 几乎 数 
量 相等 的 空格 来 补 齐 。 











3. 确定 了 打印 的 样式 ， 规 定 了 占用 长 度 的 标准 ， 最 后 来 解释 具体 
的 实现 。 打 印 的 整体 过 程 结 合 了 二 又 树 先 右 子 树 、 再 根 节 点 、 最 后 左 子 
树 的 递归 过 历 过程 。 如 果 递 归 到 一 个 节 氮 ， 首 先 般 历 它 的 右 子 树 。 右 子 
树 损 历 结 束 后 ， 回 到 这 个 节点 。 如 果 这 个 节点 所 在 层 为 ]， 那 么 先 打 印 
1x17 个 空格 (不 换行 )， 然 后 开始 制作 该 节点 的 打印 内 容 ， 这 个 内 容 当 











然 包 括 节 点 的 值 ， 以 及 确定 的 前 后 经 字符 。 如 果 该 市 点 是 其 父 市 点 的 右 
孩子 ， 前 后 级 为 “vy*"， 如 果 是 其 父 市 点 的 左 孩子 ， 前 后 级 为 ^， 如 果 是 
头 节 后， 前 后 级 为 “<H”。 最 后 在 前 后 分 别 贴 上 数量 几乎 一 致 的 空格 ， 占 
用 长 度 为 17 的 打印 内 容 就 制作 完了 ， 打 印 这 个 内 容 后 换行 。 最 后 进行 左 
FAIRE HIT o 





直观 地 打印 二 叉 树 的 所 有 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printTree 方 法 。 


N 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public void printTree(Node head) { 
System.out.println("Binary Tree:"); 
printInOrder(head, 0, "H", 17); 


System.out.println(); 


public void printInOrder(Node head, int height, String 
if (head == null) { 


return; 


printInOrder(head.right, height + 1, "v", len); 
String val = to + head.value + to; 

int lenM = val.length(); 

int lenL = (len - lenM) / 2; 

int lenR = len - lenM - lenL; 

val = getSpace(lenL) + val + getSpace(lenR); 
System.out.println(getSpace(height * len) + val 


printInOrder(head.left, height + 1, "A", len); 


public String getSpace(int num) { 
String space = " "; 
StringBuffer buf = new StringBuffer(""); 
for (int i = 0; i < num; i++) I 
buf .append(space); 


} 
return buf.toString(); 


【扩展 】 


有 关 功 能 设计 的 面试 题 ， 其 实 最 难 的 部 分 并 不 是 设计 ， 而 是 在 设计 
的 优 民 性 和 实现 的 复杂 程度 之 间 找 到 一 个 平衡 性 最 好 的 设计 方案 。 在 满 
足 功能 要 求 的 同时 ， 也 要 保证 在 面试 场 上 能 够 完成 大 致 的 代码 实现 ， 同 
时 对 边界 条 件 的 梳理 能 力 和 代码 逻辑 的 实现 能 力也 是 一 大 挑战 。 读 者 可 
以 看 到 本 书 提供 的 方法 在 完成 功能 的 同时 其 代码 很 少 ， 也 请 读者 设计 目 
己 的 方案 并 实现 它 。 


二 文 树 的 序列 化 和 反 序 列 化 
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二 又 树 被 记录 成 文件 的 过 程 叫 作 二 又 树 的 序列 化 ， 通 过 文件 内 容重 
建 原 来 二 叉 树 的 过 程 叫 作 二 叉 树 的 反 序 列 化 。 给 定 一 棵 二 又 树 的 头 节点 
head， 并 已 知 二 叉 树 节点 值 的 类 型 为 32 位 整 型 。 请 设计 一 种 二 又 树 序列 
化 和 反 序列 化 的 方案 ， 并 用 代码 实现 。 


【 难度 】 
E Ww ke kk 
【解答 】 


本 书 提供 两 套 序 列 化 和 反 序 列 化 的 实现 ， 供 读者 参考 。 








方法 一 : 通过 先 序 过 历 实现 序列 化 和 反 序 列 化 。 


先 介绍 先 序 遍 历 下 的 序列 化 过 程 ， 首 先 假设 序列 化 的 结果 字符 串 为 
str， 初 始 时 str="…"。 先 序 志 历 二 叉 树 ， 如 果 遇 到 null 节 点 ， 就 在 str 的 末尾 
MEH ”，“#” 表 示 这 个 节点 为 空 ， 节 点 值 不 存在 ,，“! ”表示 一 个 值 的 结 
R: 如 果 遇 到 不 为 空 :的 节点 ， 假设 节点 值 为 ?9， 就 在 str 的 末尾 加 上 ?3! 
'。 比 如 图 3-6 所 示 的 二 又 树 。 





null 


null null 


图 3-6 


根据 上 文 的 描述 ， 先 序 遍 历 序列 化 ， 最 后 的 结果 字符 串 str 为 : 1213! 
#! #1 #1。 





为 什么 在 每 一 个 市 点 值 的 后 面部 要 加 上 “! ME? 因为 如 果 不 标记 一 
个 值 的 结束 ， 最 后 产生 的 结果 会 有 歧义 ， 如 图 3-7 所 示 。 


null 


null null 


图 3-7 


如 果 不 在 一 个 值 结束 时 加 入 特殊 字符 ， 那 么 图 3-6 和 图 3-7 的 先 序 遍 
历 序 列 化 结果 都 是 123###。 也 就 是 说 ， 生 成 的 字符 串 并 不 代表 唯一 的 
树 。 


先 序 壳 历 序列 化 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 serialByPre 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public String serialByPre(Node head) { 
if (head == null) { 


return "#! "; 


String res = head.value + "! "; 
res += serialByPre(head.left); 

res += serialByPre(head.right); 
return res; 


) 
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的 过 程 ， 即 反 序 列 化 。 


把 结果 字符 串 str 变 成 字符 串 类 型 的 数组 ， 记 为 values， 数 组 代表 一 
棵 二 叉 树 先 序 遍历 的 节点 顺序 。 例 如 ，str="12!3! #1 #1 #! "， 生 成 的 
values A["12", ae x He TR "#" |, 然后 用 values[0..4] 按 照 先 序 遍 历 的 
顺序 建立 整 棵 树 。 


1. 遇 到 "12"， 生 成 节点 值 为 12 的 节点 (head)， 然 后 用 values[1..4] 建 
立 节点 12 的 左 子 树 。 





2. 遇 到 "3"， 生 成 节点 值 为 3 的 节点 ， 它 是 节点 12 的 左 孩 子 ， 然 后 
用 values[2..4] 建 立 节点 3 的 左 子 树 。 








3. 遇 到 "#"， 生 成 null 节 点 ， 它 是 节点 3 的 左 孩 子 ， 该 节点 为 nul， 
所 以 这 个 节点 没有 后 续 建 立 子 树 的 过 程 。 回 到 节点 3 后 ， 用 values[3..4] 
建立 节点 3 的 右 子 树 。 











4. 遇 到 "#"， 生 成 null 节 点 ， 它 是 节点 3 的 右 孩 和子， 该 节点 为 nul， 
所 以 这 个 节点 没有 后 续 建 立 子 树 的 过 程 。 回 到 节点 3 后 ， 再 回 到 节点 1， 
用 values[4] 建 立 节 点 1 的 右 子 树 。 











5. AP", Erknoll si, BÆR MINER, 7 8 null, 
所 以 这 个 节操 没有 后 续 建 并 子 树 的 过 程 。 整 个 过 程 结束 。 





先 序 人 过 历 反 序列 化 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 reconByPreString 
DIK: 


public Node reconByPreString(String preStr) { 
String[] values = preStr.split("! "); 
Queue<String> queue = new LinkedList<String>(); 
for (int i = 0; i ! = values.length; i++) { 
queue.offer(values[i]); 


} 


return reconPreOrder (queue); 


public Node reconPreOrder(Queue<String> queue) { 
String value = queue.poll(); 
if (value.equals("#")) { 


return null; 


Node head = new Node(Integer.valueOf(value) ); 
head.left = reconPreOrder(queue); 

head.right = reconPreOrder(queue); 

return head; 


} 
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null null 


null null null null 
图 3-8 





按 层 裔 历 图 3-8 所 示 的 二 又 树 ， 最 后 str="1!1213!14! #1 #15! #1 #! #! #! 


层 人 吉 历 序列 化 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 serialByLevel 方 法 。 


public String serialByLevel(Node head) { 
if (head == null) { 


return "#! "> 


} 
String res = head.value + "! "; 
Queue<Node> queue = new LinkedList<Node>(); 
queue.offer(head); 
while (! queue.isEmpty()) I 
head = queue.poll(); 
if (head.left ! = null) I 
res += head.left.value + "! "; 
queue.offer(head.left); 
} else { 
res += "#!1 "; 
) 
if (head.right ! = null) I 
res += head.right.value + "! "; 
queue.offer(head.right); 
} else { 


res += "Fl! "; 


} 


return res; 


} 





Fe Fe å VII BS Bc FF AVL SE EROS FIG, aE null 
点 ， 结 束 生成 后 续 子 树 的 过 程 。 





与 根据 先 序 过 有 历 的 反 序列 化 过 程 一 样 ， 根 据 层 过 历 的 反 序列 化 是 重 
做 层 过 历 ， 遇 到 "#" 就 生成 null 闻 点 ， 同 时 不 把 null 市 点 放 到 队列 里 即 





可 。 


VS 


层 遍历 反 序 列 化 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 reconByLevelString 
JE» 


public Node reconByLevelString(String levelstr) ( 
String[] values = levelStr.split("! "); 
int index = 0; 
Node head = generateNodeByString(values[index++ 
Queue<Node> queue = new LinkedList<Node>(); 
if (head ! = null) { 
queue.offer(head); 
) 
Node node = null; 
while (! queue.isEmpty()) I 
node = queue.poll(); 
node.left = generateNodeByString(values 
node.right = generateNodeByString(value 
if (node.left ! = null) { 


queue.offer(node.left); 


) 
if (node.right ! = null) I 
queue.offer(node.right); 


} 


return head; 


public Node generateNodeByString(String val) { 
if (val.equals("#")) { 
return null; 


} 


return new Node(Integer.valueOf(val)); 
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DSE FR SOT SAA head, ER XWA PAIE Fi 
Be WRZ XWK BOAN ， 要 求 时 间 复 杂 度 为 O (N )， 额 外 空间 复 
杂 度 为 O (1)。 


【 难度 】 
将 kik 


【解答 】 





本 题 真 正 的 难点 在 于 对 复杂 度 的 要 求 ， 尤 其 是 额外 空间 复杂 上 度 为 O 
(G) 的 限制 。 之 前 的 题目 己 经 齐 析 过 如 何 用 递归 和 非 递 归 的 方法 实现 遍历 
二 义 树 ， 很 不 幸 ， 之 前 所 有 的 方法 虽然 常用 ， 但 都 无 法 做 到 额外 空间 复 
RENKO (1)。 这 是 因为 表 历 二 叉 树 的 递归 方法 实际 使 用 了 函数 栈 ， 非 递 
归 的 方法 使 用 了 申请 的 栈 ， 两 者 的 额外 空间 都 与 树 的 高 上 度 相 关 ， 所 以 空 
间 复 杂 度 为 O (h )，h 为 二 又 树 的 高 度 。 如 果 完 全 不 用 栈 结构 能 完成 三 种 
WMS? 可 以 。 答 案 是 使 用 二 又 树 节 点 中 大 量 指 同 nul 的 指针 ， 本 题 实 
际 上 惑 是 大 名 易 易 的 Morris 遍 历 ， 由 Joseph Morris 于 1979 年 发 明 。 











首先 来 看 普通 的 递归 和 非 递 归 解 法 ， 其 实 都 使 用 了 栈 结构 ， 在 处 理 
完 二 又 树 茶 个 节 反 后 可 以 回 到 上 层 去 。 为 什么 从 下 层 回 到 上 层 会 如 此 之 
ME? 因为 二 又 树 的 结构 如 此 ， 每 个 节点 都 有 指 同 孩子 节点 的 指针 ， 所 以 
从 上 层 到 下 层 容 易 ， 但 是 没有 指 问 父 市 点 的 指针 ， 所 以 从 下 层 到 上 层 需 

















要 用 栈 结构 辅助 完成 。 


Morris 通 历 的 实质 就 是 避免 用 栈 结构 ， 而 是 让 下 层 到 上 层 有 指针 ， 
具体 是 通过 让 底层 节点 指向 null 的 空间 指针 指 回 上 层 的 某 个 节点 ， 从 而 
完成 下 层 到 上 层 的 移动 。 我 们 知道 ， 二 又 树 上 的 很 多 节点 都 有 大 量 的 空 
朵 指针 ， 比 如 ， 某 些 节 点 没有 右 孩 子 ， 那 么 这 个 布点 的 right 指 针 就 指 同 
nul， 我 们 称 为 空闲 状态 ，Morris 遍 历 正 是 利用 了 这 些 空闲 指针 。 











在 介绍 Morris 先 序 和 后 序 明 历 之 前 ， 我 们 先 举 例 展 示 Morris 中 序 通 
历 的 过 程 。 


假设 一 棵 二 又 树 如 图 3-9 所 示 ，Morris 中 序 遍 历 的 具体 过 程 如 下 : 


Z 
null null null null null null null null 
图 3-9 


1. 假设 当前 子 树 的 头 节点 为 n， 让 h 的 左 子 树 中 最 右 节 点 的 right 指 
针 指 向 hn， 然后 h 的 左 子 树 继续 步骤 1 的 处 理 过 程 ， 直 到 遇 到 某 一 个 节点 
没有 左 子 树 时 记 为 node， 进 入 步骤 2。 


举例 : 图 3-9 的 二 叉 树 在 开始 时 hb 为 节点 4， 通 过 步骤 1 让 节点 3 的 
right 指 针 指向 节点 4， 接 下 来 以 节点 2 为 头 的 子 树 继续 进入 步骤 1， 然 后 
让 节点 1 的 right 指 针 指 向 2， 接 下 来 以 节点 1 为 头 的 子 树 没有 左 子 树 了 ， 
步骤 1 停止 ， 节 点 1 进入 步骤 2， 此 时 结构 调整 为 图 3-10。 














2. 从 node 开 始 通过 每 个 节点 的 right 指 针 进 行 移动 ， 并 依次 打印 ， 
假设 移动 到 的 节点 为 cur。 对 每 一 个 cur 节 点 都 判断 cur 节 点 的 左 子 树 中 最 
A RUE IH Hour. 





OUR ee IZ NN EK 
是 把 步骤 1 的 调整 后 再 逐渐 调整 回来 ， 然 后 打印 cur， 继 续 通过 cur 的 right 
Het eos FN ER, EHUD. 


包 如 果 不 是 ， 以 cur 为 头 的 子 树 重 回 步骤 1 执行 

用 例子 说 明 这 个 过 程 如 下 : 

节点 1 先 打 印 ， 通 过 节点 1 的 right 指 针 移动 到 节点 2。 
AG 


KIL QFE A ROI AR EO, PUST right FE Et FE null, 
然后 打印 节点 2， 再 通过 节点 2 的 right 指 针 移动 到 节点 3。 


发 现 节点 3 符合 步骤 2 的 条 件 包 ， 节 点 3 为 头 的 子 树 进入 步骤 1 处 理 ， 
但 因为 这 个 子 树 只 有 节点 3， 所 以 步骤 1 迅速 处 理 完 ， 又 回 到 节点 3， 打 
印 节点 3， 然 后 通过 节点 3 的 right 指 针 移动 到 节点 4。 


发 现 节点 4 符合 步骤 2 的 条 件 中 ， 所 以 令 节 点 3 的 right 指 针 指向 null， 
然后 打印 节点 4， 再 通过 节点 4 的 right 指 针 移 动 到 节点 6。 到 目前 为 止 ， 


二 又 树 的 结构 又 回 到 了 图 3-9 的 样子 。 


发 现 贡 点 6 符合 步骤 2 的 条 件 包 ， 所 以 ， 以 节点 6 为 头 的 子 树 进入 步 
又 1 进行 处 理 ， 处 理 之 后 ， 二 又 树 变 成 图 3-11 所 示 的 样子 。 


NV 
null null null null null null null 
图 3-11 











重新 来 到 步 又 2 的 第 一 个 节 点 是 以 节点 6 为 头 的 子 树 的 最 左 节 点 ， 即 
节点 5， 发 现 节 点 5 符合 步骤 2 的 条 件 包 ， 节 点 5 为 头 的 子 树 进 入 步骤 1 处 
BB, (EAA PA AAAS, PL ELEGANSE, FT EU RAS, 
然后 通过 节点 5 的 right 指 针 移动 到 节点 6。 


发 现 贡 点 6 符合 步骤 2 的 条 件 山 ， 所 以 令 节 点 5 的 right 指 针 指向 null， 
然后 打印 节点 6， 再 通过 节点 6 的 right 指 针 移动 到 节点 7。 到 目前 为 止 ， 
二 又 树 的 结构 又 回 到 了 图 3-9 的 样子 。 


节点 7 符合 步骤 2 的 条 件 包 ， 以 节点 7 的 子 树 经 历 步骤 1、 步 骤 2 和 步 
又 3 并 打印 。 然 后 通过 贡 点 7 的 right 指 针 移动 到 null， 整 个 过 程 结束 。 


3. 步骤 2 最 终 移 动 到 null， 整 个 过 程 结束 。 


通过 上 述 步 又 描述 我 们 知道 ， 先 序 遇 历 在 打印 东 个 节点 时 ， 一 定 是 
在 步骤 2 开始 移动 的 过 程 中 ， 而 步 又 2 最 初 开 始 时 的 位 置 一 定 是 子 树 的 最 
左 点 ， 在 通过 right 指 针 移动 的 过 程 中 ， 我 们 发 现 要 么 是 茶 个 节点 移动 











到 其 右 子 树 上 ， 比 如 ， 节 点 2 回 节 点 3 的 移动 、 节 点 4 同 节 点 6 的 移动 ， 以 
及 节点 6 回 节 点 7 的 移动 ， 发 生 这 种 情况 的 时 候 ， 左 子 树 和 根 节 点 已 经 打 
印 结 束 ， 然 后 开始 右 子 树 的 处 理 过 程 ; 要 么 是 某 个 节点 移动 到 某 个 上 层 
的 节点 ， 比 如 节点 1 同 节 点 2 的 移动 、 节 点 3 回 节 点 4 的 移动 ， 以 及 节点 5 
问 节 点 6 的 移动 ， 发 生 这 种 情况 的 时 候 ， 必 然 是 这 个 上 层 节 点 的 左 子 树 
整体 打印 完毕 ， 然 后 开始 处 理 根 节 点 (也 就 是 这 个 上 层 市 点 ) 和 右 子 树 
的 过 程 。Morris 中 序 表 历 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 morrisIn 方 法 。 

















public class Node { 
public int value; 
Node left; 


Node right; 


public Node(int data) { 


this.value = data; 


public void morrisIn(Node head) { 

if (head == null) { 
return; 

) 

Node cur1 = head; 

Node cur2 = null; 

while (curt ! = null) { 
cur2 = curi.left; 


if (cur2 ! = null) { 


while (cur2.right ! = null && c 
cur2 = cur2.right; 

) 

if (cur2.right == null) { 
cur2.right = cur1; 
curl = curi.left; 
continue; 

} else { 


cur2.right = null; 


3 
System.out.print(curi.value + " "); 
curd = cur1.right; 
} 
System.out.println(); 
} 


从 代码 可 以 轻易 看 出 ，Morris 中 序 遍 历 的 额外 空间 复杂 度 为 O (1)， 
只 使 用 了 有 限 几 个 变量 。 时 间 复 杂 度 方面 可 以 这 么 分 析 ， 二 叉 树 的 每 条 
边 都 最 多 经 历 一 次 步 又 1 的 调整 过 程 ， 再 最 多 经 历 一 次 步骤 3 的 调 回 来 的 
过 程 ， 所 有 边 的 节点 个 数 为 N ， 所 以 调整 和 调 回 的 过 程 ， 其 时 间 复 杂 度 
为 O(N )， 打 印 所 有 节点 的 时 间 复 杂 度 为 O(N )。 所 以 ， 总 的 时 间 复 杂 度 
HO (NW). 








Morris 先 序 遍历 的 实现 就 是 Morris 中 序 遍 历 实现 的 简单 改写 。 先 序 
思 历 的 打印 时 机 放 在 了 步骤 2 所 描述 的 移动 过 程 中 ， 而 移 序 壳 历 只 要 把 
打印 时 机 放 在 步骤 1 发 生 的 时 候 即 可 。 步 又 1 发 生 的 时 候 ， 正 在 处 理 以 h 


为 头 的 子 树 ， 并 且 是 以 h 为 头 的 子 树 首 次 进入 调整 过 程 ， 此 时 直接 打印 
h， 就 可 以 做 到 先 根 打印 。 


Morris 先 序 裔 历 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 morrisPre 方 法 。 





public void morrisPre(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
) 
Node cur1 = head; 
Node cur2 = null; 
while (cur1 ! = null) { 
cur2 = curi.left; 
if (cur2 ! = null) { 
while (cur2.right ! = null && c 
cur2 = cur2.right; 
) 
if (cur2.right == null) I 
cur2.right = cur1; 
System.out.print(cur1.v 
cur1 = curi.left; 
continue; 
} else { 
cur2.right = null; 
) 
} else I 


System.out.print(curi.value + " 


} 


cur1 = cur1.right; 


} 
System.out.println(); 


) 
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复杂 的 调整 过 程 。 总 的 来 说 ， 逻 辑 很 简单 ， 就 是 依次 逆序 打印 所 有 节点 
的 左 子 树 的 右边 界 ， 打 印 的 时 机 放 在 步骤 2 的 条 件 只 被 触发 的 时 候 ， 也 
就 是 调 回 去 的 过 程 发 生 的 时 候 。 








还 是 以 图 3-9 的 二 叉 树 来 举例 说 明 Morris 后 序 明 历 的 打印 过 程 ， 头 市 
A BITE RA) 在 经 过 步 又 1 的 调整 过 程 之 后 ， 形 成 如 图 3-10 所 示 的 形 
Fo 





节点 1 进入 步骤 2， 不 打印 节点 1， 而 是 直接 通过 节点 1 的 right 指 针 移 
动 到 市 点 2。 


发 现 节 点 2 符合 步骤 2 的 条 件 凡 ， 此 时 先 把 证 点 1 的 right 指 针 指 疝 
nul〈 调 回来 ) ， 节 点 2 左 子 树 的 右边 界 只 有 节点 1， 所 以 打印 节点 1， 通 
过 节点 2 的 right 指 针 移 动 到 节点 3。 


发 现 节 点 3 符合 步骤 2 的 条 件 @， = 点 3 为 头 的 子 树 进入 步骤 1 处 理 ， 
回 到 节点 3 后 不 打印 节点 3， 而 是 直接 通过 节点 3 的 right 指 针 移动 到 节操 
4。 


发 现 节点 4 符合 步骤 2 的 条 件 员 ， 此 时 二 又 树 如 图 3-12 所 示 。 





图 3-12 





将 市 点 4 左 子 树 的 右边 界 〔 市 点 2 和 市 把 3) 逆序 打印 ， 但 这 里 的 逆 
序 打 印 不 能 使 用 额外 的 数据 结构 ， 因 为 我 们 的 要 求 是 额外 空间 复杂 度 
为 O (1)， 所 以 采用 调整 右边 界 上 市 点 的 right 指 针 的 方式 。 为 了 更 好 地 说 
明 整 个 过 程 ， 下 面 举 一 个 右边 界 比较 长 的 例子 ， 如 图 3-13 所 示 。 





图 3-13 








假设 现在 要 逆序 打印 节点 A 左 子 树 的 右边 界 ， 首 先 将 E.R 指 辣 null， 
然后 将 右边 界 逆序 调整 成 图 3-14 所 示 的 样子 。 
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这 样 我 们 就 可 以 从 市 点 E 开 始 ， 依 次 通过 每 个 市 点 的 right 指 针 逆 序 
打印 整个 左边 界 。 在 打印 完 B 后 ， 把 右边 界 再 逆序 一 次 ， 调 回来 即 可 。 


回 到 原来 的 二 叉 树 〈 即 图 3-12) ， 先 把 节点 3 的 right 指 针 指 向 
null 〈 调 回来 ) ， 二 叉 树 变 为 图 3-9 所 示 的 样子 ， 然 后 将 节点 4 左 子 树 的 
右边 界 逆 序 打印 (3，2)， 通 过 节点 4 的 right 指 针 移动 到 节点 6。 


发 现 节点 6 符合 步骤 2 的 条 件 人 ， 所 以 ， 以 节点 6 为 头 的 子 树 进入 步 
又 1 进行 处 理 ， 处 理 之 后 的 二 又 树 变 成 图 3-11 所 示 的 样子 。 





节点 5 重新 来 到 步骤 2， 发 现 节点 5 符合 步骤 2 的 条 件 @， 进 入 步骤 1 
并 迅速 处 理 完 ， 不 打印 节点 5， 而 是 直接 通过 节点 5 的 right 指 针 移 动 到 节 
点 6。 


发 现 节 点 6 符合 步骤 2 的 条 件 咏 ， 先 将 市 点 5 的 right 指 针 指 向 null， 市 
点 6 左 子 树 的 右边 界 只 有 节点 5， 打 印 节 点 5， 然 后 通过 节点 6 的 right 指 针 
移动 到 节点 7。 





发 现 节点 7 符合 步骤 2 的 条 件 包 ， 进 入 步骤 1 并 迅速 处 理 完 ， 不 打印 
节点 7， 通 过 市 点 7 的 right 指 针 移 动 到 null， 过 程 结束 。 


至 此 ， 已 经 依次 打印 了 1、3、2、5， 但 还 没有 打印 7、6、4， 这 是 
因为 整 棵 二 叉 树 并 不 属于 任何 节点 的 左 子 树 ， 所 以 ， 整 棵 树 的 右边 界 就 
没 在 上 述 过 程 中 逆序 打印 。 最 后 ， 单 独 逆 序 打 印 一 下 整 棵 树 的 右边 界 即 
Ac 








Morris 后 序 裔 历 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 morrisPos 方 法 。 


public void morrisPos(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
) 
Node cur1 = head; 
Node cur2 = null; 
while (cur1 ! = null) { 
cur2 = curi.left; 
if (cur2 ! = null) { 
while (cur2.right ! = null && c 
cur2 = cur2.right; 
) 
if (cur2.right == null) I 
cur2.right = cur1; 
cur1 = curi.left; 
continue; 


} else { 


cur2.right = null; 


printEdge(curi.left); 


) 
} 
cur1 = cur1.right; 
} 
printEdge(head); 


System.out.println(); 


public void printEdge(Node head) ( 
Node tail = reverseEdge(head); 
Node cur = tail; 
while (cur ! = null) { 
System.out.print(cur.value + " "); 
cur = cur.right; 
} 


reverseEdge(tail); 


public Node reverseEdge(Node from) { 
Node pre = null; 
Node next = null; 
while (from ! = null) { 
next = from.right; 
from.right = pre; 


pre = from; 


from = next; 


} 


return pre; 


在 二 义 树 中 找到 过 加 和 为 指定 值 的 最 
IEEE 


LAH] 


给 定 一 棵 二 又 树 的 头 节 点 head 和 一 个 32 位 整数 sum， 二 又 树 节 点 值 
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下 ， 每 次 最 多 选择 一 个 孩子 节点 或 者 不 选 所 形成 的 市 点 链 。 





例如 ， 二 叉 树 如 图 3-15 所 示 。 


如 果 sum=6， 那 么 累加 和 为 6 的 最 长 路 径 为 : -3，3，0，6， 所 以 返 
回 4。 


如 果 sum=-9， 那 么 累加 和 为 -9 的 最 长 路 径 为 : -9， 所 以 返回 1。 


注 : AGN HETT REED) Be h MA VG o 


【 难度 】 
HO ku 


【解答 】 








在 阅读 本 题 的 解答 之 前 ， 请 读者 先 阅 读本 书 “ 求 未 排序 数组 中 累加 
和 为 规定 值 的 最 长 子 数 组 长 度 ” 问 题 。 针 对 二 又 树 ， 本 文 的 解法 改写 了 
这 个 问题 的 实现 。 如 果 二 又 树 的 节点 数 为 N ， 本 文 的 解法 可 以 做 到 时 间 
复杂 上 度 为 O (W )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (h )， 其 中 , 户 为 二 又 树 的 高 度 。 


具体 过 程 如 下 : 


1. 二 叉 树 头 节 点 head 和 规定 值 sum 已 知 ， 生 成 变量 maxLen， 负 责 
记录 累加 和 等 于 sum 的 最 长 路 径 长 度 。 





2. 生成 哈 希 表 sumMap。 在 “ 求 未 排序 数组 中 累加 和 为 规定 值 的 最 
长 子 数组 长 度 ” 问 题 中 也 使 用 了 哈 希 表 ， 功 能 是 记录 数组 从 左 到 右 的 宗 
加 和 出 现 情况 ， 在 过 历数 组 的 过 程 中 ， 再 利用 这 个 哈 希 表 来 求 得 累加 和 
为 规定 值 的 最 长 子 数组 。sumMap 也 一 样 ， 它 负责 记录 从 head 开 始 的 一 
条 路 径 上 的 累加 和 出 现 情况 ， 累 加 和 也 是 从 head 节 点 的 值 开始 累加 的 。 
sumMap 的 key 值 代表 某 个 累加 和 ，value 值 代表 这 个 累加 和 在 路 径 中 最 早 
出 现 的 层 数 。 如 果 在 壳 历 到 cur 节 点 的 时 候 ， 我 们 能 够 知道 从 head 到 cur 
节点 这 条 路 径 上 的 累加 和 出 现 情况 ， 那 么 求 以 cur 节 点 结尾 的 累加 和 为 
指定 值 的 最 长 路 径 长 度 就 非常 容易 。 究 竟 如 何 去 更 新 sumMap， 才 能 够 
做 到 在 壳 历 到 任何 一 个 节点 的 时 候 都 能 有 从 head 到 这 个 节点 的 路 径 上 的 
累加 和 出 现 情况 昵 ? 步骤 3 详细 地 说 明了 更 新 过 程 。 








3. 首先 在 sumMap 中 加 入 一 个 记录 (0，0)， 它 表示 累加 和 0 不 用 包括 
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到 的 当前 节点 记 为 cur， 从 head 到 cur 父 节点 的 累加 和 记 为 preSum，cur 所 
在 的 层 数 记 为 level。 将 cur.value+preSum 的 值 记 为 curSum， 就 是 从 head 
到 cur 的 累加 和 和。 如果 sumMap 中 已 经 包含 了 curSsum 的 记录 ， 说 明 curSum 
在 上 层 中 己 经 出 现 过 ， 那 么 就 不 更 新 sumMap; 如 果 sumMap 不 包含 
curSum 的 记录 ， 说 明 curSum 是 第 一 次 出 现 ， 就 把 (curSum，level) 这 个 记 
录放 入 sumMap。 接 下 来 是 求解 在 必须 以 cur 结 尾 的 情况 下 ， 累 加 和 为 规 
定 值 的 最 长 路 径 长 度 ， 详 细 过 程 这 里 不 再 详 述 ， 请 读者 阅读 “ 求 未 排序 
数组 中 昧 加 和 为 规定 值 的 最 长 子 数 组 长 度 ” 问 题 。 然 后 是 过 历 cur 左 子 树 
和 右 子 树 的 过 程 ， 依 然 按照 步骤 3 描述 的 使 用 和 更 新 sumMap。 以 cur 为 
头 贡 点 的 子 树 处 理 完 ， 当 然 要 返回 到 cur 父 节点 ， 在 返回 前 还 有 一 项 重 
要 的 工作 要 做 ， 在 sumMap 中 查询 curSum 这 个 累加 和 (key) 出 现 的 层 数 

(value) ， 如 果 value 等 于 level， 说 明 curSum 这 个 囚 加 和 的 记录 是 在 遍 
历 到 cur 时 加 上 去 的 ， 那 就 把 这 一 条 记录 删除 ， 如 果 value 不 等 于 level， 
则 不 做 任何 调整 。 








4， 步 又 3 会 般 历 二 又 树 所 有 的 节点 ， 也 会 求解 以 每 个 节点 结尾 的 情 
况 下 ， 累 加 和 为 规定 值 的 最 长 路 径 长 度 。 用 maxLen 记 录 其 中 的 最 大 值 
BUT. 





全 部 求解 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getMaxLength 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public int getMaxLength(Node head, int sum) { 


HashMap<Integer, Integer> sumMap = new HashMap< 





sumMap.put(0, 0); // 重要 


return preOrder(head, sum, 0, 1, ©, SumMap); 


public int preOrder(Node head, int sum, int preSum, int 
int maxLen, HashMap<Integer, Integer> s 
if (head == null) { 
return maxLen; 
i; 
int curSum = preSum + head.value; 
if (! sumMap.containsKey(curSum)) { 
sumMap.put(curSum, level); 
i; 
if (sumMap.containsKey(curSum - sum)) { 
maxLen = Math.max(level - sumMap.get(cu 
} 
maxLen = preOrder(head.left, sum, curSum, level 
maxLen = preOrder(head.right, sum, curSum, leve 
if (level == sumMap.get(curSum)) { 
sumMap.remove(curSum) ; 


} 


return maxLen; 


找到 二 又 树 中 的 最 大 搜索 二 叉子 树 


LAH] 


给 定 一 棵 二 又 树 的 头 节点 head， 已 知 其 中 所 有 节点 的 值 都 不 一 样 ， 
找到 含有 节点 最 多 的 搜索 二 叉子 树 ， 并 返回 这 棵 子 树 的 头 节点 。 
例如 ， 二 叉 树 如 图 3-16 所 示 。 
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图 3-17 
【 要求】 


如 末节 扣 数 为 N ， 要 求 时 间 复 杂 度 为 O (N )， 额 外 空间 复杂 上 度 为 O 


(h), hh 为 二 叉 树 的 高 度 。 
【难度 】 
W Kun 


【解答 】 





以 节点 node 为 头 的 树 中 ， 最 大 的 搜索 二 叉子 树 只 可 能 来 目 以 下 两 种 
情况 。 





第 一 种 : 如 果 来 自 node 左 子 树 上 的 最 大 搜索 二 又 子 树 是 以 node.left 
为 头 的 ; 来 自 node 右 子 树 上 的 最 大 搜索 二 叉子 树 是 以 node.right 为 头 的 ; 
node 左 子 树 上 的 最 大 搜索 二 又 子 树 的 最 大 值 小 于 node.value; node 右 子 树 
上 的 最 大 搜索 二 叉子 树 的 最 小 值 大 于 node.value， 那 么 以 节点 node 为 头 
的 整 柠 树 都 是 搜索 二 又 树 。 





第 二 种 : 如 采 不 满足 第 一 种 情况 ， 说 明 以 节点 node 为 头 的 树 整 体 不 
能 连 成 搜索 二 又 树 。 这 种 情况 下 ， 以 node 为 头 的 树 上 的 最 大 搜索 二 叉子 
树 是 来 自 node 的 左 子 树 上 的 最 大 搜索 二 叉子 树 和 来 自 node 的 右 子 树 上 的 
最 大 搜索 二 又 子 树 之 间 ， 市 反 数 较 多 的 那个 。 


通过 以 上 分 析 ， 求 解 的 具体 过 程 如 下 : 
1. 整体 过 程 是 二 又 树 的 后 序 遍 历 。 


2. 表 历 到 当前 节点 记 为 cur 时 ， 先 过 历 cur 的 左 子 树 收集 4 个 信息 ， 
分 别 是 左 子 树 上 最 大 搜索 二 又 子 树 的 头 节 点 (BST) 、 节 点 数 
(Size) 、 最 小 值 (Min) 和 最 大 值 (Max) 。 再 遍历 cur 的 右 子 树 收 
集 4 个 信息 ， 分 别 是 右 子 树 上 最 大 搜索 二 叉子 树 的 头 节 点 (BST) 、 节 


点 数 (Size) 、 最 小 值 (rMin) 和 最 大 值 GrMax) 。 

3. 根据 步骤 2 所 收集 的 信息 ， 判 断 是 否 满足 第 一 种 情况 ， 如 果 满 足 
第 一 种 情况 ， 束 返回 cur 节 点 ， 如 果 满 足 第 二 种 情况 ， 就 返回 IJBST 和 
IBST 中 较 大 的 一 个 。 





4. 可 以 使 用 全 局 变量 的 方式 实现 步骤 2 中 收集 市 点 数 、 最 小 值 和 最 
大 值 的 问题 。 


找到 最 大 搜索 二 又 子 树 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
biggestSubBST 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node biggestSubBST(Node head) { 
int[] record = new int[3]; 


return posOrder(head, record); 


public Node posOrder(Node head, int[] record) { 
if (head == null) { 


record[0] = 0; 
record[1] = Integer.MAX VALUE; 
record[2] = Integer.MIN VALUE; 
return null; 

} 

int value = head.value; 

Node left = head.left; 

Node right = head.right; 

Node IBST = posOrder(left, record); 


int 1Size = record[0]; 


int 1Min = record[1]; 
int 1Max = record[2]; 
Node rBST = posOrder(right, record); 
int rSize = record[0]; 
int rMin = record[1]; 
int rMax = record[2]; 


record[1] = Math.min(1Min, value); 

record[2] = Math.max(rMax, value); 

if (left == 1BST && right == rBST && 1Max < val 
record[0] = 1Size + rSize + 1; 
return head; 

} 

record[0] = Math.max(1Size, rSize); 


return 1Size > rSize ? 1BST : rBST; 


找到 二 又 树 中 符合 搜索 二 又 树 条 件 的 
最 大 拓扑 结构 


LAH] 


给 定 一 棵 二 叉 树 的 头 节 点 head， 已 知 所 有 节点 的 值 都 不 一 样 ， 返 回 
其 中 最 大 的 且 符 合 搜索 二 又 树 条 件 的 最 大 拓扑 结构 的 大 小 。 


例如 ， 二 叉 树 如 图 3-18 所 示 。 
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这 个 拓扑 结构 节点 数 为 8， 所 以 返回 8。 
DER] 
BE kkk 
【解答 】 
方法 一 : 二 又 树 的 节点 数 为 WN， 时 间 复 杂 度 为 O(N? ) 的 方法 。 


首先 来 看 这 样 一 个 问题 ， 以 节点 B 为 头 的 树 中 ， 在 拓扑 结构 中 也 必 
须 以 h 为 头 的 情况 下 ， 怎 么 找到 符合 搜索 二 又 树 条 件 的 最 大 结构 ? 这 个 
问题 有 一 种 比较 容易 理解 的 解法 ， 我 们 先 考 查 h 的 孩子 节点 ， 根 据 孩 子 
节点 的 值 从 h 开 始 按照 二 又 搜索 的 方式 移动 ， 如 果 最 后 能 移动 到 同一 个 
孩子 节点 上 ， 说 明 这 个 孩子 节点 可 以 作为 这 个 拓扑 的 一 部 分 ， 并 继续 考 
碍 这 个 孩子 节点 的 孩子 节点 ， 一 直 延 伸 下 去 。 











我 们 以 题目 的 例子 来 说 明 一 下 ， 假 设 在 以 12 这 个 节点 为 头 的 子 树 
中 ， 要 求 拓扑 结构 也 必须 以 12 为 涉 ， 如 何 找到 最 多 的 节点 ， 并 且 整 个 拓 
扑 结构 是 符合 二 叉 树 条 件 的 ? 初始 时 考查 的 节点 为 12 节 点 的 左右 孩子 ， 
考查 队列 ={10，13}。 





考查 节点 10。 最 开始 时 10 和 12 进 行 比 较 ， 发 现 10 应 该 往 12 的 左边 
找 ， 于 是 节点 10 被 找到 ， 节 点 10 可 以 加 入 整个 拓扑 结构 ， 同 时 节点 10 的 
孩子 节点 4 和 14 加 入 考查 队列 ， 考 查 队 列 为 {13，4，14}。 





考查 节点 13。13 和 12 进 行 比 较 ， 应 该 向 右 ， 于 是 节点 13 被 找到 ， 它 
可 以 加 入 整个 拓扑 结构 ， 同 时 它 的 两 个 孩子 节点 20 和 16 加 入 考查 队列 ， 
{4, 14, 20, 16}. 





考查 节点 4。4 和 12 比 较 ， 应 该 向 左 ，4 和 10 比 较 ， 继 续 向 左 ， 节 点 4 
被 找到 ， 可 以 加 入 整个 拓扑 结构 。 同 时 它 的 孩子 节点 2 和 5 加 入 考查 队 
列 ， 为 {14，20，16，2，5}。 











考 碍 节点 14。14 和 12 比 较 ， 应 该 回 右 ， 接 下 来 的 查找 过 程 会 一 直 在 
12 的 右 子 树 上 ， 依 然 会 找 下 去 ， 但 是 节点 14 不 可 能 被 找到 。 所 以 它 不 能 
加 入 整个 拓扑 结构 ， 它 的 孩子 节点 也 都 不 能 ， 此 时 考查 队列 为 {20， 
16, 2, 5). 
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点 20 同 样 再 也 不 会 被 发 现 了 ， 所 以 它 不 能 加 入 整个 拓扑 结构 ， 此 时 考查 
队列 为 {16，2，5}。 


按照 如 上 方法 ， 最 后 这 三 个 节点 (16，2，5) 都 可 以 加 入 拓扑 结 
构 ， 所 以 我 们 找到 了 必须 以 12 为 兴 ， 且 整个 拓扑 结构 是 符合 二 又 树 条 件 
的 最 大 结构 ， 这 个 结构 的 节点 数 为 7。 


也 就 是 说 ， 我 们 根据 一 个 市 点 的 值 ， 根 据 这 个 值 的 大 小 ， 从 h 开 
始 ， 每 次 癌 左 或 者 同 右 移动 ， 如 宁 最 后 能 移动 到 原来 的 节点 上 ， 说 明 该 
节点 可 以 作为 以 h 为 头 的 拓扑 的 一 部 分 。 





解决 了 以 节点 为 头 的 树 中 ， 在 拓扑 结构 也 必须 以 h 为 头 的 情况 下 ， 
怎么 找到 符合 搜索 二 又 树 条 件 的 最 大 结构 ? BE FA ESS PA IX 
树 节 点 ， 并 在 以 每 个 节点 为 头 的 子 树 中 都 求 一 过 其 中 的 最 大 拓扑 结构 ， 
其 中 最 大 的 那个 就 是 我 们 想 找 的 结构 ， 它 的 大 小 就 是 我 们 的 返回 值 。 











具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 bstTopoSizel 方 法 。 


public class Node { 


public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public int bstTopoSizei(Node head) { 
if (head == null) { 


return 0; 


int max = maxTopo(head, head); 
max = Math.max(bstTopoSizei(head.left), max); 
max = Math.max(bstToposizei(head.right), max); 


return max; 


public int maxTopo(Node h, Node n) { 
if (h ! = null && n ! = null && isBSTNode(h, n, 
return maxTopo(h, n.left) + maxTopo(h, 


} 


return 0; 


public boolean isBSTNode(Node h, Node n, int value) { 
if (h == null) I 


return false; 
) 
if (h == n) { 

return true; 
) 


return isBSTNode(h.value > value ? h.left : h.r 


) 
对 于 方法 一 的 时 间 复 杂 度 分 析 ， 我 们 把 所 有 的 子 树 (N 个) 都 找 了 一 
次 最 大 拓扑 ， 每 找 一 次 所 考查 的 节点 数 都 可 能 是 O(N ) 个 节点 ， 所 以 方 
法 一 的 时 间 复 杂 度 为 O(N )。 





方法 二 : 二 叉 树 的 节点 数 为 N 、 时 间 复 林 度 最 好 为 O(N )、 最 闫 为 O 
(N logN ) 的 方法 。 








先 来 说 明 一 个 对 方法 二 来 讲 非 常 重要 的 概念 一 一 拓扑 页 献 记录 。 还 
是 举例 说 明 ， 请 注意 题目 中 以 节点 10 为 头 的 子 树 ， 这 棵 子 树 本 身 就 是 一 
标 搜 索 二 又 树 ， 那 么 整 柠 子 树 都 可 以 作为 以 节点 10 为 头 的 符合 搜索 二 又 
树 条 件 的 拓扑 结构 。 如 果 对 这 个 拓扑 结构 建立 页 献 记 录 ， 是 如 图 3-20 所 
示 的 样子 。 
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它 称 为 节点 对 当前 头 节点 的 拓扑 贡献 记录 。 第 一 个 值 代 表 节 点 的 左 子 树 
可 以 为 当前 头 节 点 的 拓扑 贡献 几 个 节点 ， 第 二 个 值 代 表 节 点 的 右 子 树 可 
以 为 当前 头 节点 的 拓扑 贡献 几 个 节点 。 比 如 4(1，1TD， 括 号 中 的 第 一 个 1 
代表 节点 4 的 左 子 树 可 以 为 节点 10 为 头 的 拓扑 结构 贡献 1 个 节点 ， 第 二 个 
1 代表 节点 4 的 右 子 树 可 以 为 节点 10 为 头 的 拓扑 结构 贡献 1 个 节点 。 同 
样 ， 我 们 也 可 以 建立 以 节点 13 为 头 的 记录 ， 如 图 3-21 所 示 。 
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图 3-21 


整个 方法 二 的 核心 就 是 如 果 分 别 得 到 了 h 左 右 两 个 孩子 为 头 的 拓扑 
页 献 记录 ， 可 以 快速 得 到 以 h 为 兴 的 拓扑 页 献 记录 。 比 如 图 3-20 中 每 一 
个 节点 的 记录 都 是 节点 对 以 节点 10 为 头 的 拓扑 结构 的 页 献 记 录 ， 图 3-21 
中 每 一 个 点 的 记录 都 是 节点 对 以 节点 13 为 头 的 拓扑 结构 的 页 献 记录 ， 
DASS LOMAS 4 139) AE ALN AAPM Fo ARARAT AT DUR 
速 得 到 以 节点 12 为 头 的 拓扑 贡献 记录 。 在 图 3-20 和 图 3-21 中 的 所 有 节点 
的 记录 还 没有 变 成 节 点 12 为 头 的 拓扑 贡献 记录 之 前 ， 是 图 3-22 所 示 的 样 
de 
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图 3-22 








如 图 3-22 所 示 ， 在 没有 变更 之 前 ， 节 点 12 左 子 树 上 所 有 节点 的 记录 
和 原来 一 样 ， 都 是 对 节点 10 负 责 的 ; 节点 12 右 子 树 上 所 有 节点 的 记录 也 
和 原来 一 样 ， 都 是 对 节点 13 负 责 的 。 接 下 来 我 们 详细 展示 一 下 ， 所 有 节 
点 的 记录 如 何 变更 为 都 对 节点 12 负 责 ， 也 就 是 所 有 节点 的 记录 都 变 成 以 
节点 12 为 头 的 拓扑 贡献 记录 。 








先 来 看 节点 12 的 左 子 树 ， 只 需 依 次 考 得 左 子 树 右边 界 上 的 节点 即 
可 。 先 考查 节点 10， 因 为 节点 10 的 值 比 节 点 12 的 值 小 ， 所 以 节点 10 的 左 
子 树 原 来 能 给 节点 10 贡 献 多 少 个 节点 ， 当 前 就 一 定 都 能 贡献 给 节点 12， 
所 以 节点 10 记 录 的 第 一 个 值 不 用 改变 ， 同 时 节点 10 左 子 树 上 所 有 节点 的 
记录 都 不 用 改变 。 接 下 来 考查 节点 14， 此 时 节点 14 的 值 比 节 点 10 要 大 ， 
说 明 以 节点 14 为 头 的 整 棵 子 树 都 不 能 成 为 以 节点 12 为 头 的 拓扑 结构 的 左 
边 部 分 ， 那 么 删 掉 节点 14 的 记录 ， 让 它 不 作为 节点 12 为 头 的 拓扑 结构 即 
可 ， 同 时 只 要 删 掉 节点 14 一 条 记录 ， 就 可 以 断 开 节点 11 和 节点 15 的 记 
录 ， 让 节点 14 的 整 棵 子 树 都 不 成 为 节点 12 的 拓扑 结构 。 后 续 的 右边 界 市 
点 也 无 须 考查 了 。 进 行 到 节点 14 这 一 步 ， 一 共 删 掉 的 节点 数 可 以 直接 通 
过 节点 14 的 记录 得 到 ， 记 录 为 14(1，1)， 说 明 节 点 14 的 左 子 树 1 个 ， 节 点 
14 的 右 子 树 1 个 ， 再 加 上 节点 14 本 身 ， 一 共有 3 个 市 点 。 接 下 来 的 过 程 是 
从 右边 界 的 当前 节点 重 回 节点 12 的 过 程 ， 先 回 到 节点 10， 此 时 节点 10 记 
录 的 第 二 个 值 应 该 被 修改 ， 因 为 节点 10 的 右 子 树 上 被 删 挥 了 3 个 节点 ， 
所 以 记录 由 10(3，3) 修 改 为 10(3，0)， 根 据 这 个 修改 后 的 记录 ， 节 点 12 
记录 的 第 一 个 值 也 可 以 确定 了 ， 节 点 12 的 左 子 树 可 以 贡献 4 个 节点 ， 其 
中 3 个 来 自 节点 10 的 左 子 树 ， 还 有 1 个 是 节点 10 本 吴 ， 此 时 记录 变 为 图 3- 
23 所 示 的 样子 。 
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图 3-23 


以 上 过 程 展 示 了 怎么 把 关于 h 左 孩子 的 拓扑 页 献 记录 更 改 为 以 h 为 头 
的 拓扑 贡献 记录 。 为 了 更 好 地 展示 这 个 过 程 ， 我 们 再 举 一 个 例子 ， 如 图 
3-24 所 示 。 
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在 图 3-24 中 ， 假 设 之 前 已 经 有 以 节点 A 为 头 的 拓扑 贡献 记录 ， 现 在 
要 变更 为 以 节点 S 为 头 的 拓扑 贡献 记录 。 只 用 考查 S$ 左 子 树 的 右边 界 即 可 
(A，B，C，D..)， 假 设 A，B，C 的 值 都 比 $S 小 ， 到 节点 D 才 比 节 点 $ 大 。 
那么 A，B，C 的 左 子 树 原 来 能 给 A 的 拓扑 贡献 多 少 个 节点 ， 现 在 就 都 能 














贡献 给 $， 所 以 这 三 个 节点 记录 的 第 一 个 值 一 律 不 发 生变 化 ， 并 且 它 们 
所 有 左 子 树 上 的 节点 记录 也 不 用 变化 。 而 D 的 值 比 S 的 值 大 ， 所 以 删除 D 
的 记录 ， 从 而 让 D 子 树 上 的 所 有 记录 都 和 以 S 为 头 的 拓扑 结构 断 开 ， 总 
共 删 掉 的 节点 数 为 d 1+d 2+1。 然 后 再 从 C 回 到 $， 沿 途 所 有 节点 记录 的 
第 二 个 值 统 一 减 掉 d 1+d 2+1。 最 后 根据 节点 A 改变 后 的 记录 ， 确 定 S 记 
录 的 第 一 个 值 ， 如 图 3-25 所 示 。 
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图 3-25 










关于 怎么 把 h 左 孩子 的 拓扑 贡献 记录 更 改 为 以 h 为 头 的 拓扑 贡献 记录 
的 问题 就 解释 完了 。 把 关于 ph 右 孩 子 的 拓扑 贡献 记录 更 改 为 以 h 为 头 的 拓 
扑 页 献 记录 与 之 类 似 ， 就 是 依次 考查 h 右 子 树 的 左边 界 即 可 。 回 到 以 市 
点 12 为 头 的 拓扑 贡献 记录 问题 ， 最 后 生成 的 整个 记录 如 图 3-26 所 示 。 
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当 我 们 得 到 以 h 为 头 的 拓扑 贡献 记录 后 ， 相 当 于 求 出 了 以 h 为 头 的 最 
大 拓扑 的 大 小 。 方 法 二 正 是 不 断 地 用 这 种 方法 ， 从 小 树 的 记录 整合 成 大 
树 的 记录 ， 从 而 求 出 整 棵 树 中 符合 搜索 二 又 树 条 件 的 最 大 拓扑 的 大 小 。 
所 以 ， 整 个 过 程 大 体 说 来 是 利用 二 又 树 的 后 序 遍 历 ， 对 每 个 节点 来 说 ， 
先生 成 其 左 孩子 的 记录 ， 然 后 是 右 孩 子 的 记录 ， 接 独 把 两 组 记录 修改 成 
以 这 个 市 点 为 尖 的 拓扑 页 献 记录 ， 并 找 出 所 有 节操 的 最 大 拓扑 大 小 中 最 
大 的 那个 。 








方法 二 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 bstTopoSize2 方 法 。 


public class Record { 
public int 1; 
public int r; 
public Record(int left, int right) { 
this.l = left; 


this.r = right; 


public int bstTopoSize2(Node head) { 
Map<Node, Record> map = new HashMap<Node, Recor 


return posOrder(head, map); 


public int posOrder(Node h, Map<Node, Record> map) { 
if (h == null) { 


return 0; 


) 
int ls = posOrder(h.left, map); 


int rs = posOrder(h.right, map); 
modifyMap(h.left, h.value, map, true); 
modifyMap(h.right, h.value, map, false); 
Record lr = map.get(h.left); 

Record rr = map.get(h.right); 

int lbst = lr == null ? 0: ILr.l + lr.r + 1; 
int rbst = rr == null ? 0: rr.l + rr.r + 1; 
map.put(h, new Record(lbst, rbst)); 


return Math.max(lbst + rbst + 1, Math.max(ls, r 


public int modifyMap(Node n, int v, Map<Node, Record> m 
if (n == null || (! m.containskey(n))) I 
return 0; 
} 
Record r = m.get(n); 
if ((s && n.value > v) || ((! s) && n.value < v 
m.remove(n); 
return r.l + r.r + 1; 
} else { 
int minus = modifyMap(s ? n.right : n.1 
if (s) I 
r.r = r.r - minus; 
} else { 


r.l=r.l - minus; 


} 
m.put(n, r); 


return minus; 


) 





对 于 方法 二 的 时 间 复 杂 度 分 析 ， 如 果 二 又 树 类 似 棒 状 结构 ， 即 每 一 
个 非 叶 布点 只 有 左 子 树 或 只 有 右 子 树 ， 如 图 3-27 所 示 。 
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图 3-27 








在 图 3-27 的 二 叉 树 中 ， 假 设 节点 a 到 节点 c 的 若干 节点 只 有 右 子 树 记 
为 区 域 A， 从 节点 d 到 市 点 f 的 寿 干 让 反 只 有 左 子 树 记 为 区 域 B， 从 节点 g 
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符合 搜索 二 又 树 条 件 ， 现 在 我 们 分 析 一 下 在 方法 二 的 整个 过 程 中 将 走 过 
多 少 个 市 后 。 

















KD: 区 域 D 的 每 个 节点 在 生成 自己 的 记录 时 ， 只 有 左 子 树 记 
录 ， 同 时 自己 左 子 树 的 右边 界 只 有 自己 的 左 孩 子 。 所 以 对 区 域 D 的 所 有 
节点 来 说 ， 每 一 个 市 点 都 只 检查 一 个 节操 ， 束 是 自己 的 左 孩 子 ， 所 以 走 
过 市 点 的 忆 数 量 束 是 区 域 D 的 市 点数 ， 记 为 mumD。 




















区 域 C: 在 区 域 C 中 的 节点 很 特殊 ， 这 个 市 点 右 子 树 的 左边 界 是 区 
域 D 的 全 部 和 节点， 全 部 都 要 走 一 过 ， 数 量 为 numD。 除 这 个 节点 外 ， 区 
RC AE Gene) Te, CRONE, ELT 
总 数量 相当 于 C 区 域 的 节点 数 ， 记 为 numC。 处 理 区 域 C 时 走 过 的 总 数量 


为 numD+numcC 。 

















区 域 B 同 理 ， 总 数量 为 numB+numcC。 
区 域 A 同 理 ， 总 数量 为 numA+numB。 


所 以 ， 如 果 二 叉 树 的 节点 数 为 NW ， 那 么 整个 过 程 走 过 的 节点 数 大 致 
为 2N ， 时 间 复 杂 度 为 O (N )。 这 是 方法 二 最 好 的 情况 ， 也 就 是 二 又 树 趋 
近 于 棒状 结构 的 时 候 。 





如 果 二 又 树 是 满 二 又 树 结构 ， 即 每 一 个 非 节点 左 子 树 和 右 子 树 全 都 
有 ， 如 图 3-28 所 示 。 
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第 1 层 的 节点 数量 为 1， 第 1 层 的 节点 在 生成 记录 时 左 子 树 的 右边 界 
节点 数 为 4， 右 子 树 的 左边 界 节 点 数 为 4， 总 共 走 过 8 个 节点 。 











第 2 层 的 节 扣 数量 为 2， 第 2 层 每 个 节 扣 在 生成 记录 时 左 子 树 的 右边 
界 节 点数 为 3， 石 子 树 的 左边 界 市 点数 为 3， 忆 共 走 过 12 个 市 反 。 











第 3 层 的 节点 数量 为 4， 第 3 层 每 个 节点 在 生成 记录 时 左 子 树 的 右边 
界 节 点 数 为 2， 右 子 树 的 左边 界 节 点 数 为 2， 总 共 走 过 16 个 节点 。 


我 们 做 一 下 扩展 ， 如 果 一 株 满 二 又 树 ， 层 数 为 1 。 





第 1 层 的 节点 数量 为 | ， 第 1 层 的 节点 在 生成 记录 时 左 子 树 的 右边 界 
节点 数 为 1 -1， 右 子 树 的 左边 界 节 点 数 为 1 -1， 总 共 走 过 2(1 -1D) 个 节点 。 








第 2 层 的 节点 数量 为 2， 第 2 层 的 节点 在 生成 记录 时 左 子 树 的 右边 界 
节点 数 为 -2， 右 子 树 的 左边 界 节 点 数 为 ! -2， 总 共 走 过 2x2x(1 -1) 个 市 
Mo 











第 i 层 的 节点 数量 为 并 1 ， 第 i 层 的 节点 在 生成 记录 时 左 子 树 的 右边 
界 节点 数 为 1-i ， 右 子 树 的 左边 界 节点 数 为 1 -i ， 总 共 走 过 2Y I x2x(1 -i)=2 
(1 -i) 个 节点 。 


所 以 全 部 层 的 所 有 市 点 走 过 的 节 扣 数 为 : 
<l 


at Dx2' == Sx 1x2! + 2 -4 


在 满 二 叉 树 中 ，1 -> 0 (logN )» 2 -> N ， 所 以 走 过 的 节点 总 数 为 O 
(N logN )。 





二 又 树 越 趋 近 于 棒状 结构 ， 方 法 二 的 时 间 复 杂 度 越 低 ， 也 越 趋 近 于 
O (N); 二 又 树 越 趋 近 于 满 二 又 树 结 构 ， 方 法 二 的 时 间 复 杂 度 越 高， 但 
最 差 也 仅仅 是 O (N logN )。 








方法 二 的 详细 证 明 略 。 
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给 定 一 棵 二 又 树 的 头 节 点 head， 分 别 实现 按 层 打印 和 ZigZag 打 印 二 
又 树 的 函数 。 


例如 ， 二 叉 树 如 图 3-29 所 示 。 
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按 层 打印 时 ， 输 出 格式 必须 如 下 : 


Level 1 : 1 
Level 2 : 2 3 
Level 3 : 4 5 6 


Level 4 : 7 8 


ZigZag 打 印 时 ， 输 出 格式 必须 如 下 : 


Level 1 from left to right: 1 


Level 2 from right to left: 3 2 
Level 3 from left to right: 4 5 6 


Level 4 from right to left: 8 7 
DER] 
KW kk 
【解答 】 


e 投 层 打印 的 实现 。 





按 层 打印 原本 是 十 分 基础 的 内 容 ， 对 二 又 树 做 简单 的 宽度 优先 壳 历 
即 可 ， 但 本 题 确 有 额外 的 要 求 ， 那 就 是 同一 层 的 节点 必须 打印 在 一 行 
上 上， 并 且 要 求 输出 行 号 。 这 就 需要 我 们 在 原来 宽度 优先 吉 历 的 基础 上 做 
一 些 改 进 。 所 以 关键 问题 是 如 何 知 道 该 换行 。 只 需要 用 两 个 hode 类 型 的 
变量 last 和 nLast 束 可 以 解决 这 个 问题 ，last 变 量 表示 正在 打印 的 当前 行 的 
最 右 节 点，nLast 表 示 下 一 行 的 最 右 节 点 。 假 设 我 们 每 一 层 都 做 从 左 到 
右 的 宽度 优先 志 历 ， 如 果 发 现 过 历 到 的 节点 等 于 last， 说 明 该 换行 了 。 
换行 之 后 只 要 令 last=nLast， 束 可 以 继续 下 一 行 的 打印 过 程 ， 此 过 程 重 
复 ， 直 到 所 有 的 节点 都 打印 完 。 那 么 问题 就 变 成 了 如 何 更 新 nLast? 只 
需要 让 nLast 一 直 跟 踩 记录 宽度 优先 队列 中 的 最 新 加 入 的 节点 即 可 。 这 
是 因为 最 新 加 入 队列 的 节点 一 定 是 目前 已 经 发 现 的 下 一 行 的 最 右 节 点 。 
所 以 在 当前 行 打 印 完 时 ，nLast 一 定 是 下 一 行 所 有 节点 中 的 最 右 节点 。 

接 下 来 结合 题目 的 例子 来 说 明 整 个 过 程 。 





























开始 时 ，last= 节 点 1，nLast=null， 把 节点 1 放 入 队列 queue， 遍 历 开 


ñ, queue={1}. 


从 queue 中 弹出 节点 1 并 打印 ， 然 后 把 节点 1 的 孩子 依次 放 入 queue， 
放 入 节点 2 时 ，nLast= 节 点 2， 放 入 而 点 3 时 ，nLast= 节 点 3， 此 时 发 现 弹 
出 的 节点 1==]last。 所 以 换行 ， 并 令 last=nLast= 节 点 3，queue={2，3}。 


从 queue 中 弹出 节点 2 并 打印 ， 然 后 把 节点 2 的 孩子 放 入 queue， 放 入 
节点 4 时 ，nLast= 节 点 4，queue={3，4} 。 


从 queue 中 弹出 节点 3 并 打印 ， 然 后 把 节点 3 的 孩子 放 入 queue， 放 入 
节点 5 时 ，nLast= 节 点 5， 放 入 节点 6 时 ，nLast= 节 点 6， 此 时 发 现 弹 出 的 
节点 3==]last。 所 以 换行 ， 并 令 last=nLast= 节 点 6，queue={4，5，6}。 





从 gueue 中 弹出 节点 4 并 打印 ， 节 点 4 没有 护 子 ， 所 以 不 放 入 任何 节 
点 ，nLast 也 不 更 新 。 


从 queue 中 弹出 节点 5 并 打印 ， 然 后 把 节点 5 的 孩子 依次 放 入 queue， 
放 入 节点 7 时 ，nLast= 节 点 7， 放 入 节点 8 时 ，nLast= 节 点 8，queue={6， 
7, 8}. 





从 gueue 中 弹出 节点 6 并 打印 ， 市 点 6 没有 孩子 ， 所 以 不 放 入 任何 节 
点 ，nLast 也 不 更 新 ， 此 时 发 现 弹 出 的 节点 6==]last。 所 以 换行 ， 并 令 
last=nLast= 11 8, queue={7, 8}. 


用 同样 的 判断 过 程 打 印 节 点 7 和 市 点 8， 整 个 过 程 结束 。 
按 层 打印 的 详细 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printByLevel 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 


public Node right; 


public Node(int data) { 


this.value = data; 


public void printByLevel(Node head) { 

if (head == null) { 
return; 

) 

Queue<Node> queue = new LinkedList<Node>(); 

int level = 1; 

Node last = head; 

Node nLast = null; 

queue.offer(head); 

System.out.print("Level " + (level++) +": "); 

while (! queue.isEmpty()) { 
head = queue.poll(); 
System.out.print(head.value + " "); 
if (head.left ! = null) { 

queue.offer(head.left); 


nLast = head.left; 


} 

if (head.right ! = null) { 
queue.offer(head.right); 
nLast = head.right; 

} 


if (head == last && ! queue.isEmpty()) 


System.out.print("NnLevel " + ( 


last = nLast; 


} 
System.out.println(); 


) 
e ZigZag 打 印 的 实现 。 


先 简单 介绍 一 种 不 推荐 的 方法 ， 即 使 用 ArrayList 结 构 的 方法 。 两 个 
ArrayList 结 构 记 为 list1 和 list2， 用 list1 去 收集 当前 层 的 节点 ， 然 后 从 左 到 
右 打印 当前 层 ， 接 着 把 当前 层 的 孩子 节点 放 进 list2， 并 从 右 到 左 打印 ， 
接 下 来 再 把 list2 的 所 有 节点 的 孩子 节点 放 入 list1， 如 此 反复 。 不 推荐 的 
原因 是 ArrayList 结 构 为 动态 数组 ， 在 这 个 结构 中 ， 当 元 素数 量 到 一 定 规 
模 时 将 发 生 扩容 操作 ， 扩 容 操作 的 时 间 复 杂 上 度 为 O(N ) 是 比较 高 的 ， 这 
个 结构 增加 和 删除 元 素 的 时 间 复 洒 度 也 较 高 。 总 之 ， 用 这 个 结构 对 本 题 
来 讲 数据 结构 不 够 纯粹 和 干净 ， 如 果 读 者 不 充分 理解 这 个 结构 的 底层 实 
现 ， 最 好 不 要 使 用 ， 而 且 还 需要 两 个 ArrayList 结 构 。 




















本 书 提供 的 方法 只 使 用 了 一 个 双 端 队列 ， 有 具体 为 Java 中 的 LinkedList 
结构 ， 这 个 结构 的 底层 实现 就 是 非常 纯粹 的 双 端 队列 结构 ， 本 书 的 方法 
也 仅 使 用 双 端 队列 结构 的 基本 操作 。 








先 举 题 目的 例子 来 展示 大 体 过程 ， 首 先生 成 双 端 队列 结构 dq， 将 市 
IM dg Å KAMA dq. 





原则 1: 如 果 是 从 左 到 右 的 过 程 ， 那 么 一 律 从 dq 的 头 部 弹出 节点 ， 
如 果 弹 出 的 节点 没有 孩子 节点 ， 当 然 不 用 放 入 任何 节点 到 dq 中 ;， 如 果 当 








前 节点 有 孩子 节点 ， 先 让 左 孩 子 从 尾部 进入 dq， 再 让 右 孩 子 从 尾部 进入 
dq. 


根据 原则 1， 先 从 dq 头 部 弹出 节点 1 并 打印 ， 然 后 先 让 节点 2 从 dq 尾 
部 进入 ， 再 让 节点 3 从 dq 尾 部 进入 ， 如 图 3-30 所 示 。 


dq 头 
5 


2 |Æ 


43-30 





原则 2: 如 果 是 从 右 到 左 的 过 程 ， 那 么 一 律 从 dq 的 尾部 弹出 节点 ， 
UR AT RAP SRA AO EA a AldqP; 如 果 当 
HIT RABATT» UA TM dg, FREAK PM EBHEA 
dq. 








根据 原则 2， 先 从 dq 尾 部 弹出 节点 3 并 打印 ， 然 后 先 让 节点 6 从 dq 头 
部 进入 ， 再 让 节点 5 从 dq 头 部 进入 ， 如 图 3-31 所 示 。 


dq 头 


2 
3 |E 


图 3-31 


根据 原则 2， 先 从 dq 尾 部 弹出 节点 2 并 打印 ， 然 后 让 点 4 从 dq 头 部 


进入 ， 如 图 3-32 上 所 示 。 


dq sk 
7 
8 |Æ 
图 3-22 


根据 原则 1， 依 次 从 dq 头 部 弹出 节点 4、5、6 并 打印 ， 这 期 间 先 让 节 
点 7 从 dq 尾部 进入 ， 再 让 节点 8 从 dq 尾部 进入 ， 如 图 3-33 所 示 。 


dq SK 
4 
3 
6 
尾 
图 3-33 





最 后 根据 原则 2， 依 次 从 dq 尾 部 弹出 节点 8 和 7 并 打印 即 可 。 


用 原则 1 和 原则 2 的 过 程 切换 ， 我 们 可 以 完成 ZigZag 的 打印 过 程 ， 所 
以 现在 只 剩 一 个 问题 ， 如 何 确定 切换 原则 1 和 原则 2 的 时 机 ， 其 实 还 是 如 
何 确定 每 一 层 最 后 一 个 节点 的 问题 。 


























在 ZigZag 的 打印 过 程 中 ， 下 一 层 最 后 打印 的 节点 是 当前 层 有 孩子 的 
市 点 中 最 先进 入 dq 的 市 点 。 比 如 ， 处 理 第 1 层 的 第 1 个 有 孩子 的 节点 ， 也 
就 是 节点 1 时 ， 节 点 1 的 左 孩子 节点 2 最 先进 的 dqg， 那 么 节点 2 就 是 下 一 层 
打印 时 的 最 后 一 个 节点 。 处 理 第 2 层 的 第 一 个 有 和 孩子 的 节点 ， 也 就 是 节 














点 3 时 ， 节 点 3 的 右 孩 子 节 点 6 最 先进 的 dq， 那 么 节点 6 就 是 下 一 层 打 印 时 
的 最 后 一 个 节点 。 处 理 第 3 层 的 第 一 个 有 和 孩子 的 节点 ， 也 就 是 节点 5 时 ， 
节点 5 的 左 孩 子 节点 7 最 先进 的 dq， 那 么 节点 7 就 是 下 一 层 打 印 时 的 最 后 
HP HR 


INO 








ZigZag 打 印 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printByZigZag 方 法 。 


Ñ 


public void printByZigZag(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
} 
Deque<Node> dq = new LinkedList<Node>(); 
int level = 1; 
boolean Ir = true; 
Node last = head; 
Node nLast = null; 
dq.offerFirst(head) ; 
pringLevelAndOrientation(level++, Ir); 
while (! dq.isEmpty()) { 
if (1r) I 
head = dq.pollFirst(); 
if (head.left ! = null) { 
nLast = nLast == null ? 
dq.offerLast(head.left) 
) 
if (head.right ! = null) { 


nLast = nLast == null ? 


dq.offerLast(head.right 
} 
} else { 
head = dq.pollLast(); 
if (head.right ! = null) { 
nLast = nLast == null ? 


dq.offerFirst(head.righ 


) 
if (head.left ! = null) { 
nLast = nLast == null ? 
dq.offerFirst(head.left 
) 
) 
System.out.print(head.value + " "); 


if (head == last && ! dq.isEmpty()) { 


last = nLast; 
nLast = null; 
System.out.println(); 


pringLevelAndorientation(level+ 


} 
System.out.println(); 


public void pringLevelAndOrientation(int level, boolean 


System.out.print("Level " + level + " from "); 


System.out.print(lr ? "left to right: " : "righ 
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一 柠 二 又 树 原本 是 搜索 二 又 树 ， 但 是 其 中 有 两 个 节点 调换 了 位 置 ， 
使 得 这 标 二 叉 树 不 再 是 搜索 二 又 树 ， 请 找到 这 两 个 错误 节 点 并 返回 。 已 
知 二 叉 树 中 所 有 节点 的 值 都 不 一 样 ， 给 定 二 又 树 的 头 节 点 head， 返 回 一 
个 长 度 为 2 的 二 叉 树 节点 类 型 的 数组 errs，errs[0] 表 示 一 个 错误 节点 ， 
errs[1] 表 示 男 一 个 错误 节点 。 


进 阶 ， 如 果 在 原 问 题 中 得 到 了 这 两 个 错误 节点， 我们 当然 可 以 通过 
交换 两 个 节点 的 节点 值 的 方式 让 整 棵 二 又 树 重新 成 为 搜索 二 又 树 。 但 现 
在 要 求 你 不 能 这 么 做 ， 而 是 在 结构 上 完全 交换 两 个 节点 的 位 置 ， 请 实现 
调整 的 函数 。 





【 难度 】 
HE: HÅ kkk 
进 阶 问题 : 将 kok 


【解答 】 








原 问题 一 一 找到 这 两 个 错误 节点 。 如 果 对 所 有 的 节点 值 都 不 一 样 的 
RR ET HB, MAGMA SES TET, bh, MA 
ANT RET» MER HÆR 
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一 次 降序 时 较 大 的 节点 ， 第 二 个 错误 的 节点 为 第 二 次 降序 时 较 小 的 节 
点 。 


比如 ， 原 来 的 搜索 二 叉 树 在 中 序 遍 历时 的 节点 值 依次 出 现 {1，2,， 
3，4，5}， 如 果 因 为 两 个 节点 位 置 错 了 而 出 现 {1，5，3，4，2}， 第 一 
次 降序 为 5->3， 所 以 第 一 个 错误 节点 为 5， 第 二 次 降序 为 4->2， 所 以 第 
二 个 错误 节点 为 2， 把 5 和 2 换 过 来 就 可 以 恢复 。 





如 果 在 中 序 人 吉 历 时 市 点 值 只 出 现 了 一 次 降序 ， 第 一 个 错误 的 节点 为 
这 次 降序 时 较 大 的 节点 ， 第 二 个 错误 的 节点 为 这 次 降序 时 较 小 的 节点 。 





比如 ， 原 来 的 搜索 二 又 树 在 中 序 明 历时 节点 值 依次 出 现 {1，2，3， 
4，5}， 如 宁 因 为 两 个 节点 位 置 错 了 而 出 现 {1，2，4，3，5}， 只 有 一 次 
降序 为 4->3， 上 所 以 第 一 个 错误 节点 为 4， 第 二 个 错误 节点 为 9， 把 4 和 3 换 
过 来 就 可 以 恢复 。 


寻找 两 个 错误 节点 的 过 程 可 以 总 结 为 : 第 一 个 错误 节点 为 第 一 次 降 
序 时 较 大 的 节点 ， 第 二 个 错误 节点 为 最 后 一 次 降序 时 较 小 的 节点 。 








所 以 ， 只 要 改写 一 个 基本 的 中 序 过 历 ， 就 可 以 完成 原 问 题 的 要 求 ， 
改写 递归 、 非 递归 或 者 Morris 通 有 历 都 可 以 。 


找到 两 个 错误 节点 的 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getTwoErrNodes 方 
ee 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 


public Node right; 


public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node[] getTwoErrNodes(Node head) { 
Node[] errs = new Node[2]; 
if (head == null) { 
return errs; 
) 
Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 
Node pre = null; 
while (! stack.isEmpty() || head ! = null) { 
if (head ! = null) { 
stack.push(head); 
head = head.left; 
} else { 
head = stack.pop(); 
if (pre ! = null && pre.value > 
errs[0] = errs[0] == nu 
errs[1] = head; 
} 
pre = head; 


head = head.right; 


} 


return errs; 





JET [Hy aE ETR ERR TT RS Å BEG ECHR AW 
个 错误 节点 ， 首 先 应 该 找到 两 个 错误 市 点 各 自 的 父 节 点 ， 随 便 改写 一 个 
二 又 树 的 过 历 即 可 。 











找到 两 个 错误 节点 各 自 父 节点 的 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
getTwoErrParents 方 法 ， 该 方法 返回 长 度 为 2 的 Node 类 型 的 数组 parents， 
parents[0] 表 示 第 一 个 错误 节点 的 父 节 点 ，parents[1] 表 示 第 二 个 错误 节点 
的 父 节 点 。 


public Node[] getTwoErrParents(Node head, Node e1, Node 
Node[] parents = new Node[2]; 
if (head == null) { 


return parents; 


) 

Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 

while (! stack.isEmpty() || head ! = null) { 
if (head ! = null) { 


stack.push(head); 
head = head.left; 
} else { 


head = stack.pop(); 


if (head.left == e1 || head.rig 
parents[O] = head; 

} 

if (head.left == e2 || head.rig 


parents[1] = head; 


} 
head = head.right; 


} 


return parents; 


} 


找到 两 个 错误 节点 的 父 节点 之 后 ， 第 一 个 错误 节点 记 为 el1，el 的 父 
节点 记 为 eI1P，e1 的 左 孩 子 记 为 elL，el 的 右 孩 子 记 为 e1R。 第 二 个 错误 
节点 记 为 e2，e2 的 父 节点 记 为 e2P，e2 的 左 孩 子 记 为 e2L，e2 的 右 孩 子 记 
为 e2R。 


在 结构 上 交换 两 个 节点 ， 实 际 上 就 是 把 两 个 节点 互 换 环 境 。 粗 略 地 
说 ， 就 是 让 e2 成 为 e1P 的 孩子 节点 ， 让 elL 和 elR 成 为 e2 的 孩子 节点 ; 让 
el 成 为 e2P 的 孩子 节点 ， 让 e2L 和 e2R 成 为 el 的 孩子 节点 。 但 这 只 是 粗略 
的 理解 ， 在 实际 交换 的 过 程 中 有 很 多 情况 需要 我 们 做 特殊 处 理 。 比 如 ， 
如 果 el 是 头 节 点 ， 意 味 着 el1P 为 null， 那 么 让 e2 成 为 e1P 的 孩子 节点 时 ， 
关于 elP 的 任何 left 指 针 或 right 指 针 操 作 都 会 发 生 错 误 ， 因 为 e1P 为 null 根 
本 没有 Node 类 型 节点 的 结构 。 再 如 ， 如 果 el1 本 身 就 是 e2 的 左 孩子 ， 即 
el==e2L， 那 么 让 e2L 成 为 el 的 左 孩 子 时 ，el 的 left 指 针 将 指 同 e2L， 将 会 
指向 自己 ， 这 会 让 整 棵 二 又 树 发 生 严重 的 结构 错误 。 




















换 句 话说 ， 我 们 必须 理 清 楚 el 及 其 上 下 环境 之 间 的 关系 、e2 及 其 上 
下 环境 之 间 的 关系 ， 以 及 两 个 环境 之 间 是 否 有 联系 。 有 以 下 三 个 问题 和 
一 个 特别 注意 是 必须 关注 的 。 





问题 一 : ee A TEXTE? 如 果 有 ， 谁 是 头 ? 


问题 二 : el 和 e2 是 否 相 邻 ? 如 果 相 邻 ， 谁 是 谁 的 父 节点 ? 





问题 三 :el 和 e2 分 别 是 各 目 父 节点 的 左 孩 子 还 是 右 孩 子 ? 





特别 注意 : 因为 是 在 中 序 授 历时 先 找 到 el1， 后 找到 e2， 所 以 el 一 定 
不 是 e2 的 右 孩 子 ，e2 也 一 定 不 是 el 的 左 孩 子 。 


以 上 三 个 问题 与 特别 注意 之 间 相 互 影 响 ， 情 况 非 常 复杂 。 经 过 仔细 
整理 ， 情 况 共 有 14 种 ， 每 一 种 情况 在 调整 el 和 e2 各 上 自 的 拓扑 关系 时 都 有 
特殊 处 理 。 


1.e1 是 头 ，el 是 e2 的 父 ， 此 时 e2 只 可 能 是 el 的 右 孩 子 。 
2.e1 是 头 ，el 不 是 e2 的 父 ，e2 是 e2P 的 左 孩 子 。 
3.e1l 是 头 ，el 不 是 e2 的 父 ，e2 是 e2P 的 右 孩 子 。 
4.e2 是 涉 ，e2 是 el 的 父 ， 此 时 el 只 可 能 是 e2 的 左 孩 子 。 
5.e2 是 头 ，e2 不 是 el 的 父 ，el 是 elP 的 左 孩 子 。 
6.e2 是 头 ，e2 不 是 el 的 父 ，el 是 elP 的 右 孩 子 。 


7.e1 和 e2 都 不 是 头 ，el1 是 e2 的 父 ， 此 时 e2 只 可 能 是 el 的 右 孩 子 ，el 
是 elP 的 左 孩 子 。 


8.e1 和 e2 都 不 是 头 ，el 是 e2 的 父 ， 此 时 e2 只 可 能 是 el 的 右 孩 子 ，el 
是 elP 的 右 孩 子 。 


9.e1 和 e2 都 不 是 头 ，e2 是 el 的 父 ， 此 时 el 只 可 能 是 e2 的 左 孩 子 ，e2 
是 e2P 的 左 孩 子 。 


10.e1 和 e2 都 不 是 头 ，e2 是 el 的 父 ， 此 时 el 只 可 能 是 e2 的 左 孩子 ，e2 
是 e2P 的 右 孩 子 。 


11.el 和 e2 都 不 是 涉 ， 谁 也 不 是 谁 的 父 节 点 ，el 是 elP 的 左 孩 子 ，e2 
是 e2P 的 左 孩 子 。 


12.el1 和 e2 都 不 是 涉 ， 谁 也 不 是 谁 的 父 节点 ，el 是 elP 的 左 孩 子 ，e2 
是 e2P 的 右 孩 子 。 


13.e1 和 e2 都 不 是 头 ， 谁 也 不 是 谁 的 父 节 点 ，el 是 elP 的 右 孩 子 ，e2 
是 e2P 的 左 孩 子 。 


14.e1 和 e2 都 不 是 头 ， 谁 也 不 是 谁 的 父 节 点 ，el 是 elP 的 右 孩 子 ，e2 
是 e2P 的 右 孩 子 。 


当 情 况 1 至 情况 3 发 生 时 ， 二 又 树 新 的 头 节 点 应 该 为 e2， 当 情况 4 全 
情况 6 及 生 时 ， 二 又 树 新 的 头 节 点 应 该 为 e1， 其 他 情况 发 生 时 ， 二 又 树 
的 头 节点 不 用 发 生变 化 。 








从 结构 上 调整 两 个 错误 市 点 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 


recoverTree 方 法 。 


public Node recoverTree(Node head) { 
Node[] errs = getTwoErrNodes(head); 
Node[] parents = getTwoErrParents(head, errs[0] 
Node e1 = errs[0]; 
Node e1P = parents[0]; 
Node e1L = e1.left; 


Node e1R = e1.right; 


Node e2 = errs[1]; 
Node e2P = parents[1]; 
Node e2L = e2.left; 
Node e2R = e2.right; 
if (e1 == head) { 





if (e1 == e2P) { // 情况 1 
e1.left = e2L; 
e1.right = e2R; 
e2.right = e1; 


e2.left = e1L; 





} else if (e2P.left == e2) { // 情况 2 
e2P.left = e1; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1R; 
e1.left = e2L; 
e1.right = e2R; 
} else { // 情况 3 





e2P.right = e1; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1R; 
e1.left = e2L; 
e1.right = e2R; 

) 

head = e2; 

} else if (e2 == head) { 
if (e2 == e1P) { // 情况 4 





e2.left = e1L; 


e2.right = e1R; 
e1.left = e2; 
e1.right = e2R; 
} else if (e1P.left == e1) { // 情况 5 





e1P.left = e2; 

e1.left = e2L; 

e1.right = e2R; 

e2.left = e1L; 

e2.right = e1R; 
} else { // 情况 6 





e1P.right = e2; 
e1.left = e2L; 
e1.right = e2R; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1R; 

} 

head = e1; 

} else { 
if (e1 == e2P) { 





if (e1P.left == e1) { // 情况 7 
e1P.left = e2; 
e1.left = e2L; 
ei.right = e2R; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1; 

} else { // 情况 8 





e1P.right = e2; 


} 


e1.left = e2L; 
ei.right = e2R; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1; 


} else if (e2 == e1P) { 


if (e2P.left == e2) { // 情况 9 


} else { // 情况 10 





e2P.left = e1; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1R; 
e1.left = e2; 
el.right = e2R; 
e2P.right = el; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1R; 
e1.left = e2; 
e1.right = e2R; 
left == e1) { 
if (e2P.left == 
e1.left 
ei.right 
e2.left 
e2.right 
e1P.left 





e2) { / 


e2L; 


e2R; 


eil; 


e1R; 


e2; 


e2P.left = e1; 





} else { // 情况 12 
e1.left = e2L; 
e1.right = e2R; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1R; 
e1P.left = e2; 


e2P.right = el; 


if (e2P.left == e2) { / 
e1.left = e2L; 
e1.right = e2R; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1R; 
e1P.right = e2; 
e2P.left = e1; 

} else { // 情况 14 





e1.left = e2L; 
el.right = e2R; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1R; 
e1P.right = e2; 


e2P.right = e1; 


} 


return head; 


FTC EG EL PE AP HU Th 2 
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då FE IK EAR PAR SR RIAL, ET E St 
全 部 的 拓扑 结构 。 


例如 ， 图 3-34 所 示 的 tl 树 和 图 3-35 所 示 的 世 树 。 


] 
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图 3-34 


图 3-35 
tL 树 包含 t2 树 全 部 的 拓扑 结构 ， 所 以 返回 true。 


【 难度 】 


E KKK 
【解答 】 


如 果 红 中 某 棵 子 树 头 节点 的 值 与 2 头 节点 的 值 一 样 ， 则 从 这 两 个 头 
节点 开始 匹配 ， 匹 配 的 每 一 步 都 让 t1 上 的 节点 跟着 t2 的 先 序 遍 历 移动 ， 
每 移动 一 步 ， 都 检查 t1 的 当前 节点 是 否 与 t2 当 前 节点 的 值 一 样 。 比 如 ， 
题目 中 的 例子 ，t1 中 的 节点 2 与 t2 中 的 节点 2 匹配 ， 然 后 t1 跟 着 t2 同 左 ， 发 
现 tl 中 的 节点 4 与 世 中 的 节点 4 匹配 ，t1 跟 着 t2 继 续 向 左 ， 发 现 tl 中 的 节点 
8 与 中 的 节点 8 匹配 ， 此 时 世 回 到 t2 中 的 节点 2，ti 也 回 到 ti 中 的 节点 2， 
然后 t1 跟 着 t2 向 右 ， 发 现 t1 中 的 节点 5 与 世 中 的 节点 5 匹配 。t2 匹 配 完毕 ， 
结果 返回 true。 如 果 匹 配 的 过 程 中 发 现 有 不 匹配 的 情况 ， 直 接 返 回 
false, Et) RT FACE AI FK SOI, HPA BRS 
t1 的 下 一 棵 子 树 。t1 的 每 棵 子 树 上 都 有 可 能 匹配 出 t2， 所 以 都 要 检查 一 
遍 。 

















所 以 ， 如 果 t1 的 节点 数 为 N ，t2 的 节点 数 为 M ， 该 方法 的 时 间 复 杂 
FO (N xM). 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 contains 方 法 ， 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public boolean contains(Node t1, Node t2) { 


return check(t1, t2) || contains(ti.left, t2) | 


public boolean check(Node h, Node t2) { 
if (t2 == null) { 


return true; 


} 

if (h == null || h.value ! = t2.value) { 
return false; 

) 


return check(h.left, t2.left) && check(h.right, 


FY BED ET A Sty A TE SE 
全 相同 的 子 树 


LAH] 


då JE BCE AI PR PR RTE RAL, AIT ERA SD 
拓扑 结构 完全 相同 的 子 树 。 


例如 ， 图 3-36 所 示 的 t1 树 和 图 3-37 所 示 t2 树 。 


寻 树 有 与 己 树 拓扑 结构 完全 相同 的 子 树 ， 所 以 返回 true。 但 如 果 革 树 
和 t2 树 分 别 如 图 3-38 和 图 3-39 所 示 ， 则 红 树 就 没有 与 忆 树 拓扑 结构 完全 相 


同 的 子 树 ， 所 以 返回 false。 


8 9 
图 3-38 
ØS 
Å 5 
8 
43-39 
【难度 】 
校 KA 
【 解答】 





如 果 tI 的 节点 数 为 N ，t2 的 节点 数 为 M ， 本 题 最 优 解 是 时 间 复 杂 度 
AO (N +M ) 的 方法 。 先 简单 介绍 一 个 时 间 复 杂 度 为 O CN xM ) 的 方法 ， 
对 于 t1 的 每 棵 子 树 ， 都 去 判断 是 否 与 t2 树 的 拓扑 结构 完全 一 样 ， 这 个 过 
程 的 复杂 度 为 O (M )，t1 的 子 树 一 共有 NN 棵 ， 所 以 时 间 复 杂 度 为 O CN XM 
)， 这 种 方法 本 书 不 再 详 述 。 





下 面 重点 介绍 一 下 时 间 复 杂 度 为 O (CN +M ) 的 方法 ， 首 先是 把 t1 树 和 
t2 树 按照 先 序 壳 历 的 方式 序列 化 ， 关 于 这 个 内 容 ， 请 阅读 本 书 “ 二 又 树 
的 序列 化 和 反 序列 化 ”问题 。 以 题目 的 例子 来 说 ， 世 树 序 列 化 后 的 结 
为 “11214!1 #18! #! #1519! #! #! 441316] #! #171 #! #1”, 记 为 t1Str。t2 树 序列 化 
后 的 结果 为 “214! #18! #! #!5!9! #! #! #! ”， 记 为 t2Str。 接 下 来 只 要 验证 
t2Str 是 否 是 t1Str 的 子 串 即 可 ， 这 个 用 KMP 算 法 可 以 在 线性 时 间 内 解决 。 
所 以 tl 序列 化 的 过 程 为 O(N )，t2 序 列 化 的 过 程 为 O (M )，KMP 解 决 t1Str 
和 t2Str 的 匹配 问题 O (M +N )， 所 以 时 间 复 杂 度 为 O (M +N )。 有 关 KMP 
算法 的 内 容 ， 请 读者 阅读 本 书 “KMP 算 法 ”问题 ， 关 于 这 个 算法 非常 清晰 
的 解释 ， 这 里 不 再 详 述 。 





本 题 最 优 解 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isSubtree 方 法 。 


public boolean isSubtree(Node t1, Node t2) { 
String tiStr = serialByPre(t1); 
String t2Str = serialByPre(t2); 


return getIndexOf(tiStr, t2Str) ! = -1; 


public String serialByPre(Node head) { 
if (head == null) { 
return "HI "; 
} 
String res = head.value + "! "; 
res += serialByPre(head.left); 
res += serialByPre(head.right); 


return res; 


/7 KMP 


public int getIndexOf(String s, String m) { 
if (s == null || m == null || m.length() < 1 || 
{ 
return -1; 
} 
char[] ss = s.toCharArray(); 
char[] ms = m.toCharArray(); 
int si = 0; 
int mi = 0; 
int[] next = getNextArray(ms); 
while (si < ss.length && mi < ms.length) { 
if (ss[si] == ms[mi]) { 
si++; 
mi++; 
} else if (next[mi] == -1) { 
Si++; 
} else { 


mi = next[mil; 


} 


return mi == ms.length ? si - mi : -1; 


public int[] getNextArray(char[] ms) { 


if (ms.length == 1) { 
return new int[] { -1 >; 
) 
int[] next = new int[ms.length]; 
next [0] = -1; 
next [1] = 0; 
int pos = 2; 
int cn = 0; 
while (pos < next.length) { 
if (ms[pos - 1] == ms[cn]) { 
next[pos++] = ++cn; 
} else if (cn > 0) I 
cn = next[cn]; 
} else { 


next[pos++] = 0; 


} 


return next; 


TT JOE IN FET IO 
【题目 】 


平衡 二 又 树 的 性 质 为 ， 要 么 是 一 棵 空 树 ， 要 么 任何 一 个 节点 的 左右 
子 树 高 度 兰 的 绝对 值 不 超过 1。 给 定 一 柠 二 又 树 的 头 节 点 head， 判 断 这 
柠 二 又 树 是 否 为 平衡 二 又 树 。 





【 要求】 

如 果 二 叉 树 的 节点 数 为 N， 要 求 时 间 复 杂 度 为 O (N )。 
DER] 

E Kos 
【解答 】 


解法 的 整体 过 程 为 二 又 树 的 后 序 遇 历 ， 对 任何 一 个 节点 node 来 说 ， 
先 衣 历 node 的 左 子 树 ， 裔 历 过 程 中 收集 两 个 信息 ，node 的 左 子 树 是 否 大 
平衡 二 又 树 ，node 的 左 子 树 最 深 到 哪 一 层 记 为 IH。 如 果 发 现 node 的 左 子 
树 不 是 平衡 二 叉 树 ， 无 须 进行 任何 后 续 过 程 ， 此 时 返回 什么 已 不 重要 ， 
因为 已 经 发 现 整 棵 树 不 是 平衡 二 叉 树 ， 退 出 过 历 过 程 ， 如 果 node 的 左 子 
ME FG IO, Fi node FR, JR SEE AGE AMS 
node 的 右 子 树 是 否 为 平衡 二 又 树 ，node 的 右 子 树 最 深 到 哪 一 层 记 为 rH。 
如 果 发 现 node 的 右 子 树 不 是 平衡 二 又 树 ， 无 有 顷 进 行 任 何 后续 过 程 ， 返 回 
什么 也 不 重要 ， 因 为 已 经 发 现 整 标 树 不 是 平衡 二 又 树 ， 退 出 壳 历 过 程 ; 























Un Rnodel 4a TREE FELA, SKE A HE MAN Ee A 
1， 如 果 大 于 1， 说 明 已 经 发 现 整 棵 树 不 是 平衡 二 叉 树 ， 如 果 不 大 于 1， 
则 返回 IH 和 rH 较 大 的 一 个 。 





判断 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isBalance 方 法 。 在 递归 函数 
getHeight 中 ， 一 旦 发 现 不 符合 平衡 二 又 树 的 性 质 ， 递 归 过 程 会 迅速 退 
出 ， 此 时 返回 什么 根本 不 重要 。boolean[] res 长 度 为 1， 其 功能 相当 于 一 
个 全 局 的 boolean 变 量 。 


public boolean isBalance(Node head) { 
boolean[] res = new boolean[1]; 
res[O] = true; 
getHeight(head, 1, res); 


return res[0]; 


public int getHeight(Node head, int level, boolean[] re 
if (head == null) { 
return level; 
) 
int 1H = getHeight(head.left, level + 1, res); 
if (! res[0]) { 
return level; 
) 
int rH = getHeight(head.right, level + 1, res); 
if (! res[0]) I 


return level; 


} 

if (Math.abs(1H - rH) > 1) I 
res[0] = false; 

} 


return Math.max(1H, rH); 


} 





整个 后 序 壳 历 的 过 程 中 ， 每 个 节点 最 多 遍历 一 次 ， 如 果 中 途 发 现 不 
满足 平衡 二 又 树 的 性 质 ， 整 个 过 程 会 迅速 退出 ， 没 遍历 到 的 节点 也 不 用 
轴 历 了 ， 上 所 以 时 间 复 杂 度 为 O (CN )。 


根据 后 序数 组 重建 搜索 二 叉 树 


LAH] 


给 定 一 个 整 型 数组 arr， 已 知 其 中 没有 重复 值 ， 判 断 arr 和 是 否 可 能 是 
市 点 值 类 型 为 整 型 的 搜索 二 又 树 后 序 过 历 的 结果 。 





进 阶 ， 如 果 整 型 数组 arr 中 没有 重复 值 ， 且 已 知 是 一 棵 搜索 二 又 树 的 
APER, Bt Hard flg XM. 


【 难度 】 
a AG 


【解答 】 





原 问题 的 解法 。 二 又 树 的 后 序 遍 历 为 先 左 、 再 右 、 最 后 根 的 顺序 ， 
所 以 ， 如 果 一 个 数组 是 二 叉 树 后 序 遍 历 的 结果 ， 那 么 头 节 点 的 值 一 定 会 
是 数组 的 最 后 一 个 元 素 。 搜 索 二 叉 树 的 性 质 ， 所 以 比 后 序数 组 最 后 一 个 
元 素 值 小 的 数组 会 在 数组 的 左边 ， 比 数组 最 后 一 个 元 素 值 大 的 数组 会 在 
数组 的 右边 。 比 如 arr=[2，1，3，6，5，7，4]， 比 4 小 的 部 分 为 [2，1， 
3]， 比 4 大 的 部 分 为 [6，5，7]。 如 果 不 满足 这 种 情况 ， 说 明 这 个 数组 一 
定 不 可 能 是 搜索 二 又 树 后 序 遍 历 的 结果 。 接 下 来 数组 划分 成 左边 数组 和 
右边 数组 ， 相 当 于 二 又 树 分 出 了 左 子 树 和 右 子 树 ， 只 要 递归 地 进行 如 上 
判断 即 可 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isPostArray 方 法 。 


public boolean isPostArray(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return false; 


} 


return isPost(arr, 0, arr.length - 1); 


public boolean isPost(int[] arr, int start, int end) { 
if (start == end) { 
return true; 
i; 
int less = -1; 
int more = end; 
for (int i = start; i < end; i++) { 


if (arr[end] > arr[i]) { 


less = i; 
} else { 
more = more == end ? i : more; 
} 
} 
if (less == -1 || more == end) { 
return isPost(arr, start, end - 1); 
i; 
if (less ! = more - 1) { 
return false; 
} 


return isPost(arr, start, less) && isPost(arr, 


} 


进 阶 问题 的 分 析 与 原 问 题 同 理 ， 一 标 树 的 后 序数 组 中 最 后 一 个 值 为 
二 又 树 头 节 点 的 值 ， 数 组 左 部 分 都 比 头 节点 的 值 小 ， 用 来 生成 头 节 点 的 
左 子 树 ， 剩 下 的 部 分 用 来 生成 右 子 树 。 





具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 posArrayToBST 方 法 。 


public class Node { 


public int value; 


public Node left; 


public Node right; 


public Node(int value) { 


this.value = value; 


public Node posArrayToBST(int[] posArr) { 
if (posArr == null) { 
return null; 


} 
return posToBST(posArr, ©, posArr.length - 1); 


public Node posToBST(int[] posArr, int start, int end) 
if (start > end) { 
return null; 
} 
Node head = new Node(posArr[end]); 
int less = -1; 
int more = end; 
for (int i = start; i < end; i++) I 
if (posArr[end] > posArr[i]) < 
less = 1; 
} else { 


more = more == end ? i : more; 


) 
head.left = posToBST(posArr, start, less); 


head.right = posToBST(posArr, more, end - 1); 


return head; 


FE — RIME IK IO 
完全 二 又 树 


LAH] 


给 定 一 个 二 又 树 的 头 节 点 head， 已 知 其 中 没有 重复 值 的 节点 ， 实 现 
两 个 函数 分 别 判 断 这 柠 二 又 树 是 否 是 搜索 二 又 树 和 完全 二 又 树 。 





【 难度 】 
E xs 


【解答 】 





判断 一 棵 二 又 树 是 否 是 搜索 二 又 树 ， 只 要 改写 一 个 二 又 树 中 序 通 
历 ， 在 所 历 的 过 程 中 看 节点 值 是 否 痢 是 递增 的 即 可 。 本 书 改 写 的 是 
Morris HFH, MANERO (N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1)。 
有 关 Morris 中 序 遍 历 的 介绍 ， 请 读者 阅读 本 书 “ 遍 历 二 又 树 的 神 级 方 
法 ”问题 。 需 要 注意 的 是 ，Morris 过 历 分 调整 二 又 树 结 构 和 恢复 二 又 树 结 
构 两 个 阶段 ， 所 以 ， 当 发 现 节点 值 降 序 时 ， 不 能 直接 返回 false， 这 人 么 做 
可 能 会 跳 过 恢复 阶段 ， 从 而 破坏 二 广 树 的 结构 。 











通过 改写 Morris 中 序 壳 历来 判断 搜索 二 叉 树 的 过 程 请 参看 如 下 代码 
中 的 isBST 方 法 。 


public class Node { 


public int value; 


public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public boolean isBST(Node head) { 
if (head == null) { 
return true; 
) 
boolean res = true; 
Node pre = null; 
Node cur1 = head; 
Node cur2 = null; 
while (cur1 ! = null) { 
cur2 = curi.left; 
if (cur2 ! = null) { 
while (cur2.right ! = null && c 
cur2 = cur2.right; 
i 
if (cur2.right == null) { 
cur2.right = cur1; 
cur1 = curi.left; 
continue; 
} else { 


cur2.right = null; 


i; 

if (pre ! = null && pre.value > cur1.va 
res = false; 

} 


pre = cur1; 

cur1 = cur1.right; 
i; 
return res; 


} 





判断 一 棵 二 又 树 是 人 否 是 完全 二 又 树 ， 依 据 以 下 标准 会 使 判断 过 程 变 
得 简单 且 易 实现 : 





1. 按 层 过 历 二 又 树 ， 从 每 层 的 左边 同 右 边 依 次 通 历 所 有 的 节点 。 








2. 如 果 当 前 节点 有 右 孩 子 ， 但 没有 左 孩 子 ， 直 接 返 回 false。 





3. 如 果 当 前 节点 并 不 是 左右 孩子 全 有 ， 那 之 后 的 节点 必须 都 为 叶 
WA, TU Al false. 


W JJ GEA Un Å NE Blfalse, Wi ÆRA JE JA Bltrue. 





判断 是 否 是 完全 二 又 树 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isCBT 方 
VE 


public boolean isCBT(Node head) { 
if (head == null) { 


return true; 


} 


Queue<Node> queue = new LinkedList<Node>(); 
boolean leaf = false; 
Node 1 = null; 
Node r = null; 
queue.offer(head); 
while (! queue.isEmpty()) { 
head = queue.poll(); 
1 = head.left; 
r = head.right; 
if ((leaf&&(l! =null||r! =null)) || (1= 


return false; 


) 

if (1 ! = null) I 
queue.offer(l); 

} 

if (r ! = null) I 
queue.offer(r); 

} else { 
leaf = true; 

) 


) 


return true; 


通过 有 序数 组 生成 平衡 搜索 二 又 树 


LAH] 


给 定 一 个 有 序数 组 sortArr， 已 知 其 中 没有 重复 值 ， 用 这 个 有 序数 组 
生成 一 棵 平衡 搜索 二 叉 树 ， 并 且 该 搜索 二 又 树 中 序 遇 历 的 结果 与 SortArr 
一 致 。 





【 难度 】 
E XxX 
【解答 】 


本 题 的 递归 过 程 比较 简单 ， 用 有 序数 组 中 最 中 间 的 数 生成 搜索 二 又 
树 的 头 节 点 ， 然 后 用 这 个 数 堪 边 的 数 生成 左 子 树 ， 用 右边 的 数 生 成 右 子 
树 即 可 。 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 generateTree 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node generateTree(int[] sortArr) { 
if (sortArr == null) { 
return null; 


) 


return generate(sortArr, 0, sortArr.length - 1) 


public Node generate(int[] sortArr, int start, int end) 
if (start > end) { 
return null; 
} 
int mid = (start + end) / 2; 
Node head = new Node(sortArr[mid]); 
head.left = generate(sortArr, start, mid - 1); 
head.right = generate(sortArr, mid + 1, end); 


return head; 


FE SOP KEITA A Jr ET A 


【题目 了 
现在 有 一 种 新 的 二 叉 树 节点 类 型 如 下 : 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node parent; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


} 





AM EEE RME I NÉ HS Ai ES parent FB ET. 
假设 有 一 棵 Node 类 型 的 节点 组 成 的 二 叉 树 ， 树 中 每 个 节点 的 parent 指 针 
都 正确 地 指 回 目 己 的 父 节 点 ， 头 节点 的 parent 指 癌 null。 只 给 一 个 在 二 又 
树 中 的 某 个 节点 node， 请 实现 返回 node 的 后 继 节 点 的 函数 。 在 二 又 树 的 
中 序 裔 历 的 序列 中 ，node 的 下 一 个 节点 叫 作 node 的 后 继 节点 。 





例如 ， 图 3-40 所 示 的 二 又 树 。 


ON alle” 
N Nr 
图 3-40 


JE AT MZ RA: 1, 2, 3, 4, 5 6, 7; 8, 9, 10 





ATO LANG PEN TR, TREN TR 5 FR 10 
后 继 为 null。 


【 难度 】 
HO kkk 


【解答 】 








先 简 单 介绍 一 种 时 间 复 杂 度 和 空间 复杂 度 较 高 但 易于 理解 的 方法 。 
既然 新 类 型 的 二 又 树 贡 点 有 指 回 父 节点 的 指针 ， 那 么 一 直 往 上 移动 ， 目 
然 可 以 找到 头 节 氮 。 找 到 头 节点 之 后 ， 再 进行 二 又 树 的 中 序 明 历 ， 生 成 
中 序 亿 历 厅 列 ， 然 后 在 这 个 序列 中 找到 node 市 扣 的 下 一 个 节点 返回 即 
可 。 如 宁 二 又 树 的 节点 数 为 N ， 这 种 方法 要 把 二 叉 树 的 所 有 市 点 至 少 亿 
历 一 笛 ， 生 成 中 序 过 历 的 序列 还 需要 大 小 为 N 的 空间 ， 所 以 该 方法 的 时 
间 复 杂 上 度 与 额外 空间 复杂 上 度 都 为 O (NW )。 本 书 不 再 详 述 。 








最 优 解 法 不 必 这 历 所 有 的 节点 ， 如 宁 node 节 点 和 node 后 继 节 点 之 间 
的 实际 距离 为 L ， 最 优 解法 只 用 走 过 世 个 和 点， 时 间 复 杂 度 为 O (L )， 额 
外 空间 复杂 度 为 O (1 )。 接 下 来 详细 说 明 最 优 解法 是 如 何 找到 node 的 后 


继 节 点 的 。 


情况 1: 如 果 node 有 右 子 树 ， 那 么 后 继 节 点 就 是 右 子 树 上 最 左边 的 
Mo 





a 


例如 ， 题 目 所 示 的 二 又 树 中 ， 当 node 为 节点 1、3、4、6 或 9 时 ， 就 
是 这 种 情况 。 


情况 2: 如 果 node 没 有 右 子 树 ， 那 么 先 看 node 是 不 是 node 父 节点 的 
左 孩子 ， 如 果 是 左 孩子 ， 那 么 此 时 node 的 父 节点 就 是 node 的 后 继 节点 ; 
如 果 是 右 孩 子 ， 就 同上 寻找 node 的 后 继 节 点 ， 假 设 同 上 移动 到 的 节点 记 
为 s，s 的 父 节 点 记 为 p， 如 果 发 现 s 是 p 的 左 孩 子 ， 那 么 节点 p 就 是 node 节 
点 的 后 继 节 上 点， 否则 就 一 直 同 上 移动 。 


例如 ， 题 目 所 示 的 二 叉 树 中 ， 当 node 为 节点 7 时 ， 节 点 7 的 父 节 点 是 
市 把 8， 同 时 节 反 7 是 节点 8 的 左 孩 子 ， 此 时 节点 8 就 是 节点 7 的 后 继 节 
点 。 








再 如 ， 题 目 所 示 的 二 又 树 中 ， 当 node 为 节点 5 时 ， 节 点 5 的 父 届 点 是 
方 点 4， 但 是 布 扣 5 是 节点 4 的 右 孩 子 ， 所 以 则 上 寻找 node 的 后 继 节 点 。 
当 向 上 移动 到 节点 4， 节 点 4 的 父 节点 是 节点 3， 但 是 市 点 4 还 是 方 点 3 的 
右 孩 子 ， 继 续 向 上 移动 。 当 同上 移动 到 节点 3 时 ， 节 点 3 的 父 市 皮 是 市 反 
6， 此 时 终于 发 现 节 点 3 是 市 点 6 的 左 孩 子 ， 移 动 停止 ， 节 点 6 就 是 
node (AS) 的 后 继 节 点 。 





























情况 3: 如 果 在 情况 2 中 一 直 同 上 寻找 ， 都 移动 到 空 市 点 时 还 是 没有 
发 现 node 的 后 继 节 点 ， 说 明 node 根 本 不 存在 后 继 节 点 。 





比如 ， 题 目 所 示 的 二 叉 树 中 ， 当 node 为 节点 10 时 ， 一 直 向 上 移动 到 


节点 6， 此 时 发 现 节 点 6 的 父 节点 已 经 为 空 ， 说 明 node 没 有 后 继 节点 。 


情况 1 和 情况 2 遍历 的 节点 就 是 node 到 node 后 继 节点 这 条 路 径 上 的 节 
点 ; 情况 3 遍历 的 节点 数 也 不 会 超过 二 又 树 的 高 度 。 


最 优 解 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getNextNode 方 法 。 


public Node getNextNode(Node node) { 
if (node == null) { 


return node; 


} 
if (node.right ! = null) { 
return getLeftMost(node.right); 
} else { 
Node parent = node.parent; 
while (parent ! = null && parent.left ! 
node = parent; 
parent = node.parent; 
) 
return parent; 
i 


public Node getLeftMost(Node node) { 
if (node == null) { 
return node; 


) 
while (node.left ! = null) I 


node = node.left; 


} 


return node; 


在 二 广 树 中 找到 两 个 节点 的 最 近 公共 
HH JG 
【题目 】 


给 定 一 棵 二 又 树 的 头 节 点 head， 以 及 这 标 树 中 的 两 个 布点 ol 和 o2， 
请 返回 o1 和 o2 的 最 近 公 共 祖 先 节 点 。 


例如 ， 图 3-41 所 示 的 二 又 树 。 


] 


2 de 3 
es LS 
gå 


8 
图 3-41 








市 点 4 和 市 把 5 的 最 近 公共 祖先 节点 为 节点 2， 节 点 5 和 节 扣 2 的 最 近 
公共 祖先 节点 为 节操 2， 节 点 6 和 节点 8 的 最 近 公 共和 祖先 市 点 为 节点 3， 节 
把 5 和 节 扣 8 的 最 近 公 共 祖 先 节 点 为 节 扩 1。 














进 阶 ， 如 果 僵 询 两 个 市 点 的 最 近 公 共和 祖先 的 操作 十 分 频繁 ， 想 法 让 
单条 碍 询 的 查询 时 间 减 少 。 





再 进 阶 ， 给 定 二 又 树 的 头 节 点 head， 同 时 给 定 所 有 想 要 进行 的 查 
W. TX TR MENN ， 碍 询 条 数 为 M ， 请 在 时 间 复 杂 上 度 为 O (N 


+M ) 内 返回 所 有 查询 的 结果 。 
DER] 
原 问 题 : I Kxxx 
BERT Mel: Et kr 
再 进 阶 问题 : BE kek IK 
【解答 】 


先 来 解决 原 问 题 。 后 序 壳 历 二 又 树 ， 假 设 遍历 到 的 当前 节点 为 
cur。 因 为 是 后 序 遍 历 ， 所 以 先 处 理 cur 的 两 棵 子 树 。 假 设 处 理 cur 左 子 树 
时 返回 节点 为 left， 处 理 右 子 树 时 返回 right。 


1. 如 果 发 现 cur 等 于 null， 或 者 o1、o2， 则 返回 cur。 


2. 如 果 left 和 right 都 为 室 ， 说 明 cur 整 棵 子 树 上 没有 发 现 过 ol1 或 o2， 
返回 null。 


3. 如 果 left 和 right 都 不 为 空 ， 说 明 左 子 树 上 发 现 过 o1 或 02， 右 子 树 
上 也 发 现 过 o2 或 o1， 说 明 o1 癌 上 与 o2 癌 上 的 过 程 中 ， 首 次 在 cur 相 过， 
返回 cur。 








4， 如 宋 left 和 right 有 一 个 为 空 ， 劝 一 个 不 为 空 ， 假 设 不 为 空 的 那个 
记 为 node， 此 时 node 到 底 是 什么 ”有 两 种 可 能 ， 要 么 node 是 o1 或 o2 中 的 
一 个 ， 要 么 node 已 经 是 o1 和 o2 的 最 近 公 共 祖 先 。 不 管 是 哪 种 情况 ， 直 接 
返回 node 即 可 。 


以 题目 二 又 树 的 例子 来 说 明 一 下 ， 假 设 o1 为 节点 6，o02 为 节点 8， 过 


FEN Ja FE o 





e 依次 遍历 节点 4、 节 点 5、 节 点 2， 都 没有 发 现 o1 或 02， 所 以 节点 
1 的 左 子 树 返 回 为 null; 


。 人 遍历 节点 6， 发 现 节点 6 等 于 ol1， 返 回 节点 6， 所 以 节点 3 左 子 树 
的 返回 值 为 节点 6; 


遍历 节点 8， 发 现 节点 8 等 于 02， 返 回 节点 8， 所 以 节点 7 左 子 树 
的 返回 值 为 节点 8; 


节点 7 的 右 子 树 为 mul， 所 以 节点 7 右 子 树 的 返回 值 为 null; 


e 遍历 节点 7， 左 子 树 返回 节点 8， 右 子 树 返回 null， 根 据 步 又 4 
此 时 返回 节点 8， 所 以 节点 3 的 右 子 树 的 返回 值 为 节点 8; 


遍历 节点 3， 左 子 树 返回 节点 6， 右 子 树 返回 节点 8， 根 据 步 又 
3， 此 时 返回 节点 3， 所 以 节点 1 的 右 子 树 的 返回 值 为 节点 3; 


e HTT 左 子 树 返回 null， 右 子 树 返回 节点 3， 根 据 步 又 4 
最 终 ns 3: 


找到 两 个 节点 最 近 公 共 祖 先 的 详细 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
lowestAncestor 方 法 。 


public Node lowestAncestor(Node head, Node o1, Node 02) 
if (head == null || head == o1 || head == 02) { 
return head; 


} 
Node left = lowestAncestor(head.left, o1, 02); 


Node right = 


lowestAncestor(head.right, o1, 


02) 


if (left ! = null && right ! = null) { 
return head; 
} 
return left ! = null ? left : right; 
} 
进 阶 问 题 其 实 是 先 花 较 大 的 力气 建立 一 种 记录 ， 以 后 执行 每 次 得 询 








es SEN 


记录 的 方式 可 以 有 很 多 种 ， 本 书 提供 


两 种 记录 结构 供 读者 参考 ， 两 种 记录 各 有 优 缺 点 。 





结 吉 构 一 : 
表 。 


如 采 对 题目 中 的 二 又 树 建立 这 种 哈 希 表 ， 


建立 二 叉 树 中 每 个 节点 对 应 的 父 节 点 信息 ， 是 











- 张 蛤 希 








哈 希 表 中 的 信息 如 下 : 


value 
null 
节点 1 
节点 1 
节点 2 
节点 2 
节点 3 


3 
| 


市 反 8 1 AT 


key KURS IP AT value [RHONE o R 
历 一 次 二 又 树 ， 这 张 表 就 可 以 创建 好 ， 以 后 每 次 查询 都 可 以 根据 这 张 哈 
希 表 进 行 。 





假设 想 但 市 点 4 和 市 点 8 的 最 近 公 共和 祖先 ， 方 法 是 使 用 如 上 的 哈 希 
表 ， 把 包括 节点 4 在 内 的 所 有 节点 4 的 祖先 节点 放 进 另 一 个 哈 希 表 A 中 ， 
A 表示 市 点 4 到 头 市 把 这 条 路 径 上 所 有 节点 的 集合 。 所 以 A={ 市 把 4， 市 
点 2， 节 点 1}。 然 后 使 用 如 上 的 哈 希 表 ， 从 节点 8 开始 往 上 逐渐 移动 到 头 
方 点 。 冯 先是 三友 8， 发 现 不 在 A 中 ， 然 后 是 节点 7， 发 现 也 不 在 A 中 ， 
接 下 来 是 节点 3， 依 然 不 在 A 中 ， 最 后 是 节点 1， 发 现在 A 中 ， 那 么 节点 1 
就 是 节点 4 和 节点 8 的 最 近 公 共 祖 先 。 只 要 在 移动 过 程 中 发 现 某 个 节点 在 
A 中 ， 这 个 市 把 束 是 要 求 的 公共 祖先 节点 。 





























结构 一 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 Record1 类 的 实现 ， 构 造 函 数 
是 创建 记录 过 程 ， 方 法 query 是 查询 操作 。 





public class Record1 I 


private HashMap<Node, Node> map; 


public Recordi(Node head) { 
map = new HashMap<Node, Node>(); 
if (head ! = null) { 
map.put(head, null); 
) 
setMap(head); 


private void setMap(Node head) { 
if (head == null) { 


return; 
} 
if (head.left ! = null) { 
map.put(head.left, head); 
} 
if (head.right ! = null) { 
map.put(head.right, head); 
} 


setMap(head.left); 


setMap(head.right); 


public Node query(Node o1, Node o2) { 
HashSet<Node> path = new HashSet<Node>( 
while (map.containsKey(o1)) { 
path.add(o1); 
o1 = map.get(o1); 
) 
while (! path.contains(02)) { 
02 = map.get(02); 
} 


return 02; 








很 明显 ， 结 构 一 建立 记录 的 过 程 时 间 复 杂 度 为 O (CN )、 额 外 空间 复 
RENO (N )。 碍 询 操作 时 ， 时 间 复 杂 度 为 O (h )， 其 中 , h 为 二 又 树 的 


高 度 。 





结构 二 : 直接 建立 任意 两 个 节 扣 之 间 的 最 近 公 共和 祖先 记录 ， 便 于 以 
JE AAN EA. 








建立 记录 的 具体 过 程 如 下 : 
1. FT OM BERT CN AR) 都 进行 步骤 2 





2. 假设 子 树 的 头 节点 为 hb，h 所 有 的 后 代 节 点 和 h 节 点 的 最 近 公共 祖 
先 都 是 h， 记 录 下 来 。h 左 子 树 的 每 个 市 点 和 h 右 子 树 的 每 个 布 扣 的 最 近 
公共 祖先 都 是 ny， 记录 下 来 。 




















为 了 保证 记录 不 重复 ， 设 计 一 种 好 的 实现 方式 是 这 种 结构 实现 的 重 





结构 二 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 Record2 类 的 实现 。 





public class Record2 { 


private HashMap<Node, HashMap<Node, Node>> map; 


public Record2(Node head) { 
map = new HashMap<Node, HashMap<Node, N 
initMap(head); 


setMap(head); 


private void initMap(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
} 
map.put(head, new HashMap<Node, Node>() 
initMap(head.left); 


initMap(head.right); 


private void setMap(Node head) { 

if (head == null) { 

return; 
) 
headRecord(head.left, head); 
headRecord(head.right, head); 
subRecord(head) ; 
setMap(head.left); 


setMap(head.right); 


private void headRecord(Node n, Node h) { 
if (n == null) { 
return; 
} 
map.get(n).put(h, h); 
headRecord(n.left, h); 


headRecord(n.right, h); 


private void subRecord(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
) 
preLeft(head.left, head.right, head); 
subRecord(head. left); 


subRecord(head.right); 


private void preLeft(Node 1, Node r, Node h) { 
if (1 == null) { 
return; 
} 
preRight(l, r, h); 
preLeft(l.left, r, h); 
preLeft(l.right, r, h); 


private void preRight(Node 1, Node r, Node h) { 
if (r == null) { 
return; 
} 
map.get(1).put(r, h); 
preRight(l, r.left, h); 
preRight(l, r.right, h); 


public Node query(Node 01, Node o2) { 
if (01 == 02) { 
return ol; 
) 
if (map.containsKey(o1)) I 
return map.get(01).get(02); 
} 
if (map.containsKey(02)) I 
return map.get(o2).get(o1); 
} 


return null; 


} 


如 果 二 又 树 的 节点 数 为 N ， 想 要 记录 每 两 个 节点 之 间 的 信息 ， 信 息 
的 条 数 为 ((N -1)xN )/2。 所 以 建立 结构 二 的 过 程 的 额外 空间 复杂 度 为 O 
(N“)， 时 间 复 杂 度 为 O (NV*)， 单 次 查询 的 时 间 复 杂 度 为 O (1)。 





再 进 阶 的 问题 : 请 参看 下 一 题 *Tarjan 算 法 与 并 查 集 解决 二 又 树 节 点 
间 最 近 公 共 祖 先 的 批量 碍 询问 题 ”。 


Tarjan HR 5 HE RAR UNIT AT 
间 最 近 公 共 人 祖先 的 批量 但 询问 题 


【题目 】 
如 下 的 Node 类 是 标准 的 二 又 树 节 点 结构 : 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


} 
再 定义 Query 类 如 下 : 


public class Query { 
public Node o1; 
public Node o2; 
public Query(Node o1, Node 02) { 
this.o1 = o1; 


this.o2 = 02; 





一 个 Query 类 的 实例 表示 一 条 查询 语句 ， 表 示 想 要 查询 01 市 点 和 02 
节点 的 最 近 公 共 祖 先 节点 。 





给 定 一 棵 二 又 树 的 头 节点 head， 并 给 定 所 有 的 查询 语句 ， 即 一 个 
Query 类 型 的 数组 Query[] ques， 请 返回 Node 类 型 的 数组 Node[] ans, 
ans[ 计 代表 ques[ 订 这 条 查询 的 答案 ， 即 ques[i.o1 和 ques[i.o2 的 最 近 公 共 祖 





Un RIX BATON ， 查 询 语句 的 条 数 为 M ， 整 个 处 理 过 程 的 
时 间 复 杂 度 要 求 达 到 O (N +M )。 





【 难度 】 
校 kkk 
【解答 】 


本 题 的 解法 利用 了 Tarjan 算 法 与 并 碍 集结 构 的 结合 。 二 又 树 如 网 3- 
42 所 示 ， 假 设想 要 进行 的 查询 为 ques[0]=《〈 节 点 4 和 节点 7) > 
ques[1]= 《节点 7 和 节点 8) ，gues[2]= (节点 8 和 节点 9) > ques[3]= (å 
点 9 和 节点 3) » ques[4]= (节点 6 和 节点 6) ，gues[5]= Cnul 和 节点 5) ， 
ques[6]= Cnul 和 null) 。 

















3-42 


首先 生成 和 ques 长 度 一 样 的 ans 数 组 ， 如 下 三 种 情况 的 查询 是 可 以 直 
接 得 到 答案 的 : 


1. 如 果 ol1 等 于 o2， 答 案 为 o1。 例 如 ，qdues[4]， 令 ans[4]= 节 点 6。 


2. 如 果 o1 和 o2 只 有 一 个 为 nul， 答 案 是 不 为 空 的 那个 。 例 如 ， 
dues[5]， 令 ans[5]= 节 点 5。 


3. 如 果 o1 和 o2 都 为 null， 答 案 为 nall。 例 如 ques[6]， 令 


ans[6]=null. 


对 不 能 直接 得 到 答案 的 查询 ， 我 们 把 查询 的 格式 转换 一 下 ， 有 具体 过 
程 如 下 : 


1. 生成 两 张 哈 希 表 queryMap 和 indexMap。queryMap 类 似 于 邻接 
表 ，key 表 示 查 询 涉 及 的 某 个 节点 ，value 是 一 个 链表 类 型 ， 表 示 key 与 那 
些 节点 之 间 有 查询 任务 。indexMap 的 key 也 表示 查询 涉及 的 某 个 节点 ， 
Value 也 是 链表 类 型 ， 表 示 如 有 果 依 次 解决 有 关 key 市 点 的 每 个 问题 ， 该 把 
答案 放 在 ans 的 什么 位 置 。 也 就 是 说 ， 如 果 一 个 节点 为 node，node 与 哪 








些 节点 之 间 有 查询 任务 呢 ? 都 放 在 queryMap 中 ; 获得 的 答案 该 放 在 ans 
的 什么 位 置 呢 ? 都 放 在 indexMap 中 。 


比如 ， 根 据 ques[0 一 3]，queryMap 和 indexMap 生 成 记录 如 下 : 


Key Value 


queryMap 中 节点 4 的 链表 : {节点 
节点 4 7} 
indexMap 中 节点 4 的 链表 : {0} 


queryMap 中 节点 7 的 链表 : {节点 














en indexMap 中 节点 7 的 链表 : {0, 
1} 
queryMap 中 节点 8 的 链表 : {节点 
indexMap 中 节点 8 的 链表 : {1, 
2 } 
queryMap 中 节点 9 的 链表 : {节点 
48 lig 8, T3} 
aay indexMap 中 节点 9 的 链表 : { 2, 
3 } 
queryMap 中 节点 3 的 链表 : {节点 
节点 3 9} 


indexMap 中 节点 3 的 链表 : {3} 





读者 应 该 会 发 现 一 条 (o1，o2) 的 查询 语句 在 上 面 的 两 个 表 中 其 实生 
成 了 两 次 。 这 么 做 的 目的 是 为 了 处 理 时 方便 找到 关于 每 个 节点 的 查询 任 
务 ， 也 方便 设置 答案 ， 介 绍 完整 个 流程 之 后 ， 会 有 进一步 说 明 。 








接 下 来 是 Tarjan 算 法 处 理 M 条 碍 询 的 过 程 ， 整 个 过 程 是 二 又 树 的 移 
左 、 再 根 、 再 右 、 最 后 再 回 到 根 的 过 历 。 以 图 3-42 的 二 又 树 来 说 明 。 





D 对 每 个 市 把 生 成 名 目的 集合 ，{1}，{2}，.…，{9}， 开 始 时 每 个 
集合 的 祖先 节点 设 为 空 。 


2) 亿 历 节 扣 4， 发 现 它 属于 集合 {4}， 设 置 集合 {4} 的 祖先 为 市 反 
4， 发 现 有 关于 节点 4 和 节点 7 的 查询 任务 ， 发 现 节 点 7 属于 集合 {7}， 但 
RATS AZ, WHL, Pr DN ANT IA 
任务 。 





2. WETA RME FÉES}, KARGIN A 
2， 此 时 左 孩 子 市 点 4 属于 集合 {4}， 将 集合 {4} 与 集合 {2} 合 并 ， 两 个 集 
合 一 旦 合并 ， 小 的 不 再 存在 ， 而 是 生成 更 大 的 集合 {4，2}， 并 设置 集合 
{4，2} 的 祖先 为 当前 节点 2。 








3. 遍历 节点 7， 发 现 它 属 于 集合 {7}， 设 置 集合 {7} 的 祖先 为 节点 
7， 发 现 有 关节 点 7 和 节点 4 的 查询 任务 ， 发 现 节点 4 属于 集合 {4，2}， 集 
合 {4，2} 的 祖先 节点 为 节点 2， 说 明 节 点 4 和 节点 7 都 已 经 裔 历 到 ， 根 据 
indexMap 知 道 答案 应 放 在 0 位 置 ， 所 以 设置 ans[0]= 市 点 2; 又 发 现 有 节点 
7 和 节点 8 的 查询 任务 ， 发 现 节点 8 属于 集合 {8}， 但 集合 {8} 的 祖先 节点 
为 空 ， 说 明 还 没 遍历 到 ， 忽 略 。 











4. 志 历 节点 5， 发 现 它 属于 集合 {5}， 设 置 集合 {5} 的 祖先 为 节点 
5， 此 时 左 孩 子 市 点 7 属于 集合 {7}， 两 集合 合并 为 {7，5}， 并 设置 集合 
{7，5} 的 祖先 为 当前 节点 5。 





5. 亿 历 市 把 8， 发 现 它 属于 集合 {8}， 设 置 集合 {8} 的 祖先 为 市 反 
8， 发 现 有 节点 8 和 市 点 7 的 碍 询 任务 ， 发 现 节 点 7 属于 集合 {7，5}， 集 合 








{7，5} 的 祖先 节点 为 节点 5， 设 置 ans[1]= 节 点 5; 发 现 有 节点 8 和 节点 9 的 
查询 任务 ， 忽 略 。 





6. 从 市 点 5 的 右 子 树 重新 回 到 节点 5， 节 点 5 属于 {7，5}， 节 后 5 的 
石 孩 子 市 扩 8 属 于 {8}， 两 个 集合 合并 为 {7，5，8}， 并 设置 {7，5，8} 的 
祖先 市 点 为 当前 的 入 反 5。 











7. 从 节点 2 的 右 子 树 重 新 回 到 节点 2， 节 点 2 属于 集合 {2，4}， 节 点 
2 的 右 孩 子 节 点 5 属于 集合 {7，5，8}， 合 并 为 {2，4，7，5，8}， 并 设置 
这 个 集合 的 祖先 节点 为 当前 的 节点 2。 








8. 遍历 节点 1，{2，4，7，5，8} 与 {1} 合 并 为 {2，4，7，5，8， 
1}， 这 个 集合 祖先 节点 为 当前 的 节点 1; 





9. 人 所 历 节点 3， 发 现 属 于 集合 {3}， 集 合 {3} 祖 和 完 节 后 设 为 节操 3， 
发 现 有 节点 3 和 市 点 9 的 查询 任务 ,但 节点 9 没 通 历 到 ， 和 忽略 。 





10. 忆 历 节点 6， 友 现 属于 集合 {6}， 集 合 {6} 和 祖先 市 点 设 为 节 扩 6。 


11. 遍历 节点 9， 发 现 属于 集合 {9}， 集 合 {9} 祖 先 节点 设 为 节点 9; 
发 现 有 节点 9 和 节点 8 的 查询 任务 ， 节 点 8 属于 {2，4，7，5，8，1},， 这 
个 集合 的 祖先 节点 为 节点 1， 根 据 indexMap 知 道 答案 应 放 在 2 位 置 ， 所 以 
设置 ans[2]= 节 点 1; 发 现 有 节点 9 和 节点 3 的 查询 任务 ， 节 点 3 属于 {3}， 
这 个 集合 的 祖先 节点 为 节点 3， 根 据 indexMap， 答 案 应 放 在 3 位 置 ， 所 以 
设置 ans[3]= 节 点 1。 








12. 回 到 节点 6， 合 并 {6} 和 {9} 为 {6，9}，{6，9} 的 祖先 节点 设 为 
节点 6。 


13， 回 到 市 点 3， 合 并 {3} 和 {6，9} 为 {3，6，9}，{3，6，9} 的 祖先 


节点 设 为 节 扩 3。 


14. 回 到 节点 1， 舍 并 {2，4，7，5，8，1} 和 {3，6，9} 为 {1，2， 
3，4，5，6，7，8，9}， 祖 先 节点 设 为 节点 1。 


15. 过 程 结束 ， 所 有 的 答案 都 已 得 到 。 


现在 我 们 可 以 解释 生成 queryMap 和 indexMap 的 意义 了 ， 遍 历 到 一 个 
节点 时 记 为 a8，queryMap 可 以 让 我 们 迅速 查 到 有 了 哪些 节点 和 a 之 间 有 查询 
任务 ， 如 果 能 够 得 到 答案 ，indexMap 还 能 告诉 我 们 把 答案 放 在 ans 的 什 
么 位 置 。 假 设 a 和 节点 b 之 间 有 查询 任务 ， 如 果 此 时 b 已 经 忆 历 过 ， 上 自然 
可 以 取得 答案 ， 然 后 在 有 关 a 的 链表 中 ， 删 除 这 个 查询 任务 如果 此 时 b 
没有 过 历 过 ， 依 然 在 属于 a 的 链表 中 删除 这 个 得 询 任 务 ， 这 个 任务 会 在 
授 历 到 b 的 时 候 重 新 被 发 现 ， 因 为 同样 的 任务 b 也 存 了 一 份 。 所 以 人 过 历 到 
一 个 节点 ， 有 关 这 个 节点 的 任务 列表 会 被 完全 清空 ， 可 能 有 些 任务 已 被 
解决 ， 有 些 则 没有 也 不 要 紧 ， 一 定 会 在 后 序 的 过 程 中 被 发 现 并 得 以 解 
决 。 这 就 是 queryMap 和 indexMap 和 生成 两 裔 查询 任务 信息 的 意义 。 











上 述 流程 很 好 理解 ， 但 大 量 出 现 生 成 集合 、 合 并 集合 和 根据 节点 找 
到 所 在 集合 的 操作 ， 如 果 二 又 树 的 市 把 数 为 N ， 那 么 生成 集合 操作 O (N 
) 次 ， 合 并 集合 操作 O (N ) 次 ， 根 据闻 点 找到 所 在 集合 O (N +M ) 次 。 所 
以 ， 如 果 上 述 整 个 过 程 想 达到 O (N +M ) 的 时 间 复 杂 度 ， 那 就 要 求 有 关 集 
合 的 单 次 操作 ， 平 均 时 间 复 杂 度 要 求 为 O (1)， 请 注意 这 里 说 的 是 平均 。 
存在 这 么 好 的 集合 结构 吗 ? 存在 。 这 种 集合 结构 就 是 接 下 来 要 介绍 的 并 
查 集结 构 。 

















并 查 集结 构 由 Bernard A. Galler 和 Michael J. Fischer 在 1964 年 发 明 ， 
但 证 明 时 间 复 杂 度 的 工作 却 持续 了 数 年 之 人 入， 直到 1989 才 彻底 证 明 完 





毕 。 有 兴趣 的 读者 请 阅读 《算法 导论 》 一 书 来 了 解 整个 证 明 过 程 ， 本 书 
由 于 篇 幅 所 限 ， 不 再 详 述 证 明 过 程 ， 这 里 只 重点 介绍 并 碍 集 的 结构 和 各 
种 操作 的 细节 ， 并 实现 针对 二 又 树 结 构 的 并 查 集 ， 这 是 一 种 经 和 常 使 用 的 
高 级 数据 结构 。 





请 读者 注意 ， 上 述 流 程 中 提 到 一 个 集合 祖 匈 节点 的 概念 与 接 下 来 介 
BEN fe PN TÆRER GO) 的 概念 不 是 一 回 事 。 本 
题 的 流程 中 有 关 设 置 一 个 集合 祖先 贡 点 的 操作 也 不 属于 并 得 集 目 身 的 操 
作 ， 关 于 这 个 操作 ， 我 们 在 介绍 完 并 查 集 结构 之 后 再 详细 说 明 。 








并 但 集 由 一 群集 合 构 成 ， 比 如 步 又 1 中 对 每 个 节点 都 生成 各 目的 集 
合 ， 所 有 集合 的 全 体 构成 一 个 并 查 集 ={ {1}，{2}，...，{9} }。 这 些 集 
合 可 以 合并 ， 如 果 最 终 合 并 成 一 个 大 集合 (步骤 14) ， 那 么 此 时 并 得 集 
中 有 一 个 元 系 ， 这 个 元 素 是 这 个 大 集合 ， 即 并 查 集 ={ (1, 2, ..., 9} 
}。 其 实 主要 是 想 说 明 并 碍 集 是 集合 的 集合 这 个 概念 。 





并 查 集 先 经 历 初始 化 的 过 程 ， 就 癌 流 程 中 的 步骤 1 一 样 ， 把 每 个 节 
点 都 生成 一 个 只 含有 自己 的 集合 。 那 么 并 查 集中 的 单个 集合 是 什么 结构 
呢 ? 如 果 和 集合 中 只 有 一 个 元 素 ， 记 为 节点 a 时 ， 如 图 3-43 所 示 。 








father 


图 3-43 





当 集 合 中 只 有 一 个 元 素 时 ， 这 个 元 素 的 father 为 自己 ， 也 就 意味 着 
这 个 集合 的 代表 市 点 就 是 唯一 的 元 素 。 实 现 记录 节点 father 信 息 的 方式 
有 很 多 ， 本 书 使 用 哈 希 表 来 保存 所 有 并 但 集中 所 有 和 集合 的 所 有 元 素 的 
father 信 息 ， 记 为 fatherMap。 比 如 ， 对 于 这 个 集合 ， 在 fatherMap 中 肯定 








有 某 一 条 记录 为 (节点 a (key), Ha (value) )， 表 示 key 节 点 的 
father 为 value 节 点 。 每 个 元 素 除 了 father 信 息 ， 还 有 另 一 个 信息 叫 rank， 
rank 为 整数 代表 一 个 节点 的 秩 ， 秩 的 概念 可 以 粗略 地 理解 为 一 个 节点 下 
面 还 有 和 多少 层 节点 ， 但 是 并 但 集 结构 对 每 个 节点 秩 的 更 新 并 不 严格 ， 所 
以 每 个 节点 的 秩 只 能 粗略 描述 该 节点 下 面 的 深度 ， 正 是 由 于 秩 在 更 新 上 
的 不 严格 ， 换 来 了 极 好 的 时 间 复 杂 度 ， 而 也 正 是 因为 这 种 不 严格 增加 了 
并 查 集 时 间 复 杂 上 度 证 明 的 难度 。 集 合 中 只 有 一 个 元 素 时 ， 这 个 元 素 的 
rank 初 始 化 为 0。 所 有 节点 的 秩 信息 保存 在 rankMap 中 。 














对 二 叉 树 结构 并 查 集 初始 化 的 具体 过 程 请 参看 如 下 DisjointSets 类 中 
的 makeSets 方 法 。 


当 集 合 有 多 个 节点 时 ， 下 层 节 点 的 father 为 上 层 节 点 ， 最 上 层 的 节 
点 father 指 癌 目 己 ， 最 上 层 的 节点 又 叫 集合 的 代表 节点 ， 如 图 3-44 所 示 。 











在 并 碍 集中 ， 符 要 碍 一 个 节点 属于 哪个 集合 ， 就 是 在 查 这 个 节点 所 


在 集合 的 代表 节点 是 什么 ， 一 个 节点 通过 father 信 息 逐 渐 找 到 最 上 面 的 
节点 ， 这 个 节点 的 father 是 自己 ,代表 整个 集合 。 比 如 图 3-44 中 ， 任 何 一 
个 节点 最 终 都 找到 节点 a， 比 如 节点 g。 如 果 另 外 一 个 节点 假设 为 z， 找 
到 的 代表 节点 不 是 节点 a， 那 么 可 以 肯定 节点 g 和 市 点 z 不 在 一 个 集合 
中 。 通 过 一 个 节点 找到 所 在 集合 代表 节点 的 过 程 叫 作 findFather 过 程 。 
findFather 最 终 会 返回 代表 节点 ， 但 过 程 并 不 仅 是 单纯 的 查找 过 程 ， 还 会 
把 整个 查找 路 径 压 缩 。 比 如 ， 执 行 fndFather(g)， 通 过 father 逐 渐 向 上 ， 
找到 最 上 层 节 点 a 之 后 ， 会 把 从 a 到 g 这 条 路 径 上 所 有 节点 的 father 都 设置 
为 a， 则 集合 变 成 图 3-45 的 样子 。 
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经 过 路 径 压 缩 之 后 ， 路 径 上 每 个 节点 下 次 在 找 代 表 节 点 的 时 候 都 只 
再 经 过 一 次 移动 的 过 程 。 这 也 是 整个 并 碍 集结 构 的 设计 中 最 重要 的 优 
Ho 





根据 一 个 节点 查找 所 在 集合 代表 节点 的 过 程 请 参看 如 下 DisjointSets 
类 中 的 findFather 方 法 。 








前 面 已 经 展示 了 并 但 集中 的 集合 如 何 初始 化 ， 如 何 根据 杀 一 个 节操 
查找 所 在 集合 的 代表 元 素 以 及 如 何 做 路 径 压缩 的 过 程 ， 接 下 来 介绍 集合 


如 何 合并 。 首 先 ， 两 个 集合 进行 合并 操作 时 ， 参 数 并 不 是 两 个 集合 ， 而 
是 并 查 集 中 任意 的 两 个 节点 ， 记 为 a 和 b。 所 以 集合 的 合并 更 准确 的 说 法 
是 ， 根 据 a 找 到 a 所 在 集合 的 代表 节点 是 findFather(a)， 记 为 aF， 根 据 b 找 
到 b 所 在 集合 的 代表 节点 是 findFather(b)， 记 为 bF， 然 后 用 如 下 策略 决定 
由 哪个 代表 节点 作为 合并 后 大 集合 的 代表 节点 。 


1. 如果 aF==bF， 说 明 a 和 b 本 喘 就 在 一 个 集合 里 ， 不 用 合并 。 


2. 如 果 aF! =bF， 那 么 假设 aF 的 rank 值 记 为 aFrank，bF 的 rank 值 记 为 
bFrank。 根 据 对 rank 的 解释 ，rank 可 以 粗 摘 一 个 节点 下 面 的 层 数 ， 而 aF 
和 bF 本 里 义 是 各 自 集合 中 最 上 面 的 节点 ， 所 以 aFrank 粗 描 a 所 在 集合 的 
总 层 数 ，bFrank 粗 描 b 所 在 集合 的 总 层 数 。 如 果 aFrank<bFrank， 那 么 把 
aF 的 father 设 为 DVF， 表 示 a 所 在 集合 因为 层 数 较 少 ， 所 在 挂 在 了 b 所 在 集 
合 的 下 面 ， 这 样 合并 之 后 的 大 集合 rank 不 会 有 变化 。 如 果 
aFrank>bFrank， 就 把 bF 的 father 设 为 aF。 如 果 aFrank==bFrank， 那 么 aF 
和 bF 谁 做 大 集合 的 代表 都 可 以 ， 本 文 的 实现 是 用 aF 作 为 代表 ， 即 把 bF 的 
father 设 为 aF， 此 时 aF 的 rank 值 增加 1。 














合并 过 程 如 图 3-46 和 图 3-47 所 示 。 


aFrank=2 bFrank=1 bFrank=2 
T 合并 
一 一 一 > 


aFrank > bFrank 
反之 同 理 
图 3-46 


aFrank=1  bFrank=l 


E (er) Sp 
(a å 按 约定 中 在 上 
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aFrank=bFrank 
图 3-47 


根据 两 个 节点 合并 两 个 集合 的 过 程 请 参看 如 下 DisjointSets 类 中 的 
union 方 法 。 


public class DisjointSets { 
public HashMap<Node, Node> fatherMap; 
public HashMap<Node, Integer> rankMap; 
public DisjointSets() { 
fatherMap = new HashMap<Node, Node>(); 


rankMap = new HashMap<Node, Integer>(); 


public void makeSets(Node head) { 
fatherMap.clear(); 
rankMap.clear(); 


preorderMake (head); 


private void preOrderMake(Node head) { 


if (head == null) { 


return; 
} 
fatherMap.put(head, head); 
rankMap.put(head, 0); 
preorderMake(head.left); 


preorderMake(head.right); 


public Node findFather(Node n) { 
Node father = fatherMap.get(n); 
if (father ! =n) { 
father = findFather(father); 
) 
fatherMap.put(n, father); 


return father; 


public void union(Node a, Node b) I 

if (a == null || b == null) { 
return; 

} 

Node aFather = findFather(a); 

Node bFather = findFather(b); 

if (aFather ! = bFather) { 
int aFrank = rankMap.get(aFathe 
int bFrank = rankMap.get(bFathe 


if (aFrank < bFrank) { 


fatherMap.put(aFather, 
} else if (aFrank > bFrank) { 

fatherMap.put(bFather, 
} else { 

fatherMap.put(bFather, 


rankMap.put(aFather, aF 


介绍 完 并 查 集 的 结构 之 后 ， 最 后 解释 一 下 在 总 流程 中 如 何 设置 一 个 
集合 的 祖先 节点 ， 如 上 流程 中 的 每 一 步 都 有 把 当前 点 node 所 在 集合 的 祖 
先 节 点 设置 为 node 的 操作 。 在 整个 流程 开始 之 前 ， 建 立 一 张 哈 希 表 ， 参 
看 如 下 Tarjan 类 中 的 ancestorMap， 我 们 知道 在 并 碍 集中 ， 每 个 集合 都 是 
用 该 集合 的 代表 市 点 来 表示 的 。 所 以 ， 如 果 想 把 node 所 在 集合 的 祖先 节 
点 设 为 node， 只 用 把 记录 ( findFather(node) ，node ) 放 入 ancestorMap 中 
即 可 。 同 理 ， 如 果 想 得 到 一 个 节点 a 所 在 集合 的 祖先 节点 ， 令 key 为 
findFather(a)， 然 后 从 ancestorMap 中 取出 相应 的 记录 即 可 。ancestorMap 
同时 还 可 以 表示 一 个 节点 是 否 补 访问 过 。 

















全 部 的 处 理 流程 请 参看 如 下 代码 中 的 tarJanQuery 方 法 。 





// 主 方法 
public Node[] tarJanQuery(Node head, Query[] quries) { 


Node[] ans = new Tarjan().query(head, quries); 


return ans; 




















// Tarjan 类 实现 处 理 流程 

public class Tarjan { 
private HashMap<Node, LinkedList<Node>> queryMa 
private HashMap<Node, LinkedList<Integer>> inde 
private HashMap<Node, Node> ancestorMap; 


private DisjointSets sets; 


public Tarjan() { 
queryMap = new HashMap<Node, LinkedList 
indexMap = new HashMap<Node, LinkedList 
ancestorMap = new HashMap<Node, Node>() 


sets = new DisjointSets(); 


public Node[] query(Node head, Query[] ques) { 
Node[] ans = new Node[ques.length]; 
setQueries(ques, ans); 
sets.makeSets(head); 
setAnswers(head, ans); 


return ans; 


private void setQueries(Query[] ques, Node[] an 
Node 01 = null; 


Node 02 = null; 


for (int i = 0; i ! = ans.length; i++) 
o1 = ques[i].01; 
o2 = ques[i].02; 
if (01 == 02 || 01 == null || o 
ans[i] = o1 ! = null ? 
} else { 
if (! queryMap.contains 
queryMap.put(o1, new 
indexMap.put(o1, new 
) 
if (! queryMap.contains 
queryMap.put(02, new 
indexMap.put(02, new 
} 
queryMap.get(o1).add(o2 
indexMap.get(o1).add(i) 
queryMap.get(o2).add(o1 
indexMap.get(o2).add(i) 


private void setAnswers(Node head, Node[] ans) 
if (head == null) { 
return; 


) 


setAnswers(head.left, ans); 


sets.union(head.left, head); 
ancestorMap.put(sets.findFather(head), 
setAnswers(head.right, ans); 
sets.union(head.right, head); 
ancestorMap.put(sets.findFather(head), 
LinkedList<Node> nList = queryMap.get(h 
LinkedList<Integer> iList = indexMap.ge 
Node node = null; 
Node nodeFather = null; 
int index = 0; 
while (nList ! = null && ! nList.isEmpt 
node = nList.poll(); 
index = iList.poll(); 
nodeFather = sets.findFather(no 
if (ancestorMap.containsKey(nod 


ans[index] = ancestorMa 
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经 过 一 次 ， 当 到 达 市 点 B 时 ， 路 人 径 上 的 节点 数 叫 作 A 到 B 的 距离 。 





比如 ， 图 3-48 所 示 的 二 叉 树 ， 节 点 4 和 和 节操 2 的 距离 为 2， 节 点 5 和 市 
扩 6 的 距离 为 5。 给 定 一 棣 二叉树 的 涉 市 点 head， 求 整 柠 树 上 市 点 间 的 最 
大 距离 。 


图 3-48 
【要 求 】 

如 果 二 叉 树 的 节点 数 为 N， 时 间 复 杂 度 要 求 为 O (N )。 
DER] 
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【解答 】 





一 个 以 hp 为 头 的 树 上 ， 最 大 距离 只 可 能 来 自 以 下 三 种 情况 : 
e hh 的 左 子 树 上 的 最 大 距离 。 
e jh 的 右 子 树 上 的 最 大 距离 。 


e hh 左 子 树 上 离 h.left 最 远 的 距离 +1(h)+h 右 子 树 上 离 hright 最 远 的 距 


FA o 
三 个 值 中 最 大 的 那个 就 是 整 棵 h 树 中 最 远 的 距离 。 
根据 如 上 分 析 ， 设 计 解 法 的 过 程 如 下 : 
1. 整个 过 程 为 后 序 珊 历 ， 在 二 又 树 的 每 棵 子 树 上 执行 步骤 2。 


2. 假设 子 树 头 为 b)， 处 理 h 左 子 树 ， 得 到 两 个 信息 ， 左 子 树 上 的 最 
大 距离 记 为 IMax， 左 子 树 上 距离 h 左 孩子 的 最 远 距 离 记 为 maxfromLeft。 
同 理 ， 处 理 h 右 子 树 得 到 右 子 树 上 的 最 大 距离 记 为 rMax 和 距离 h 右 孩子 的 
最 远 距 离 记 为 maxFromRight。 那 么 maxfromLeft + 1 +maxFromRight 就 是 
跨 h 节 点 情况 下 的 最 大 距离 ， 再 与 ]Max 和 rMax 比 较 ， 把 三 者 中 的 最 值 作 
为 h 树 上 的 最 大 距离 返回 ，maxfromLeft+1 就 是 h 左 子 树 上 离 h 最 远 的 点 到 
h 的 距离 ，maxFromRight+1 束 是 hb 右 子 树 上 离 h 最 远 的 点 到 h 的 距离 ， 选 两 
者 中 最 大 的 一 个 作为 h 树 上 距离 h 最 远 的 距离 返回 。 如 何 返 回 两 个 值 ? 一 
个 正常 返回 ， 另 一 个 用 全 局 变量 表示 。 























具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 maxDistance 方 法 ， 其 中 ，record[0] 就 
表示 男 一 个 返回 值 。 


public int maxDistance(Node head) { 


int[] record = new int[1]; 


return posOrder(head, record); 


public int posOrder(Node head, int[] record) { 
if (head == null) { 
record[0] = 0; 
return 0; 
) 
int 1Max = posOrder(head.left, record); 
int maxfromLeft = record[0]; 
int rMax = posOrder(head.right, record); 
int maxFromRight = record[0]; 
int curNodeMax = maxfromLeft + maxFromRight + 1 
record[0] = Math.max(maxfromLeft, maxFromRight ) 


return Math.max(Math.max(1Max, rMax), curNodeMa 
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二 文 树 


LAH] 


己 知 一 棵 二 又 树 的 所 有 市 点 值 都 不 同 ， 给 定 这 棵 二 又 树 正确 的 先 
序 、 中 序 和 后 序数 组 。 请 分 别 用 三 个 函数 实现 任意 两 种 数组 结合 重 构 原 
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【 难度 】 


先 序 与 中 序 结合 I Riot 








中 序 与 后 序 结合 E khkk 
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【解答 】 





先 序 与 中 序 结合 重 构 二 又 树 的 过 程 如 下 : 


1. 先 序 数组 中 最 左边 的 值 就 是 树 的 头 节 点 值 ， 记 为 h， 并 用 h 生 成 
头 节 点 ， 记 为 head。 然 后 在 中 序数 组 中 找到 h， 假 设 位 置 是 | 。 那 么 在 中 
序数 组 中 ，i 左边 的 数组 就 是 头 节 点 左 子 树 的 中 序数 组 ， 假 设 长 度 为 1 ， 
则 左 子 树 的 先 序数 组 就 是 先 序数 组 中 h 往 右 长 度 也 为 ! 的 数组 。 











比如 : 先 序数 组 为 [L，2，4，5，8，9，3，6，7]， 中 序数 组 为 [4， 
2，8，5，9，1，6，3，7]， 二 又 树 头 节点 的 值 是 1， 在 中 序数 组 中 找到 





1 的 位 置 ，1 左 边 的 数组 为 [4，2，8，5，9]， 是 头 节点 左 子 树 的 中 序数 
组 ， 长 度 为 5， 先 序数 组 中 1 的 右边 长 度 也 为 5 的 数组 为 2，4，5，8， 
9]， 就 是 左 子 树 的 先 序数 组 。 


2. 用 左 子 树 的 先 序 和 中 序数 组 ， 递 归 整 个 过 程 建 立 左 子 树 ， 返 回 
的 头 节 点 记 为 left。 








3. i 右边 的 数组 就 是 头 节点 右 子 树 的 中 序数 组 ， 假 设 长 度 为 r 。 先 
序数 组 中 石 侧 等 长 的 部 分 就 是 头 节点 右 子 树 的 先 序 数组 。 





比如 步骤 1 的 例子 ， 中 序数 组 中 1 右边 的 数组 为 [6，3，7]， 长 度 为 
3; 先 序数 组 右 侧 等 长 的 部 分 为 3，6，7]， 它 们 分 别 为 头 节点 右 子 树 的 
中 序 和 先 序 数组 。 


4. 用 右 子 树 的 先 序 和 中 序数 组 ， 递 归 整 个 过 程 建 立 右 子 树 ， 返 回 
的 头 节点 记 为 right。 


5. 把 head 的 左 孩 子 和 右 孩 子 分 别 设 为 left 和 right， 返 回 head， 过 程 
结束 。 


如 果 二 又 树 的 市 点 数 为 N ， 在 中 序数 组 中 找到 位 置 ; 的 过 程 可 以 用 
哈 希 表 来 实现 ， 这 样 整 个 过 程 时 间 复 杂 度 为 O (N )。 





具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 preInToTree 方 法 。 


public Node preInToTree(int[] pre, int[] in) { 
if (pre == null || in == null) { 
return null; 


) 


HashMap<Integer, Integer> map = new HashMap<Int 


for (int i = 0; i < in.length; i++) { 
map.put(in[i], i); 
} 


return preIn(pre, 0, pre.length - 1, in, 0, in. 


public Node preIn(int[] p, int pi, int pj, int[] n, int 

HashMap<Integer, Integer> map) { 

if (pi > pj) { 
return null; 

} 

Node head = new Node(p[pi]); 

int index = map.get(p[pi]); 

head.left = preIn(p, pi + 1, pi + index - ni, n 

head.right = preIn(p, pi + index - ni + 1, pj, 


return head; 











中 序 和 后 序 重 构 的 过 程 与 先 序 和 中 序 的 过 程 类 似 。 先 序 和 中 序 的 过 
程 是 用 先 序数 组 最 左 的 值 来 对 中 序数 组 进行 划分 ， 因 为 这 是 头 贡 点 的 
få. JARA AMBER ME Ar DAVE TF BE ME 
来 划分 中 序数 组 即 可 。 








具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 inPosToTree 方 法 。 


public Node inPosToTree(int[] in, int[] pos) { 
if (in == null || pos == null) { 


return null; 


} 


HashMap<Integer, Integer> map = new HashMap<Int 

for (int i = 0; i < in.length; i++) { 
map.put(in[i], i); 

} 


return inPos(in, 0, in.length - 1, pos, 0, pos. 


public Node inPos(int[] n, int ni, int nj, int[] s, int 

HashMap<Integer, Integer> map) { 

if (si > sj) I 
return null; 

} 

Node head = new Node(s[sj]); 

int index = map.get(s[sj]); 

head. left = inPos(n, ni, index - 1, s, si, Si + 

head.right = inPos(n, index + 1, nj, s, Si + in 

return head; 


} 


先 序 和 后 序 络 合 重 构 二 又 树 。 要 求 面 试 者 首先 分 析出 节点 值 都 不 同 
的 二 又 树 ， 即 便 得 到 了 正确 的 移 序 与 后 序数 组 ， 在 大 多 数 情 况 下 也 不 能 
通过 这 两 个 数组 把 原来 的 树 重 构 出 来 。 这 是 因为 很 多 结构 不 同 的 树 中 ， 
先 序 与 后 序数 组 是 一 样 的 ， 比 如 ， 头 节点 为 1、 左 孩子 为 2、 右 孩子 为 
null 的 树 ， 先 序数 组 为 [1，2]， 后 序数 组 为 [2，1]。 而 尖 市 皮 为 1、 左 孩 
子 为 null、 右 孩子 为 2 的 树 也 是 同样 的 结果 。 然 后 需要 分 析出 什么 样 的 树 
可 以 被 和 完 友 和 后 序数 组 重建 ， 如 末 一 标 二 文 树 除 叶 节 点 之 外 ， 其 他 所 有 











的 节点 都 有 左 孩 子 和 右 孩 子 ， 只 有 这 样 的 树 才 可 以 被 先 序 和 后 序数 组 重 
构 出 来 。 最 后 才 是 通过 划分 左右 子 树 各 上 自 的 先 序 与 后 序数 组 的 方式 重建 
整 棵 树 ， 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 prePosToTree 方 法 。 








11 每 个 节点 的 孩子 数 都 为 9 或 2 的 二 叉 树 才能 被 先 序 与 后 序 重 构 出 来 
public Node prePosToTree(int[] pre, int[] pos) { 
if (pre == null || pos == null) { 
return null; 
) 
HashMap<Integer, Integer> map = new HashMap<Int 
for (int i = 0; i < pos.length; i++) { 
map.put(pos[i], i); 
} 
return prePos(pre, 0, pre.length - 1, pos, 0, p 


public Node prePos(int[] p, int pi, int pj, int[] s, in 
HashMap<Integer, Integer> map) { 
Node head = new Node(s[sj--]); 
if (pi == pj) { 
return head; 


} 


int index = map.get(p[++pi]); 


head.left = prePos(p, pi, pi + index - si, S, S 
head.right = prePos(p, pi + index - si + 1, pj, 


return head; 


通过 先 序 和 中 序数 组 生成 后 序数 组 


LAH] 


CAPR XWA AIT EAA, SE RP E OE JF 
序数 组 ， 不 要 重建 整 棵 树 ， 而 是 通过 这 两 个 数组 直接 生成 正确 的 后 序数 
组 。 


【 难度 】 
E XxX 
【解答 】 


举例 说 明生 成 后 序数 组 的 过 程 ， 假 设 pre=[1，2，4，5，3，6，7]， 
in=[4, 2, 5, 1, 6, 3, 7|。 


1. 根据 pre 和 ip 的 长 度 ， 生 成 长 度 为 7 的 后 序数 组 pos， 按 以 下 规则 
从 右 到 左 填 满 pos。 


2. 根据 [LI，2，4，5，3，6，7] 和 [4，2，5，1，6，3，7]， 设 置 
pos[6]=1， 即 先 序 数组 最 左边 的 值 。 根 据 1 把 in 划 分 成 [4，2，5] 和 [6， 
3，7]，pre 中 1 的 右边 部 分 根据 这 两 部 分 等 长 划分 出 [2，4，5] 和 [3，6， 
7]. [2; 4, ,可 和 [4; 2, 5])—-4H, [3, 6, 7 和 和 [6; 3, 7] 一 组 。 


3. 根据 [3，6，7] 和 [6，3，7]， 设 置 pos[5]=3， 再 次 划分 出 [6 (DK 
H[3, 6, 7D 和 [6 (来 自 [6，3，7]) 一 组 ，[7] CRAB. 6 7) 和 [7] 
(来 自 [6，3，7]) 一 组 。 


4. 根据 [7] 和 [7] 设 置 pos[4]=7。 
5. 根据 [6] 和 [6] 设 置 pos[3]=6。 


6. 根据 [2， 4， 5] 和 [4， 2, 5], 设置 pos[2]=2， 再 次 划分 出 [4 Gps 
H[2, 4, 5) 和 [4 (JKEI4, 2, 5) 一 组 ，[5] GRAN, 4, 5) 和 
[5] (来自 [4，2，5]) 一 组 。 


7. 根据 [5 和 [5] 设 置 pos[1]=5。 


8. 根据 [4] 和 [4] 设 置 pos[0]=4。 





如 上 过 程 简单 总 结 为 : 根据 当前 的 先 序 和 中 序数 组 ， 设 置 后 序数 组 
最 右边 的 值 ， 然 后 划分 出 元 子 树 的 先 序 、 中 序数 组 ， 以 及 右 子 树 的 先 
序 、 中 序数 组 ， 先 根据 右 子 树 的 划分 设置 好 后 序数 组 ， 表 根据 左 子 树 的 
划分 ， 从 右边 到 左边 依次 设置 好 后 序数 组 的 全 部 位 置 。 





具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getPosArray 方 法 。 


public int[] getPosArray(int[] pre, int[] in) { 
if (pre == null || in == null) { 
return null; 
) 
int len = pre.length; 
int[] pos = new int[len]; 
HashMap<Integer, Integer> map = new HashMap<Int 
for (int i = 0; i < len; i++) { 


map.put(in[i], i); 


setPos(pre, 0, len - 1, in, 0, len - 1, pos, le 


return pos; 


11 从 右 往 左 依次 填 好 后 序数 组 S 
// si 为 后 序数 组 S 该 填 的 位 置 
// 返回 值 为 该 填 的 下 一 个 位 置 
public int setPos(int[] p, int pi, int pj, int[] n, int 
int[] s, int si, HashMap<Integer, Integ 
if (pi > pj) { 
return si; 
} 
s[si--] = p[pil; 
int i = map.get(p[pi]); 
si = setPos(p, pj - nj + i + 1, pj, n, i + 1, n 


return setPos(p, pi + 1, pi + i - ni, n, ni, i 


统计 和 生成 所 有 不 同 的 二 又 树 


LAH] 


给 定 一 个 整数 NV > WRN <1, AREWA, SUAR TEN K 
RAI, 2, 3, o Ny. TK REN TNA ID. 


例如 ，N =-1 时 ， 代 表 空 树 结构 ， 返 回 1; N =2 时 ， 满 足 中 序 过 历 为 
{1，2} 的 三 又 树 结构 只 有 如 图 3-49 所 示 的 两 种 ， 所 以 返回 结果 为 2。 


l 2 
Fu Fa 
null 2 ] null 


null null null null 
图 3-49 


进 阶 : N 的 含义 不 变 ， 假 设 可 能 的 二 又 树 结构 有 M 种 ， 请 返回 M 个 
二 广 树 的 涉 市 把， 每 一 棵 二 文 树 代表 一 种 可 能 的 结构 。 


【 难度 】 
BR kkk 


【解答 】 





如 采 中 序 遇 历 有 序 且 无 重复 值 ， 则 二 又 树 必 为 搜索 二 又 树 。 假 设 
num(a ka 个 节点 的 搜索 二 又 树 有 多 少 种 可 能 ， 再 假设 序列 为 {1， 
i’ ao N }， 如 果 以 1 作为 头 节 点 ，1 不 可 能 有 左 子 树 ， 故 以 1 作为 


VTA DAT GERA» GE BORTE NEA DM IT BE ZE 
H, UNÆATMEAN-1S TR, HrDAnum(N-DAFATÉE. 


如 果 以 i EDIT, i 的 左 子 树 有 i -1 个 节点 ， 所 以 可 能 的 结构 有 
num(i-1) 种 ， 右 子 树 有 NN -i 个 节点 ， 所 以 有 num(N-i) 种 可 能 。 故 以 i 为 头 
节点 的 可 能 结构 有 num(i-1)xnum(N-i) 种 。 


WRAN 作为 头 节点 ，N 不 可 能 有 石子 树 ， 故 以 N 作为 头 节 点 有 多 
少 种 可 能 ， 完 全 取决 于 N 的 左 子 树 有 多 少 种 可 能 ，N 的 左 子 树 有 NN -1 个 
节点 ， 所 以 有 num(N-1) 种 。 


把 从 1 到 N FANER IT PA MENNENE FR 
可 以 利用 动态 规划 来 加 速 计 算 的 过 程 ， 从 而 做 到 O (N ) 的 时 间 复 杂 度 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 numTrees 方 法 。 


public int numTrees(int n) { 
if (n< 2) I 
return 1; 
) 
int[] num = new int[n + 1]; 
num[O] = 1; 
for (int i = 1; i < n + 1; i++) I 
for (int j = 1; j < i + 1; j++) À 


num[i] += num[j - 1] * num[i - 


} 


return num[n]; 


} 





JET ES ER ESE RAR AAS HÆR AE BCA FEE 
{a.….b} 的 所 有 结构 ， 就 从 a 开 始 一 直到 b， 枚 举 每 一 个 值 作 为 头 节 点 ， 把 
每 次 生成 的 二 又 树 络 构 的 头 节点 都 保存 下 来 即 可 。 假 设 其 中 一 次 是 以 ; 
值 为 头 节点 的 (a si<b), Di KIRKNA MIE NO EN: 











1. 用 {a...i DÆVEN TAA, BOT RK 
点 保存 在 listLeft 链 表 中 。 





2. 用 {a...i +1} 递 归 生 成 右 子 树 的 所 有 结构 ， 假 设 所 有 结构 的 头 节 
点 保存 在 listRight 链 表 中 。 


8. TED 为 头 节点 的 前 提 下 ，1listLeft 中 的 每 一 种 结构 都 可 以 与 
listRight 中 的 每 一 种 结构 构成 单独 的 结构 ， 且 和 其 他 任何 结构 都 不 同 。 
为 了 保证 所 有 的 结构 之 间 不 互相 交叉 ， 所 以 对 每 一 种 结构 都 复制 出 新 的 
树 ， 并 记录 在 总 的 链表 res 中 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 generateTrees 方 法 。 


public List<Node> generateTrees(int n) { 


return generate(1, n); 


public List<Node> generate(int start, int end) { 
List<Node> res = new LinkedList<Node>( ); 
if (start > end) { 
res.add(null); 


Node head = null; 
for (int i = start; i < end + 1; i++) I 
head = new Node(i); 
List<Node> 1Subs = generate(start, i - 
List<Node> rSubs = generate(i + 1, end) 
for (Node 1 : 1Subs) { 
for (Node r : rSubs) { 
head.left = 1; 
head.right = r; 


res.add(cloneTree(head ) 


} 


return res; 


public Node cloneTree(Node head) { 
if (head == null) { 
return null; 
) 
Node res = new Node(head.value); 
res.left = cloneTree(head.left); 
res.right = cloneTree(head.right); 


return res; 


统计 完全 二 又 树 的 节点 数 


LAH] 


AEREE SOM SK head, IR IL ERT NÅL 





如 果 完 全 二 又 树 的 节点 数 为 N ， 请 实现 时 间 复 杂 度 低 于 O (N ) 的 解 


【 难度 】 
BR kkk 


【解答 】 








遍历 整 棵 树 当 然 可 以 求 出 节点 数 ， 但 这 肯定 不 是 最 优 解法 ， 本 书 不 
再 详 述 。 

如 果 完 全 二 叉 树 的 层 数 为 nh ， 本 书 的 解法 可 以 做 到 时 间 复 杂 拔 为 O 
(h?), HØGSET: 

1. 如 果 head==nul， 说 明 是 空 树 ， 直 接 返 回 0。 


2. 如果 不 是 空 树 ， 吕 求 树 的 高 度 ， 求 法 是 找到 树 的 最 元 节点 看 能 
到 哪 一 层 ， 层 数 记 为 h 。 





3. 这 一 步 是 求解 的 主要 逻辑 ， 也 是 一 个 递归 过 程 记 为 bsnode，)， 


h)，node 表 示 当 前 节点 ，1 表示 node 所 在 的 层 数 ， 表示 整 棵 树 的 层 数 是 
始终 不 变 的 。bsCnode，1， 匡 的 返回 值 表 示 以 node 为 头 的 完全 二 又 树 的 
节点 数 是 多 少 。 初 始 时 node 为 头 节 点 head，1 ”为 1， 因 为 head 在 第 1 层 ， 
一 共有 h 层 始终 不 变 。 那 么 这 个 递归 的 过 程 可 以 用 两 个 例子 来 说 明 ， 如 
图 3-50 和 图 3-51 所 示 。 


<— node==head, Æ 1==1 Æ 






到 达 最 后 一 层 ， 即 h==4 层 
图 3-50 


< node==head, Æ |==1 JE 





没有 到 达 最 后 一 层 


16108 


图 3-51 
找到 node 右 子 树 的 最 左 节点 ， 如 果 像 图 3-51 的 例子 一 样 ， 发 现 它 能 
到 达 最 后 一 层 ， 即 h==4 层 。 此 时 说 明 node 的 整 棵 左 子 树 都 是 满 二 又 树 ， 
并 且 层 数 为 h -1 层 ， 一 棵 层 数 为 h -] 的 满 二 又 树 ， 其 节点 数 为 2n 1 -1 个 。 


如 有 果 加 上 node 节 点 自己 ， 那 么 节点 数 为 2^(h-1)-1+1==2^(h-1) 个 。 此 时 如 
条 再 知道 node 右 子 树 的 节点 数 ， 那 么 以 node 为 头 的 完全 二 叉 树 上 到 确 有 
多 少 个 节点 就 求 出 来 了 。 那 么 node 右 子 树 的 节点 数 到 底 是 多 少 呢 ? AE 
bs(node.right，1+1，h) 的 结果 ， 递 归 去 求 即 可 。 最 后 整体 返回 2^(h- 
1)+bs(node.right, 1+1, h). 


找到 node 右 子 树 的 最 左 节 点 ， 如 果 像 图 3-51 的 例子 一 样 ， 发 现 它 没 
有 到 达 最 后 一 层 ， 说 明 node 的 整 棵 右 子 树 都 是 满 二 又 树 ， 并 且 层 数 为 h - 
1 -1 层 ， 一 棵 层 数 为 h -1 -1 的 满 二 叉 树 ， 其 节点 数 为 22- 了 1-1 个 。 如 果 加 上 
node 节 点 自己 ， 那 么 节点 数 为 2^(h-1-1)-1+1==2^(h-l-1) 个 。 此 时 如 果 再 知 
道 node 左 子 树 的 节点 数 ， 那 么 以 node 为 头 的 完全 二 叉 树 上 到 底 有 多 少 个 
节点 就 求 出 来 了 。node 左 子 树 的 节点 数 到 底 是 多 少 呢 ? 就 是 
bsCnode.left，1+1，b) 的 结果 ， 递 归 去 求 即 可 ， 最 后 整体 返回 2^(h-]l- 
1)+bs(node.left，1+1，Db)。 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 nodeNum 方 法 。 


public int nodeNum(Node head) { 
if (head == null) { 
return 0; 
} 
return bs(head, 1, mostLeftLevel(head, 1)); 


public int bs(Node node, int 1, int h) I 
if (1 == h) I 


return 1; 


) 
if (mostLeftLevel(node.right, 1 + 1) == h) I 
return (1 << (h - 1)) + bs(node.right, 
} else { 
return (1 << (h - I - 1)) + bs(node.lef 


public int mostLeftLevel(Node node, int level) { 
while (node ! = null) { 
level++; 
node = node.left; 


} 


return level - 1; 


JER FET INT nodedt tr bs HVA EE, Fir LU H bsr Å 
Me (h ， )。 每 次 调用 bs 函数 时 ， 都 会 查看 node 右 子 树 的 最 左 节 


点 ， 所 以 会 遍历 O (h ) 个 节点 ， 整 个 过 程 的 时 间 复 杂 度 为 O (h? )。 


nd LÅ 


裴 波 那 契 系列 问题 的 递归 和 动态 规划 


LAH] 


给 定 整 数 N， 斐 波 那 契 数 列 的 第 N 项 。 
【补充 题目 1】 


EN ， 代 表 人 台阶 数 ， 一 次 可 以 跨 2 个 或 者 1 个 台阶 ， 返 回 有 多 
少 种 走 法 。 


【举例 】 


N ”=3， 可 以 三 次 都 跨 1 个 台阶 ， 也 可 以 先 跨 2 个 台阶 ， 再 跨 1 个 台 
阶 ;， 还 可 以 先 路 1 个 台阶 ， 再 跨 2 个 台阶 。 所 以 有 三 种 走 法 ， 返 回 3 


【补充 题目 2】 


假设 农场 中 成 熟 的 母 牛 每 年 只 会 生 1 头 小 母 牛 ， 并 且 永 远 不 会 死 。 
第 一 年 农场 有 1 只 成 熟 的 母 牛 ， 从 第 二 年 开始 ， 母 牛 开始 生 小 母 牛 。 每 





AN BEAP SELJE KNE AE BE. SEEREN ， 求 出 年 后 牛 的 
数量 。 
【举例 】 

N =6， 第 1 年 1 头 成 熟 母 牛 记 为 a; 第 2 年 a 生 了 新 的 小 母 牛 ， 记 为 b， 
总 牛 数 为 2;， 第 3 年 a 生 了 新 的 小 母 牛 ， 记 为 c， 总 牛 数 为 3， 第 4 年 as 生 了 


新 的 小 母 牛 ， 记 为 4， 总 牛 数 为 4。 第 5 年 b 成 熟 了 ，a 和 b 分 别 生 了 新 的 小 
母 牛 ， 总 牛 数 为 6， 第 6 年 c 也 成 熟 了 ，a、b 和 c 分 别 生 了 新 的 小 母 牛 ， 总 


牛 数 为 9， 返 回 9。 
【要 求 】 


对 以 上 所 有 的 问题 ， 请 实现 时 间 复 杂 度 O (logN ) 的 解法 。 





【 难度 】 
将 kk 
【解答 】 


原 问题 。O (2N ) 的 方法 。 斐 波 那 契 数列 为 1，1，2，3，5，8，...， 
也 就 是 除 第 1 项 和 第 2 项 为 1 以 外 ， 对 于 第 N Ul, AF (N )=F (N -1)+F (N 
-2)， 于 是 很 轻松 地 写 出 暴力 递归 的 代码 。 请 参看 如 下 代码 中 的 f1 方 法 。 





public int fi(int n) I 
if (n <1) I 
return 0; 


) 
if (n == 1 || n == 2) { 


return 1; 
) 
return fi(n - 1) + fi(n - 2); 
} 





O (N ) 的 方法 。 斐 波 那 自 数 列 可 以 从 天 到 右 依 次 求 出 每 一 项 的 值 ， 
那么 通过 顺序 计算 求 到 第 N 项 即 可 。 请 参看 如 下 代码 中 的 亿 方 法 。 








public int f2(int n) { 

if (n <1) { 
return 0; 

i; 

if (n == 1 || n = 2) { 
return 1; 

} 

int res = 1; 

int pre = 1; 

int tmp = 0; 

for (int i = 3; i <= n; itt) { 
tmp = res; 
res = res + pre; 
pre = tmp; 

i; 


return res; 


} 


O (logN ) 的 方法 。 如 果 弟 归 式 严格 遵循 F (N )=F (N -1)+F (N -2), Xf 
于 求 第 N 项 的 值 ， 有 和 矩阵 乘法 的 方式 可 以 将 时 间 复 杂 度 降 至 O (logN 


jo F(n)=F (n-1)+F (n-2), Æ NINE, — ne 9) DAA FE Be ei 
MIE» EIR AS AEE 2x2 ENKEN: 


(FC), F(n —1)) = (F(n — 1), F(n — 2)) x É il 


把 斐 波 那 契 数列 的 前 4 项 F (1)==1, F (2)==1, F (3)==2, F (4)==3 代 
入 ， 可 以 求 出 状态 矩阵 : 


a b L % 
| dl = i 0 
KÆR Za, Sn >2 时 ， 原 来 的 公式 可 化 简 为 : 


1 1 i i 
(FG). F(2)) = (FE), FC) x |] - =(1,1)x |] ol 
FAFO) = (FGF) x || zax] | 


(F(n),F(n — 1) = (F(n — 1), F(n — 2)) x | ol = (1,1) x | : 


FTA, KERRAEN 项 的 问题 就 变 成 了 如 何 用 最 快 的 方法 求 
一 个 矩阵 的 N 次 方 的 问题 ， 而 求 矩 阵 N 次 方 的 问题 明显 是 一 个 能 够 在 O 
(logN ) 时 间 内 解决 的 问题 。 为 了 表述 方便 ， 我 们 现在 用 求 一 个 整数 N 次 
方 的 例子 来 说 明 ， 因 为 只 要 理解 了 如 何在 O (logN ) 的 时 间 复 杂 度 内 求 整 
BIN 次 方 的 问题 ， 对 于 求 矩 阵 N 次 方 的 问题 是 同 理 的 ， 区 别 是 矩阵 乘法 
和 整数 乘法 在 细节 上 有 些 不 一 样 ， 但 对 于 怎么 乘 更 快 ， 两 者 的 道理 相 
同 。 


假设 一 个 整数 是 10， 如 何 最 快 地 求解 10 的 75 次 方 。 
1.75 的 二 进 制 数 形 式 为 1001011。 


2.10 的 75 次 方 =1064 x108 x102 x10! 。 





在 这 个 过 程 中 ， 我 们 先 求 出 101 ， 然 后 根据 101 求 出 10″ ， 再 根据 
102 30110" å os ， 最 后 根据 1032 求 出 10% ， 即 75 的 二 进 制 数 形式 总 
共有 多 少 位 ， 我 们 就 使 用 了 几 次 乘法 。 


3. 在 步骤 2 进行 的 过 程 中 ， 把 应 该 累 乘 的 值 相 乘 即 可 ， 比 如 10% 、 
108 , 102, 10! 应 该 累 乘 ， 因 为 64、8、2、1 对 应 到 75 的 二 进 制 数 中 ， 
相应 的 位 上 是 1; 而 103? 、1016 、104 不 应 该 累 乘 ， 因 为 32、16、4 对 应 
到 75 的 二 进 制 数 中 ， 相 应 的 位 上 是 0。 





NE MES tit RJ, RAB Mm 的 P 次 方 请 参看 如 下 代码 中 的 
matrixPower 方 法 。 其 中 muliMatrix 方 法 是 两 个 矩阵 相 乘 的 具体 实现 。 


public int[][] matrixPower(int[][] m, int p) { 
int[][] res = new int[m.length][m[0].length]; 
// 先 把 res 设 为 单位 矩阵 ， 相 当 于 整数 中 的 1 


for (int i = 0; i < res.length; i++) { 





res[i][i] = 1; 


} 

int[][] tmp = m; 

for (; p ! = 0; p >>= 1) I 
if ((p& 1) 1=0) À 


res = muliMatrix(res, tmp); 
) 
tmp = muliMatrix(tmp, tmp); 
) 


return res; 


public int[][] muliMatrix(int[][] mi, int[][] m2) I 
int[][] res = new int[m1.length][m2[0].length]; 
for (int i = 0; i < m2[0].length; i++) { 

for (int j = 0; j < mi.length; j++) { 
for (int k = 0; k < m2.length; 
res[i][j] += mi[i][k] * 


} 


return res; 


} 


FRE PETE ERE OK ROEN 项 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 
的 名 方法 。 


public int f3(int n) I 
if (n < 1) I 
return 0; 
) 
if (n == 1 || n == 2) { 
return 1; 
) 
int[][] base = { { 1, 1}, { 1, 0 } }; 
int[][] res = matrixPower(base, n - 2); 


return res[0][0] + res[1] [0]; 


补充 问题 1。 如 果 台 阶 只 有 1 级 ， 方 法 只 有 1 种 。 如 果 人 台阶 有 2 级 ， 方 
法 有 2 种 。 如 果 台 阶 有 N 级 ， 最 后 跳 上 第 N 级 的 情况 ， 要 么 是 从 N -2 级 台 
阶 直接 跨 2 级 台阶 ， 要 么 是 从 N -1 级 台阶 跨 1 级 台阶 ， 所 以 台阶 有 N 级 的 
方法 数 为 跨 到 N -2 级 台阶 的 方法 数 加 上 跨 到 N -1 级 台阶 的 方法 数 ， 即 5 
(N )=S (N -1)+S (N -2)， 初 始 项 (1)==1，S (2)==2。 所 以 类 似 斐 波 那 契 数 
列 ， 唯 一 的 不 同 就 是 初始 项 不 同 。 可 以 很 轻易 地 写 出 O CN ) 与 O(N ) 的 
方法 ， 请 参看 如 下 代码 中 的 sS1 和 s2 方 法 。 





public int si(int n) { 
if (n <1) { 
return 0; 
} 
if (n = 1 || n == 2) { 
return n; 
) 
return si(n - 1) + si(n - 2); 
) 
public int s2(int n) { 
if (n <1) { 
return 0; 
) 
if (n == 1 || n == 2) { 
return n; 
} 
int res = 2; 
int pre = 1; 


int tmp = 0; 


for (int i = 3; i <= n; i++) { 
tmp = res; 
res = res + pre; 
pre = tmp; 

} 

return res; 


} 


O (logN ) 的 方法 。 表 达 式 S (n )=S (n -1)+S (n -2) 是 一 个 二 阶 递 推 数 
列 ， 同 样 用 上 文 矩 阵 乘 法 的 方法 ， 根 据 前 4 项 S (1)==1, S (2)==2, S 
(3)==3, S (4)==5， 求 出 状态 矩阵; 


f PÅ - [å 4 
c d 1 0 





同样 根据 上 文 的 过 程 得 到 : 


n-2 n-2 
(San, sar-D)=(SØ,SM)x|I 3 =el I 


全 部 的 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 s3 方 法 。 


public int s3(int n) { 
if (n < 1) { 
return 0; 
} 
if (n == 1 || n = 2) { 
return n; 
} 
int[][] base = { { 1, 1), { 1, 0) }; 


int[][] res = matrixPower(base, n - 2); 
return 2 * res[0][0] + res[1][0]; 


} 


补充 问题 2。 所 有 的 牛 都 不 会 死 ， 所 以 第 N -1 年 的 牛 会 毫 无 损失 地 
活 到 第 N 年 。 同 时 所 有 成 熟 的 牛 都 会 生 1 头 新 的 牛 ， 那 么 成 熟 牛 的 数量 
如 何 估计 ?就 是 第 N -3 年 的 所 有 和 牛 ， 到 第 N 年 肯定 都 是 成 熟 的 牛 ， 其 间 
出 生 的 牛 肯 定 都 没有 成 熟 。 所 以 C (n )=C (n -1)+C (n -3)， 初 始 项 为 
C()==1，C(2)==2，C(3)==3。 这 个 和 斐 波 那 契 数列 又 十 分 类 似 ， 只 不 
过 C (n ) 依 赖 C (n -D 和 C (n -3) 的 值 ， 而 辈 波 那 契 数列 F (n ) 依 赖 F (n -1) 和 
F (n -2) 的 值 。 同 样 可 以 很 轻易 地 写 出 O (2N ) 与 O(N ) 的 方法 ， 请 参看 如 
下 代码 中 的 cL 和 c2 方 法 。 








public int ci(int n) { 
if (n< 1) I 
return 0; 
) 
if (n == 1 || n == 2 || n == 3) { 
return n; 


} 
return ci(n - 1) + ci(n - 3); 


public int c2(int n) { 
if (n <1) I 


return 0; 


if (n = 1 || n = 2 || n = 3) I 


return n; 


int res = 3; 

int pre = 2; 

int prepre = 1; 

int tmp1 = 0; 

int tmp2 = 0; 

for (int i = 4; i <= n; i++) { 
tmp1 = res; 
tmp2 = pre; 
res = res + prepre; 
pre = tmp1; 
prepre = tmp2; 

} 


return res; 


O (logN ) 的 方法 。C (n )=C (n -D+C (n -3) 是 一 个 三 阶 递 推 数列 ， 一 
定 可 以 用 和 矩阵 乘法 的 形式 表示 ， 且 状态 矩阵 为 3x3 的 矩阵 。 


a 
En Cn-y EN = nd Cn-2， Gri x |d 


nm o 





~ SN Cy 





Q 


把 前 5 项 C(1)==1，C(2)==2，C(3)==3，C(4)==4，C(5)==6 代 入 ， 求 
出 状态 矩阵 : 





a b c 1 1 0 
d e fi=lo 0 1 
g h i 1 0 0 











KEZE in >3 时 ， 原 来 的 公式 可 化 简 为 : 


1 1 or i 1 or 
Enis Giz) = (Ca; C2, C1) X 0 0 1 = EFAS x 0 0 1 
1 0 0 1 0 0 














fee ROR ANE JER AI DIRE RE PERRET GT SEEM, BARSA 
如 下 代码 中 的 c3 方 法 。 


public int c3(int n) { 
if (n< 1) { 
return 0; 
} 
if (n == 1 || n == 2 || n == 3) { 
return n; 
) 
int[][] base = { { 1, 1, 0), 10, 0, 1), I 1, 
int[][] res = matrixPower(base, n - 3); 
return 3 * res[0][0] + 2 * res[1][0] + res[2]1[0 
) 


如 果 递 归 式 严格 符合 FE (n )=a xF (n -1)+b XF (n -2)+...+k xF (n -i )» 
那么 它 就 是 一 个 i 阶 的 弟 推 式 ， 必 然 有 与 i xi 的 状态 矩阵 有 关 的 矩阵 乘法 
的 表达 。 一 律 可 以 用 加 速 矩 阵 乘法 的 动态 规划 将 时 间 复 杂 度 降 为 O 
(logN ). 


RE PE AI BU DNA 


LAH] 





给 定 一 个 矩阵 m ， 从 左上 角 开 始 每 次 只 能 疝 右 或 者 问 下 走 ， 最 后 到 
达 右 下 角 的 位 置 ， 路 径 上 所 有 的 数字 累加 起 来 就 是 路 径 和 ， 返 回 所 有 的 
路 径 中 最 小 的 路 径 和 。 


【举例 ] 
如 果 给 定 的 mm 如 下 : 
1 3 5 9 
8 1 3 4 
5 0 6 1 
8 8 4 0 


路 径 1，3，1，0，6，1，0 是 所 有 路 径 中 路 径 和 最 小 的 ， 所 以 返回 
12. 


【 难度 】 
BR kkk 
【解答 】 


经 典 动 态 规划 方法 。 假 设 矩 阵 m 的 大 小 为 M XN ， 行 数 为 M ， 列 数 
AN 。 先 生成 大 小 和 m 一 样 的 矩阵 dp，dp 咎 中 的 值 表示 从 左上 角 【〈 即 


(0, 0) 位 置 走 到 (i ，7) 位 置 的 最 小 路 径 和 。 对 mm 的 第 一 行 的 所 有 位 置 
Kit, BVO, j )(0<j <N )， 从 (0，0) 位 置 走 到 (0，j ) 位 置 只 能 向 右 走 ， 所 
以 (0，0) 位 置 到 (0，j ) 位 置 的 路 径 和 就 是 m[0]1[0..j 这 些 值 的 累加 结果 。 
FE, Xfm 的 第 一 列 的 所 有 位 置 来 说 ， 即 (i ，0)(0<i <M )， 从 (0，0) 位 
置 走 到 (i ，0) 位 置 只 能 向 下 走 ， 所 以 (0，0) 位 置 到 (i ，0) 位 置 的 路 径 和 就 
是 m[0..i][0] 这 些 值 的 累加 结果 。 以 题目 中 的 例子 来 说 ，dp 第 一 行 和 第 一 
列 的 值 如 下 : 


1 4 9 1 8 
9 
14 
22 


除 第 一 行 和 第 一 列 的 其 他 位 置 (i > j ) 外 ， 都 有 左边 位 置 (i -1, j VM 
上 边 位 置 (i ，j -1)。 从 (0，0) 到 (i ，j ) 的 路 径 必 然 经 过 位 置 (i -1, j ) 或 位 
A(i, j-1), PUA, dplilijJ=min{dpli-1][j], dplil[j-1]}+mlij], € cette 
较 从 (0，0) 位 置 开 始 ， 经 过 (i -1，j ) 位 置 最 终 到 达 (i > j Wee) REA 
过 (i ，j -1) 位 置 最 终 到 达 (i ，j ) 的 最 小 路 径 之 间 ， 哪 条 路 径 的 路 径 和 更 
小 。 那 么 更 小 的 路 径 和 就 是 dp 上 jj] 的 值 。 以 题目 的 例子 来 说 ， 最 终生 成 
的 dp 矩阵 如 下 : 


1 4 9 18 
9 5 8 12 
14 5 11 12 
22 13 15 12 


RAT MI Zh, RME ABS WS NL BIA BOER AE 
和 更 小 还 是 从 上 边 达 到 自己 的 路 径 和 更 小 。 最 右 下 和 角 的 值 就 是 整个 问题 


的 答案 。 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minPathSum1 方 法 。 


I 


public int minPathSumi(int[][] m) I 

if (m == null || m.length == © || m[0] == null 
return 0; 

} 

int row = m.length; 

int col = m[0].length; 

int[][] dp = new int[row][col]; 

dp[0] [0] = m[0] [0]; 

for (int i = 1; i < row; itt) { 
dp[i][0] = dp[i - 1][0] + m[i][0]; 

} 

for (int j = 1; j < col; j++) { 
dp[0][j] = dp[O][j - 1] + m[0][j]; 

} 

for (int i = 1; i < row; i++) I 
for (int j = 1; j < col; j++) { 

dp[i][j] = Math.min(dp[i - 1][j], d 


} 
return dp[row - 1][col - 1]; 


) 


矩阵 中 一 共有 M xN 个 位 置 ， 每 个 位 置 都 计算 一 次 从 (0，0) 位 置 达 
到 目 己 的 最 小 路 径 和 ， 计 算 的 时 候 只 是 比较 上 边 位 置 的 最 小 路 径 和 与 左 
边 位 置 的 最 小 路 径 和 哪个 更 小 ， 所 以 时 间 复 杂 度 为 O (MXN), dpi PE) 


大 小 为 M XN ， 所 以 额外 空间 复杂 度 为 O (M XN )。 





动态 规划 经 过 空间 压缩 后 的 方法 。 这 道 题 的 经 典 动态 规划 方法 在 经 
过 空间 压缩 之 后 ， 时 间 复 杂 度 依然 是 O (M xN )， 但 是 额外 空间 复杂 度 可 
以 从 O (MXN ) 减 小 至 O (min{M ，N ))， 也 就 是 不 使 用 大 小 为 M xN 的 dp 
矩阵， 而 仅仅 使 用 大 小 为 min{M ，N Yard. HØGSET OG 
目的 例子 来 举例 说 明 ) : 








1. 生成 长 度 为 4 的 数组 arr， 初 始 时 arr=[0，0，0，0]， 我 们 知道 从 
(0，0) 位 置 到 达 m 中 第 一 行 的 每 个 位 置 ， 最 小 路 径 和 就 是 从 (0，0) 位 置 
的 值 开始 依次 累加 的 结果 ， 所 以 依次 把 arr 设 置 为 ar=[1，4，9，18]， 此 
时 arr[j] 的 值 代 表 从 (0，0) 位 置 达 到 (0 位置 的 最 小 路 径 和 。 


2. 步骤 1 中 arr[j] 的 值 代 表 从 (0，0) 位 置 达到 (0， 六 ) 位 置 的 最 小 路 径 
和 ， 在 这 一 步 中 想 把 arr[j] 的 值 更 新 成 从 (0，0) 位 置 达到 (1，j”) 位 置 的 最 
小 路 径 和 。 首 先 来 看 arr[0]， 更 新 之 前 arr[0] 的 值 代表 (0，0) 位 置 到 达 (0， 
0) 位 置 的 最 小 路 径 和 (dp[0][0])， 如 果 想 把 arr[0] 更 新 成 从 (0，0) 位 置 达到 
(1，0) 位 置 的 最 小 路 径 和 (dp[1][0D)， 令 arr[0]=arr[0]+m[1][0]=9 即 可 。 人 然 
后 来 看 ar[1]， 更 新 之 前 arr[1] 的 值 代表 (0，0) 位 置 到 达 (0，1) 位 置 的 最 小 
路 径 和 (dp[0][1])， 更 新 之 后 想 让 arr[1] 代 表 (0，0) 位 置 到 达 (1，1) 位 置 的 
最 小 路 稀 和 (dp[1][1])。 根 据 动态 规划 的 求解 过 程 ， 到 达 (1，1) 位 置 有 两 
种 选择 ， 一 种 是 从 (1，0) 位 置 到 达 (1，1) 位 置 (dp[1][0]+m[1][1])， 男 一 种 
是 从 (0，1) 位 置 到 达 (1，1) 位 置 (dp[0][1]+m[1][1])， 应 该 选择 路 径 和 最 小 
的 那个 。 此 时 arr[0] 的 值 已 经 更 新 成 dp[1][0]，ar[1] 目 前 还 没有 更 新 ， 所 
以 ，arr[1] 还 是 dp[0][1]，arr[1]=min{arr[0]，arr[1]}+m[1][1]=5。 更 狐 之 
后 ，arr[1] 的 值 变 为 dp[1][1] 的 值 。 同 理 ，arr[2]=min{arr[1]，arr[2]}+m[1] 
[2]， .最 终 arr 可 以 更 新 成 [9，5，8，12]。 





3. ERFIR Bre, — E far KI Kap PFA BUE AT o 
HP ES ae BR rar KA, kark KE Kap He MEAT 
AE, AE pp ie BUR — 17 AYE 


本 题 的 例子 是 矩阵 m 的 行 数 等 于 列 数 ， 如 果 给 定 的 和 矩阵 列 数 小 于 行 
数 CN <M ) ， 依 然 可 以 用 上 面 的 方法 令 arr 更 新 成 dp 窃 阵 每 一 行 的 值 。 
但 如 果 给 定 的 矩阵 行 数 小 于 列 数 CM <N ) ， 那 么 束 生 成 长 上 度 为 M 的 
ar， 然 后 令 ar 更 新 成 dp 矩阵 每 一 列 的 值 ， 从 左 向 右 滚 动 过 去 。 以 本 例 
来 说 ， 如 果 按 列 来 更 新 ，ar 首 先 更 新 成 [1，9，14，22]， 然 后 向 右 深 动 
更 新 成 [4，5，5，13]， 继 续 同 右 深 动 更 新 成 [9，8，11，15]， 最 后 是 
[18，12，12，12]。 总 之 ， 是 根据 给 定 矩 阵 行 和 列 的 大 小 关系 决定 深 动 
的 方式 ， 始 终生 成 最 小 长 度 (min{M > N })) 的 arr 数 组 。 具 体 过 程 请 参看 
如 下 代码 中 的 minPathSum2 方 法 。 








public int minPathSum2(int[][] m) { 
if (m == null || m.length == © || m[0] == null 
return 0; 
} 
int more = Math.max(m.length, m[0].length); // 
int less = Math.min(m.length, m[0].length); // 
boolean rowmore = more == m.length; // 行 数 是 不 是 
int[] arr = new int[less]; // 辅助 数组 的 长 度 仅 为 行 : 
arr[0] = m[0][0]; 
for (int i = 1; i < less; i++) { 
arr[i] = arr[i - 1] + (rowmore ? m[O] [i 
} 


for (int i = 1; i < more; i++) { 


arr[0] = arr[0] + (rowmore ? m[i][0] : 
for (int j = 1; j < less; j++) { 
arr[j] = Math.min(arr[j - 1], a 


+ (rowmore ? m[ 


) 


return arr[less - 1]; 


【扩展 】 


本 题 压缩 空间 的 方法 几乎 可 以 应 用 到 所 有 需要 二 维 动态 规划 表 的 面 
试题 目 中 ， 通 过 一 个 数组 滚动 更 新 的 方式 无 疑 节省 了 大 量 的 空间 。 没 有 
优化 之 前 ， 取 得 条 个 位 置 动态 规划 值 的 过 程 是 在 矩阵 中 进行 两 次 寻 址 ， 
优化 后 ， 这 一 过 程 只 需要 一 次 寻 址 ， 程 序 的 常数 时 间 也 得 到 了 一 定 程度 
的 加 速 。 但 是 空间 压缩 的 方法 是 有 局 限 性 的 ， 本 题 如 果 改 成 < 打印 共有 
最 小 路 径 和 的 路 径 >， 那 么 就 不 能 使 用 空间 压缩 的 方法 。 如 果 关 似 本 题 
这 种 需要 二 维 表 的 动态 规划 题目 ， 最 终 目 的 是 想 求 最 优 和 解 的 具体 路 径 ， 
往往 需要 完整 的 动态 规划 表 ， 但 如 果 只 是 想 求 最 优 解 的 值 ， 则 可 以 使 用 
空间 压缩 的 方法 。 因 为 空间 压缩 的 方法 是 滚动 更 新 的 ， 会 畴 辣 之 前 求解 
的 值 ， 让 求解 轨迹 变 得 不 可 回溯 。 和 希望 读者 好 好 研究 这 种 空间 压缩 的 实 
现 技巧 ， 本 书 还 有 许多 动态 规划 题目 会 涉及 空间 压缩 方法 的 实现 。 



































换钱 的 最 少 贷 币 数 


LAH] 











给 定数 组 arr，arr 中 所 有 的 值 都 为 正 数 且 不 重复 。 每 个 值 代表 一 种 
面值 的 货币 ， 每 种 面值 的 货币 可 以 使 用 任意 张 ， 再 给 定 一 个 整数 aim 代 
表 要 找 的 钱 数 ， 求 组 成 aim 的 最 少 货币 数 。 


【举例 】 
arr=[5，2，3]，aim=20。 


4 张 5 元 可 以 组 成 20 元 ， 其 他 的 找 钱 方案 都 要 使 用 更 多 张 的 货币 ， 所 
以 返回 4。 


ar=[5, 2, 3], aim=0. 

不 用 任何 货币 就 可 以 组 成 0 元 ， 返 回 0。 

arr=[3，5]，aim=2。 

根本 无 法 组 成 2 元 ， 钱 不 能 找 开 的 情况 下 默认 返回 -1。 
【补充 题目 】 


给 定数 组 arr，arr 中 所 有 的 值 都 为 正 数 。 每 个 值 仅 代表 一 张 钱 的 面 
值 ， 再 给 定 一 个 整数 aim 代 表 要 找 的 钱 数 ， 求 组 成 aim 的 最 少 货币 数 。 


【举例 】 


arr=[5, 2, 3], aim=20. 








5 元 、2 元 和 3 元 的 钱 各 有 1 张 ， 所 以 无 法 组 成 20 元 ， 默 认 返 回 -1。 
arr=[5，2，5，3]，am=10。 


5 元 的 货币 有 2 张 ， 可 以 组 成 10 元 ， 且 该 方案 所 需 张 数 最 少 ， 返 回 


arr=[5，2，5，3]，aim=15。 
所 有 的 钱 加 起 来 才能 组 成 15 元 ， 返 回 4。 
arr=[5，2，5，3]，aim=0。 
不 用 任何 货币 就 可 以 组 成 0 元 ， 返 回 0。 
DER] 
KW kk 
【解答 】 


原 问 题 的 经 典 动 态 规划 方法 。 如 宁 arr 的 长 度 为 N ， 生 成 行 数 为 N 、 
列 数 为 aim+1 的 动态 规划 表 的 dp。dp[i][j] 的 含义 是 ， 在 可 以 任意 使 用 
arr[0.. 货 币 的 情况 下 ， 组 成 所 需 的 最 小 张 数 。 根 据 这 个 定义 ，dp 刘 Dj] 
的 值 按 如 下 方式 计算 : 





1.dp[0..N-1][0] 的 值 〈 即 dp 矩阵 中 第 一 列 的 值 》 表 示 找 的 钱 数 为 0 时 
需要 的 最 少 张 数 ， 钱 数 为 0 时 ， 完 全 不 需要 任何 货币 ， 所 以 全 设 为 0 即 
可 。 


D 


2.dp[0]1[0..aim] 的 值 《 即 dp 矩阵 中 第 一 行 的 值 ) 表示 只 能 使 用 arr[0] 
货币 的 情况 下 ， 找 某 个 钱 数 的 最 小 张 数 。 比 如 ，arr[0]=2， 那 么 能 找 开 
的 钱 数 为 2，4，6，8，... 所 以 令 dp[0][2]=1，dp[0][4]=2，dp[0] 
[6]=3，... 第 一 行 其 他 位 置 所 代表 的 钱 数 一 律 找 不 开 ， 所 以 一 律 设 为 32 
位 整数 的 最 大 值 ， 我 们 把 这 个 值 记 为 max。 


3. 剩 下 的 位 置 依次 从 左 到 右 ， 再 从 上 到 下 计算 。 假 设计 算 到 位 置 (i 
，j )，dp[i]j] 的 值 可 能 来 自 下 面 的 情况 。 


e 完全 不 使 用 当前 货币 ar 加 情况 下 的 最 少 张 数 ， 即 dp[i-1HD] 的 
值 。 


e 只 使 用 1 张 当前 货币 arr 轩 情况 下 的 最 少 张 数 ， 即 dp[i-1]U- 


arr[i]]+1。 


e 只 使 用 2 张 当 前 货币 arr[i 情 况 下 的 最 少 张 数 ， 即 dp[i-1][j- 
2*arr[i|]+2。 


e 只 使 用 3 张 当 前 货币 arr[ 情 况 下 的 最 少 张 数 ， 即 dp[i-1][j- 
3*arr[i]]+3。 





所 有 的 情况 中 ， 最 终 取 张 数 最 小 的 。 所 以 

dpLi][j]=min{dp[i-1 ][j-k*arr[i]]+k(0<=k) } 

=>dplil(jl=mintdpli-1](j]» mintdpli-1]lj-x*arrlil|+x(1<=x))) 
=>dplilljl=mintdp[i-1](G]» mintdpl[i-1](j-arrli]-y*arrlill+y+1(0<=y))) 


XA mintdp[i-11(j-arrfi]-y*arrfi]]+y(0<=y)) => dplillj-arlill» Ares, 


RA: dplilfjj=mintdpli-1]G]» dplilj-antill+1}. WRj-arrli]<0, BA 
生 越 界 了 ， 说 明 arr[i 太 大 ， 用 一 张 都 会 超过 钱 数 | ， 令 dp[i][j]=dp[i-1]0j] 
即 可 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minCoins1 方 法 ， 整 个 过 程 的 时 间 

复杂 度 与 额外 空间 复杂 度 都 为 O(N xaim), N 为 arr 的 长 度 。 


public int minCoinsi(int[] arr, int aim) { 

if (arr == null || arr.length == © || aim < 0) 
return -1; 

) 

int n = arr.length; 

int max = Integer.MAX VALUE; 

int[][] dp = new int[n][aim + 1]; 

for (int j = 1; j <= aim; j++) I 
dp[O][j] = max; 
if (j - arr[0] >= 0 && dp[O][j - arr[0] 

dp[0][j] = dp[O][j - arr[0]] + 


) 

int left = 0; 

for (int i = 1; i < n; i++) I 

for (int j = 1; j <= aim; j++) I 
left = max; 
if (j - arr[i] >= © && dp[i][j 
left = dp[i][j - arr[i] 

} 
dp[i][j] = Math.min(left, dp[i 


} 
return dp[n - 1][aim] ! = max ? dp[n - 1][aim] 


} 


原 问 题 在 动态 规划 基础 上 的 空间 压缩 方法 。 空 间 压 缩 的 原理 请 读者 
参考 本 书 “ 和 矩阵 的 最 小 路 径 和 ”问题 ， 这 里 不 再 详 述 。 我 们 选择 生成 一 个 
长 度 为 aim+1 的 动态 规划 一 维 数组 dp， 然 后 按 行 来 更 新 dp 即 可 。 之 所 以 
不 选拔 列 更 新 ， 是 因为 根据 dp[[j]=min{fdp[i-1[]，dp 上 DT-arr[i]+1} 可 
AND MEG ，j ) 依 赖 位 置 (i -1，j )， 即 往 上 跳 一 下 的 位 置 ， 也 依赖 位 置 
(i，j-arr[ 订 )， 即 往 左 跳 ar[] 一 下 的 位 置 ， 所 以 按 行 更 新 只 需要 1 个 一 维 数 
组 ， 按 列 更 新 需要 的 一 维 数组 个 数 就 与 arr 中 货币 的 最 大 值 有 关 ， 如 最 大 
的 货币 为 a ， 说 明 最 差 情况 下 要 问 左 侧 跳 a 下， 相应 地 ， 融 要 准备 a 个 
一 维 数 组 不 断 地 滚动 复 用 ， 这 样 实现 起 来 很 腑 烦 ， 所 以 不 采用 按 列 更 新 
的 方式 。 有 具体 请 参看 如 下 代码 中 的 minCoins2 方 法 ， 空 间 压 缩 之 后 时 间 
SEAR ENO (N xaim)， 额 外 空间 复杂 上 度 为 O (aim)。 








public int minCoins2(int[] arr, int aim) { 

if (arr == null || arr.length == © || aim < 0) 
return -1; 

) 

int n = arr.length; 

int max = Integer.MAX VALUE; 

int[] dp = new int[aim + 1]; 

for (int j = 1; j <= aim; j++) I 
dp[j] = max; 
if (j - arr[O] >= © && dp[j - arr[O]] ! 

dp[j] = dp[j - arr[0]] + 1; 


) 

int left = 0; 

for (int i = 1; i < n; i++) { 

for (int j = 1; j <= aim; j++) I 
left = max; 
if (j - arr[i] >= 0 && dp[j - a 
left = dp[j - arr[i]] + 

} 
dp[j] = Math.min(left, dp[j]); 


} 
return dp[aim] ! = max ? dp[aim] : -1; 


} 


补充 问题 的 经 典 动 态 规划 方法 。 如 果 arr 的 长 度 为 N ， 生 成 行 数 为 N 
、 列 数 为 aim+1 的 动态 规划 表 的 dp。dp 间 [的 含义 是 ， 在 可 以 任意 使 用 
arr[0. 训 货币 的 情况 下 《每 个 值 仅 代表 一 张 货币 ) ， 组 成 所 需 的 最 小 张 
数 。 根 据 这 个 定义 ，dp 自 中 的 值 按 如 下 方式 计算 : 





1.dp[0..N-1][0] 的 值 〈 即 dp 矩阵 中 第 一 列 的 值 》 表 示 找 的 钱 数 为 0 时 
需要 的 最 少 张 数 ， 钱 数 为 0O 时 完全 不 需要 任何 货币 ， 所 以 全 设 为 0 即 可 。 


2.dp[0][0..aim] 的 值 《 即 dp 矩阵 中 第 一 行 的 值 ) 表示 只 能 使 用 一 张 
arr[0] 货 币 的 情况 下 ， 找 茶 个 钱 数 的 最 小 张 数 。 比 如 arr[0]=2， 那 么 能 找 
开 的 钱 数 仅 为 2， 所 以 令 dp[0][2]=1。 因 为 只 有 一 张 钱 ， 所 以 其 他 位 置 所 
代表 的 钱 数 一 律 找 不 开 ， 一 律 设 为 32 位 整数 的 最 大 值 。 


3. 剩 下 的 位 置 依次 从 左 到 右 ， 再 从 上 到 下 计算 。 假 设计 算 到 位 置 (i 
，j )，dp[i 叶 的 值 可 能 来 目下 面 两 种 情况 。 


1) “dp[i-1] 上 中 的 值 代表 在 可 以 任意 使 用 arr[0..i-1] 贷 币 的 情况 下 ， 组 
成 i 所 需 的 最 小 张 数 。 可 以 任意 使 用 arr[0. 让 货币 的 情况 当然 包括 不 使 用 
这 一 张 面值 为 arr[ 让 ] 的 货币 ， 而 只 任意 使 用 arr[0..i-1] 货 币 的 情况 ， 所 以 
dp[i JU ] 的 值 可 能 等 于 dp[i-1][j]。 


2) 因为 arr[i] 只 有 一 张 不 能 重复 使 用 ， 所 以 我 们 考虑 dp[i-1][j-arr[i] 
的 值 ， 这 个 值 代 表 在 可 以 任意 使 用 arr[0..i-1] 货 币 的 情况 下 ， 组 成 j-arr[j] 
所 需 的 最 小 张 数 。 从 钱 数 为 j-arr 叶 到 钱 数 ) ， 只 用 再 加 上 当前 的 这 张 
arr[iJEP 9). Af DL dpL]g AE fe F dpli-1]Gj-arrli]]+1. 


4. 如 果 dp[i-1]Tj-arr[i] 中 j-arr[<0， 也 就 是 位 置 越界 了 ， 说 明 arr[j] 
太 大 ， 只 用 一 张 都 会 超过 钱 数 | ， 令 dp[il[j]=dp[i-10] 即 可 。 人 否则 dpD] 
[jl=mintdp[i-1][j]» dpli-1][j-arrlill+1) 


有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minCoins3 方 法 ， 整 个 过 程 的 时 间 复 
林 度 与 额外 空间 复杂 上 度 都 为 O(N xaim), N 为 arr 的 长 度 。 


public int minCoins3(int[] arr, int aim) { 
if (arr == null || arr.length == 0 || aim < 0) 
return -1; 
i; 
int n = arr.length; 
int max = Integer.MAX VALUE; 
int[][] dp = new int[n][aim + 1]; 


for (int j = 1; j <= aim; j++) { 


dp[O][j] = max; 
} 
if (arr[0] <= aim) { 
dp[0][arr[0]] = 1; 
} 
int leftup = 0; // 左上 角 某 个 位 置 的 值 
for (int i = 1; i < n; itt) { 
for (int j = 1; j <= aim; j++) I 
leftup = max; 
if (j - arr[i] >= 0 && dp[i - 1 
leftup = dp[i - 1][j - 


} 
dp[i][j] = Math.min(leftup, dp[ 
} 
} 
return dp[n - 1][aim] ! = max ? dp[n - 1][aim] 


} 





进 阶 问 题 在 动态 规划 基础 上 的 空间 压缩 方法 。 空 间 压 缩 的 原理 请 读 
者 参考 本 书 “ 和 矩阵 的 最 小 路 径 和 ”问题 ， 这 里 不 再 详 述 。 我 们 选择 生成 一 
个 长 度 为 aim+1 的 动态 规划 一 维 数组 gp， 然后 按 行 来 更 新 dp 即 可 ， 不 选 
按 列 更 新 的 方式 与 原 问 题 同 理 。 上 其 体 请 参看 如 下 代码 中 的 minCoins4 方 
法 ， 空 间 压 缩 之 后 时 间 复 杂 度 为 O(N xaim)， 人 额外 空间 复杂 度 为 O 


(aim). 





public int minCoins4(int[] arr, int aim) { 


if (arr == null || arr.length == © || aim < 0) 


return -1; 
) 
int n = arr.length; 
int max = Integer.MAX VALUE; 
int[] dp = new int[aim + 1]; 
for (int j = 1; j <= aim; j++) { 
dp[j] = max; 
) 
if (arr[0] <= aim) { 
dpfarr[O]] = 1; 
} 
int leftup = 0; // 左上 角 某 个 位 置 的 值 


for (int i = 1; i < n; i++) { 





for (int j = aim; j > 0; j--) I 
leftup = max; 
if (j - arr[i] >= 0 && dp[j - a 
leftup = dp[j - arr[i]] 
) 
dp[j] = Math.min(leftup, dp[j]) 


} 


return dp[aim] ! = max ? dp[aim] : -1; 


换钱 的 方法 数 


LAH] 











给 定数 组 arr，arr 中 所 有 的 值 都 为 正 数 且 不 重复 。 每 个 值 代表 一 种 
面值 的 货币 ， 每 种 面值 的 货币 可 以 使 用 任意 张 ， 再 给 定 一 个 整数 aim 代 
表 要 找 的 钱 数 ， 求 换钱 有 多 少 种 方法 。 


【举例 】 


arr=[5, 10, 25, 1], aim=0. 





组 成 0 元 的 方法 有 1 种 ， 束 是 所 有 面值 的 货币 都 不 用 。 所 以 返回 1。 
arr=[5, 10, 25, 1], aim=15. 


组 成 15 元 的 方法 有 6 种 ， 分 别 为 3 张 5 元 、1 张 10 元 +1 张 5 元 、1 张 10 元 
+5 张 1 元 、10 张 1 元 +1 张 5 元 、2 张 5 元 +5 张 1 元 和 15 张 1 元 。 上 所 以 返回 6。 


arr=[3，5]，aim=2。 

任何 方法 都 无 法 组 成 2 元 。 所 以 返回 0。 
DER] 
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【解答 】 


本 书 将 由 浅 入 深 地 给 出 所 有 的 解法 ， 最 后 解释 最 优 解 。 这 着 题 的 经 








典 之 处 在 于 它 可 以 体现 暴力 递归 、 记 忆 搜 索 和 动态 规划 之 间 的 关系 ， 并 
可 以 在 动态 规划 的 基础 上 进行 再 一 次 的 优化 。 在 面试 中 出 现 的 大 量 綦 力 
递归 的 题目 都 有 相似 的 优化 轨迹 ， 和 希望 引起 读者 重视 。 


首先 介绍 暴力 递归 的 方法 。 如 果 arr=[5，10，25，1]，aim=1000， 


分 析 过 程 如 下 : 


1. 用 0 张 5 元 的 货 
id Nres1 « 


, 1E[10, 25, 


2. 用 1 张 5 元 的 货 
为 res2 。 


， 让 [10，25， 


3. 用 2 张 5 元 的 货 
为 res3。 


， 让 [10，25， 


201. 用 200 张 5 元 的 货币 ， 让 [10， 


id Nres201. 


那么 res1+res2+...+res201 的 值 就 是 


]] 组 成 剩 下 的 1000， 最 终 方法 数 


1] 组 成 剩 下 的 995， 最 终 方法 数 记 


1] 组 成 剩 下 的 990， 最 终 方法 数 记 


25，1] 组 成 剩 下 的 0， 最 终 方 法 数 


总 的 方法 数 。 根 据 如 上 的 分 析 过 


程 定 义 递归 函数 processl(arr，index，aim)， 它 的 含义 是 如 果 用 


arr[index..N-1] 这 些 面值 的 钱 组 成 aim， 返 回 总 的 方法 数 。 有 具体 实现 参见 


如 下 代码 中 的 coins1 方 法 。 


public int coinsi(int[] arr, int aim) { 


if (arr == null | 


return 0; 


| arr.length == © || aim < 0) 


} 


return processi(arr, 0, aim); 


public int processi(int[] arr, int index, int aim) { 
int res = 0; 
if (index == arr.length) { 
res = aim == © ? 1 : 0; 
} else { 
for (int i = 0; arr[index] * i <= aim; 


res += processi(arr, index + 1, 


} 


return res; 


} 





接 下 来 介绍 基于 暴力 递归 的 初步 优化 的 方法 ， 也 就 是 记忆 搜索 的 方 
法 。 暴 力 递归 之 所 以 暴力 ， 是 因为 存在 大 量 的 重复 计算 。 比 如 上 面 的 例 
子 ， 当 已 经 使 用 0 张 5 元 +1 张 10 元 的 情况 下 ， 后 续 应 该 求 [25，1] 组 成 剩 
下 的 990 的 方法 总 数 。 当 已 经 使 用 2 张 5 元 +0 张 10 元 的 情况 下 ， 后 续 还 是 
求 [25，1] 组 成 剩 下 的 990 的 方法 总 数 。 两 种 情况 下 都 需要 求 
process1l(arr，2，990)。 类 似 这 样 的 重复 计算 在 暴力 加 归 的 过 程 中 大 量 
发 生 ， 所 以 骏 力 递归 方法 的 时 间 复 杂 度 非常 高 ， 并 且 与 arr 中 钱 的 面值 有 
关 ， 最 差 情况 下 为 O (aim ). 

















记忆 化 搜索 的 优化 方式 。processl(arr，index，aim) 中 arr 是 始终 不 变 
的 ， 变 化 的 只 有 index 和 aim， 所 以 可 以 用 p(index，aim) 表 示 一 个 递归 过 


程 。 重 复 计算 之 所 以 大 量 发 生 ， 是 因为 每 一 个 递归 过 程 的 结果 都 没 记 下 
来 ， 所 以 下 次 还 要 重复 去 求 。 所 以 可 以 事先 准备 好 一 个 map， 每 计算 完 
一 个 递归 过 程 ， 都 将 结果 记录 到 map 中 。 当 下 次 进行 同样 的 递归 过 程 之 
前 ， 先 在 map 中 查询 这 个 递归 过 程 是 否 已 经 计算 过 ， 如 果 已 经 计算 过 ， 
就 把 值 拿 出 来 直接 用 ， 如 果 没 计算 过 ， 需 要 再 进入 递归 过 程 。 有 具体 请 参 
看 如 下 代码 中 的 coins2 方 法 ， 它 和 coins1 方 法 的 区 别 就 是 准备 好 全 局 变 
量 map， 记 录 已 经 计算 过 的 递归 过 程 的 结果 ， 防 止 下 次 重复 计算 。 因 为 
本 题 的 递归 过 程 可 由 两 个 变量 表示 ， 所 以 map 是 一 张 二 维 表 。map[i]D] 
表示 递归 过 程 p (i ，j ) 的 返回 值 。 男 外 有 一 些 特别 值 ，map[i][j]==0 表 示 
递归 过 程 p (i ，j ) 从 来 没有 计算 过 。map[i][j]==-1 表 示 递 归 过 程 p (i j) 
计算 过 ， 但 返回 值 是 0(。 如 果 map[il[j] 的 值 既 不 等 于 0， 也 不 等 于 -1， 记 
为 a， 则 表示 递归 过 程 p(i ，j ) 的 返回 值 为 a。 








public int coins2(int[] arr, int aim) { 
if (arr == null || arr.length == © || aim < 0) 
return 0; 
) 
int[][] map = new int[arr.length + 1][aim + 1]; 


return process2(arr, 0, aim, map); 


public int process2(int[] arr, int index, int aim, int[ 
int res = 0; 
if (index == arr.length) { 
res = aim == © ? 1 : 0; 
} else { 


int mapValue = 0; 


for (int i = 0; arr[index] * i <= aim; i++) 


mapValue = map[index + 1][aim - arr[ind 


if (mapValue ! = 0) I 
res += mapValue == -1 ? 0 : mapValu 
} else { 


res += process2(arr, index + 1, aim 


) 
map[index][aim] = res == 0 ? -1 : res; 
return res; 


) 





VAL ER IT VEE NETT EE I ETS, FEN PK 
数 的 状态 可 以 由 哪些 变量 表示 ， 做 出 相应 维度 和 大 小 的 map 即 可 。 记 忆 
化 搜索 方法 的 时 间 复 杂 度 为 O0 (N xaim? )， 我 们 在 解释 完 下 面 的 方法 
后 ， 再 来 具体 解释 为 什么 是 这 个 时 间 复 杂 上 度 。 





动态 规划 方法 。 生 成 行 数 为 N 、 列 数 为 aim+1 的 矩阵 dp，dp[ 上 j 的 
舍 义 是 在 使 用 arr[0. 避 货币 的 情况 下 ， 组 成 钱 数 | 有 多 少 种 方法 。dpfi]Dj] 
的 值 求法 如 下 : 


1. 对 于 和 矩阵 dp 第 一 列 的 值 dp[..][0]， 表 示 组 成 钱 数 为 0 的 方法 数 ， 
很 明显 是 1 种 ， 也 束 是 不 使 用 任何 货币 。 所 以 dp 第 一 列 的 值 统一 设置 为 
1. 


2. 对 于 和 矩阵 dp 第 一 行 的 值 dp[0][..]， 表 示 只 能 使 用 ar[0] 这 一 种 货 
的 情况 下 ， 组 成 钱 的 方法 数 ， 比 如 ，arr[0]==5 时 ， 能 组 成 的 钱 数 只 有 


0, 5, 10, 15, .... PLA, Adp[O0][k*arr[0]]=1(0<=k*arr[0]<=aim, kW 
非 负 整 数 )。 


3， 除 第 一 行 和 第 一 列 的 其 他 位 置 ， 记 为 位 置 i，j。dp 刘 0 的 值 是 
DÅ PIL MER AIM. 


e TÆPNHarlge h, At Har[0..i-1 TIK, AEBAdpli-1] 
[le 

e 用 1 张 arr[ 让 货币 ， 剩 下 的 钱 用 arr[0..i-1] 货 币 组 成 时 ， 方 法 数 为 
dp[i-1][j-arr[i]]。 


e 用 2 张 arr[ 货 币 ， 剩 下 的 钱 用 arr[0..i1 货 币 组 成 时 ， 方 法 数 为 
dp[i-1)[j-2*arr[i]]. 


e Hk 张 arr 弗 货币， 剩 下 的 钱 用 arr[0..i-1] 货 币 组 成 时 ， 方 法 数 为 
dp[i-1][j-k*arr[i]]. j-k*arr[i]>=0, k 为 非 负 整数 。 


4. 最 终 dp[N-1][aim] 的 值 就 是 最 终结 果 。 
具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 coins3 方 法 。 


public int coins3(int[] arr, int aim) { 
if (arr == null || arr.length == © || aim < 0) 
return 0; 
) 
int[][] dp = new int[arr.length][aim + 1]; 


for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 


dp[i][0] = 1; 
) 
for (int j = 1; arr[O] * j <= aim; j++) I 
dp[0O][arr[0] * j] = 1; 
} 
int num = 0; 
for (int i = 1; i < arr.length; i++) { 
for (int j = 1; j <= aim; j++) I 
num = 0; 
for (int k = 0; j - arr[i] * k 
num += dp[i - 1][j - ar 
} 
dp[i][j] = num; 


} 
return dp[arr.length - 1][aim]; 


} 


在 最 差 的 情况 下 ， 对 位 置 (i ，j ) 来 说 ， 求 解 dp[ 让 四 的 计算 过 程 需 要 
枚 举 dp[i-1][0..j] 上 的 所 有 值 ，dp 一 共有 N xaim 个 位 置 ， 所 以 总 体 的 时 间 
复杂 度 为 O (N xaim? )。 


下 面 解释 之 前 记忆 化 搜索 方法 的 时 间 复 杂 度 为 什么 也 是 O(N xaim? 
)， 因 为 在 本 质 上 记忆 化 搜索 方法 等 价 于 动态 规划 方法 。 记 忆 化 搜索 的 
方法 说 白 了 就 是 不 关心 到 达 茶 一 个 递归 过 程 的 路 径 ， 只 是 单纯 地 对 计算 
过 的 递归 过 程 进行 记录 ， 避 免 重复 的 递归 过 程 ， 而 动态 规划 的 方法 则 是 
规定 好 每 一 个 递归 过 程 的 计算 顺序 ， 依 次 进行 计算 ， 后 计算 的 过 程 严 格 








依赖 前 面 计算 过 的 过 程 。 两 者 都 是 空间 换 时 间 的 方法 ， 也 都 有 枚 举 的 过 
程 ， 区 别 就 在 于 动态 规划 规定 计算 顺序 ， 而 记忆 搜索 不 用 规定 。 所 以 记 
忆 化 搜索 方法 的 时 间 复 杂 度 也 是 O_ (N xaim? )。 两 者 各 有 优 缺 点 ， 如 果 
对 暴力 递归 过 程 简单 地 优化 成 记忆 搜索 的 方法 ， 弟 归 函 数 依然 在 使 用 ， 
这 在 工程 上 的 开销 较 大 。 而 动态 规划 方法 严格 规定 了 计算 顺序 ， 可 以 将 
递归 计算 变 成 顺序 计算 ， 这 是 动态 规划 方法 具有 的 优势 。 其 实 记忆 搜索 
的 方法 也 有 优势 ， 本 题 就 很 好 地 体现 了 。 比 如 ，arr=[20000，10000， 
1000]，aim=2000000000。 如 果 是 动态 规划 的 计算 方法 ， 要 严格 计算 
3x2000000000 个 位 置 。 而 对 于 记忆 搜索 来 说 ， 因 为 面值 最 小 的 钱 为 
1000， 所 以 百 位 为 (1 一 9)、 十 位 为 (1 一 9) 或 各 位 为 (1 一 9) 的 钱 数 是 不 可 能 
出 现 的 ， 当 然 也 就 不 必要 计算 。 通 过 本 例 可 以 知道 ， 记 忆 化 搜索 是 对 必 
须要 计算 的 递归 过 程 才 去 计算 并 记录 的 。 














接 下 来 介绍 时 间 复 杂 度 为 O(N xaim) 的 动态 规划 方法 。 我 们 来 看 上 
一 个 动态 规划 方法 中 ， 求 dp[iD] 值 的 时 候 的 步骤 3， 这 也 是 最 关键 的 枚 
举 过 程 : 


3. 除 第 一 行 和 第 一 列 的 其 他 位 置 ， 记 为 位 置 ti，jD。dptD] 的 值 是 
以 下 几 个 值 的 累加 。 
e 完全 不 用 arr[i] 货 币 ， 只 使 用 arr[0..- 了 货币 时 ， 方 法 数 为 dp[i-1] 
HE 
e 用 1 张 arr[i 货 币 ， 剩 下 的 钱 用 arr[0..i-1] 货 币 组 成 时 ， 方 法 数 为 
dp[i-1 ][j-arr[i]]. 


e 用 2 张 arr[j 货 币 ， 剩 下 的 钱 用 arr[0..i-1] 货 币 组 成 时 ， 方 法 数 为 
dp[i-1][j-2*arr[i]]. 


…………… 


o 用 k 张 ar 和牛 货 币 ， 剩 下 的 钱 用 arr[0..i-1] 货 币 组 成 时 ， 方 法 数 为 
dp[i-1][j-k*arr[i]]. j-k*arr[i]>=0, k 为 非 负 整数 。 


步骤 3 中 ， 第 1 种 情况 的 方法 数 为 dp[i-1][]， 而 第 2 种 情况 一 直到 第 K 
种 情况 的 方法 数 素 加 值 其实 就 是 dp[ij[j-arr[i] 的 值 。 所 以 步骤 3 可 以 简化 
为 dp[i][jj=dp[i-1D]+dpD[j-arr[i]。 一 下 省 去 了 枚 举 的 过 程 ， 时 间 复 杂 度 
也 减 小 至 O (N xaim)， 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 coins4 方 法 。 


public int coins4(int[] arr, int aim) { 
if (arr == null || arr.length == 0 || aim < 0) 
return 0; 
) 
int[][] dp = new int[arr.length][aim + 1]; 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
dp[i][0] = 1; 
) 
for (int j = 1; arr[O] * j <= aim; j++) I 
dp[0][arr[0] * j] = 1; 
) 
for (int i = 1; i < arr.length; i++) { 
for (int j = 1; j <= aim; j++) I 
dp[i][j] = dp[i - 1][j]; 
dp[i][j] += j - arr[i] >= 0 ? d 


} 
return dpfarr.length - 1][aim]; 


} 


时 间 复 杂 度 为 O CN xaim) 的 动态 规划 方法 再 结合 空间 压缩 的 技巧 。 
空间 压缩 的 原理 请 读者 参考 本 书 “ 和 矩阵 的 最 小 路 径 和 ”问题 ， 这 里 不 再 详 
述 。 请 参看 如 下 代码 中 的 coins5 方 法 。 





public int coins5(int[] arr, int aim) { 
if (arr == null || arr.length == © || aim < 0) 
return 0; 
} 
int[] dp = new int[aim + 1]; 
for (int j = 0; arr[O] * j <= aim; j++) I 


dp[arr[0] * j] 


Il 
Hm 


} 
for (int i = 1; i < arr.length; i++) { 
for (int j = 1; j <= aim; j++) { 


dp[j] += j - arr[i] >= © ? dplj 


} 


return dp[aim]; 


} 





BIL, MGE) TS BYE EIN TAI AS ARE AO (N xaim)、 额 外 空间 
AR KO (aim) 的 方法 。 


【扩展 】 


通过 本 题目 的 优化 过 程 ， 可 以 梳理 出 暴力 递归 通用 的 优化 过 程 。 对 


于 在 面试 中 遇 到 的 具体 题目 ， 面 试 者 一 旦 想到 暴力 递归 的 过 程 ， 其 实 之 
后 的 优化 过 程 是 水 到 渠 成 的 。 首 先 看 写 出 来 的 暴力 递归 函数 ， 找 出 有 哪 
些 参数 是 不 发 生变 化 的 ， 忽 略 这 些 变 量 。 只 看 那些 变化 并 且 可 以 表示 弟 
归 过 程 的 参数 ， 找 出 这 些 参 数 之 后 ， 记 忆 搜 索 的 方法 其 实 可 以 很 轻易 地 
写 出 来 ， 因 为 只 是 简单 的 修改 ， 计 算 完 就 记录 到 map 中 ， 并 在 下 次 直接 
拿 来 使 用 ， 没 计算 过 则 依然 进行 递归 计算 。 接 下 来 观察 记忆 搜索 过 程 中 
使 用 的 map 结 构 ， 看 看 该 结构 某 一 个 具体 位 置 的 值 是 通过 哪些 位 置 的 值 
求 出 的 ， 被 依赖 的 位 置 先 求 ， 就 能 改 出 动态 规划 的 方法 。 改 出 的 动态 规 
划 方法 中 ， 如 果 有 枚 举 的 过 程 ， 看 看 枚 举 过 程 是 否 可 以 继续 优化 ， 常 规 
的 方法 既 有 本 题 所 实现 的 通过 表达 式 来 化 简 枚 举 状态 的 方式 ， 也 有 本 书 
的 “ 丢 模 子 问题 "、“ 画 匠 问 题 > 和 “邮局 选 址 问题 "所 涉及 的 四 边 形 不 等 式 
的 相关 内 容 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 进一步 学 习 。 
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【题目 了 】 
给 定数 组 arr， 返 回 arr 的 最 长 递增 子 序列 。 
【举例 】 


arr=[2，1，5，3，6，4，8，9，7]， 返 回 的 最 长 递增 子 序列 为 [1， 
3，4，8，9]。 


【要 求 】 





如 果 arr 长 度 为 N ， 请 实现 时 间 复 杂 上 度 为 O (N logN ) 的 方法 。 
DER] 

校 kkk 
【解答 】 

先 介 绍 时 间 复 杂 度 为 O(N? ) 的 方法 ， 具 体 过程 如 下 : 


1. 生成 长 度 为 N 的 数组 dp，dp 绅 表示 在 以 ar[i] 这 个 数 结尾 的 情况 
下 ，arr[0. 直 中 的 最 大 递增 子 序列 长 度 。 





2. 对 第 一 个 数 arr[0] 来 说 ， 令 dp[0]=1， 接 下 来 从 左 到 右 依 次 算出 以 
每 个 位 置 的 数 结尾 的 情况 下 ， 最 长 递增 子 序列 长 度 。 





3. 假设 计算 到 位 置 1， 求 以 arr[i] 结 尾 情况 下 的 最 长 递增 子 序列 长 
度 ， 即 dp[ij。 如 果 最 长 递增 子 序 列 以 arr 上 器 结尾， 那么 在 arr[0..i-1 中 所 有 
比 arr 跨 小 的 数 都 可 以 作为 倒数 第 二 个 数 。 在 这 么 多 倒数 第 二 个 数 的 选择 
中 ， 以 哪个 数 结尾 的 最 大 递增 子 序 列 更 大 ， 就 选 那个 数 作为 倒数 第 二 个 
Å, Ft UA dplil=max{dp[j]+1(0<=j<i, arr[j]<arr[i])}. 如 果 arr[0..i-1] 中 所 有 
的 数 都 不 比 ar[ 订 小 ， 令 dp[]=1 即 可 ， 说 明 以 arr[ 让 结尾 情况 下 的 最 长 递增 
TJR ES arli] 








按照 步骤 1 一 3 可 以 计算 出 dp 数组 ， 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
getdp1 方 法 。 


public int[] getdpi(int[] arr) { 
int[] dp = new int[arr.length]; 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
dp[i] = 1, 
for (int j = 0; j < i; j++) { 
if (arr[i] > arr[j]) I 
dp[i] = Math.max(dp[i], 


) 


return dp; 


) 


接 下 来 解释 如 何 根据 求 出 的 dp 数组 得 到 最 长 递增 子 序 列 。 以 题目 的 
例子 来 说 明 ， arr=[2， 1, 5, 3, 6, 4, 8, 9, 7]; 求 出 的 数组 dp=[1， 
l; 2, 2, 3, 3 4, 5, :4|]。 





1. 人 遍历 dp 数组 ， 找 到 最 大 值 以 及 位 置 。 在 本 例 中 最 大 值 为 5， 位 置 
为 7， 说 明 最 终 的 最 长 递增 子 序 列 的 长 度 为 5， 并 且 应 该 以 arr[7] 这 个 数 
(arr[7]==9) 结 尾 。 


2 从 arr 数 组 的 位 置 7 开始 从 右 向 左 遍历 。 如 果 对 某 一 个 位 置 , BE 
有 arr[ij<arm[7]， 又 有 dp 四 ==dp[7]-1， 说 明 ar 上 可 以 作为 最 长 递增 子 序 列 
的 倒数 第 二 个 数 。 在 本 例 中 ，arr[6]<arr[7]， 并 且 dp[6]==dp[7]-1， 所 以 8 
应 该 作为 最 长 递增 子 序列 的 倒数 第 二 个 数 。 


3. 从 arr 数 组 的 位 置 6 开始 继续 向 左 遍 历 ， 按 照 同样 的 过 程 找到 倒数 
第 三 个 数 。 在 本 例 中 ， 位 置 5 满足 arr[5]<arr[6]， 并 且 dp[5]==dp[6]-1， 同 
时 位 置 4 也 满足 。 选 arr[5] 或 者 arr[4] 作 为 倒数 第 三 个 数 都 可 以 。 


4. 重复 这 样 的 过 程 ， 直 到 所 有 的 数 都 找 出 来 。 





dp 数组 包含 每 一 步 决 策 的 信息 ， 其 实 根据 dp 数组 找 出 最 长 递增 子 序 
列 的 过 程 束 是 从 某 一 个 位 置 开 始 逆 序 还 原 出 决策 路 径 的 过 程 。 具 体 过 程 
请 参看 如 下 代码 中 的 generateLIS 方 法 。 


public int[] generateLIS(int[] arr, int[] dp) { 
int len = 0; 
int index = 0; 
for (int i = 0; i < dp.length; i++) { 
if (dp[i] > len) { 
len = dp[i]; 


index = i; 


int[] lis = new int[len]; 
lis[--len] = arr[index]; 
for (int i = index; i >= 0; i--) { 
if (arr[i] < arr[index] && dp[i] == dp[ 
lis[--len] = arr[i]; 


index = i; 


} 


return lis; 


} 
整个 过 程 的 主 方法 参看 如 下 代码 中 的 lis1 方 法 。 


public int[] lisi(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return null; 
) 
int[] dp = getdpi(arr); 


return generateLIS(arr, dp); 


很 明显 ， 计 算 dp 数 组 过 程 的 时 间 复 杂 度 为 O(N“)， 根 据 dp 数 组 得 到 
最 长 递增 子 序列 过 程 的 时 间 复 杂 度 为 O (CN )， 所 以 整个 过 程 的 时 间 复 杂 
度 为 O(N“ )。 如 果 让 时 间 复 杂 度 达到 O (N logN )， 只 要 让 计算 dp 数组 的 
过 程 达到 时 间 复 杂 度 O (N logN ) 即 可 ， 之 后 根据 dp 数组 生成 最 长 递增 子 
序列 的 过 程 是 一 样 的 。 


时 间 复 杂 度 O (N logN ) 生 成 dp 数组 的 过 程 是 利用 二 分 碍 找 来 进行 的 


优化 。 先 生成 一 个 长 度 为 N 的 数组 ands， 初 始 时 ends[0]=arr[0]， 其 他 位 
置 上 的 值 为 0。 生 成 整 型 变量 right， 初 始 时 right=0。 在 从 左 到 右 遍 历 arr 
数组 的 过 程 中 ， 求 解 dp 自 的 过 程 需要 使 用 ends 数 组 和 right 变 量 ， 所 以 这 
里 解释 一 下 其 含义 。 裔 历 的 过 程 中 ，ends[0..right] 为 有 效 区 ， 
ends[right+1..N-1] 为 无 效 区 。 对 有 效 区 上 的 位 置 b ， 如 果 有 ends[b]==c， 
则 表示 过 有 历 到 目前 为 止 ， 在 所 有 长 度 为 b +1 的 递增 序列 中 ， 最 小 的 结尾 
数 是 c。 无 效 区 的 位 置 则 没有 意义 。 

















比如 ，arr=[2，1，5，3，6，4，8，9，7]， 初 始 时 dp[0]=1， 
ends[0]=2，right=0。ends[0..0] 为 有 效 区 ，ends[0]==2 的 含义 是 ， 在 过 历 
过 arr[0] 之 后 ， 所 有 长 度 为 1 的 递增 序列 中 《此 时 只 有 [2]) ， 最 小 的 结尾 
数 是 2。 之 后 的 过 有 历 继 续 用 这 个 例子 来 说 明 求 解 过 程 。 


1. 遍历 到 arr[1]==1。ends 有 效 区 =ends[0..0]=[2]， 在 有 效 区 中 找到 
最 左边 的 大 于 或 等 于 arr[1] 的 数 。 发 现 是 ends[0]， 表 示 以 arr[1] 结 尾 的 最 
长 递增 序列 只 有 ar[1]， 所 以 令 dp[1]=1。 然 后 令 ends[0]=1， 因 为 过 历 到 
目前 为 止 ， 在 所 有 长 上 度 为 1 的 递增 序列 中 ， 最 小 的 结尾 数 是 1， 而 不 再 是 
De 





2. 遍历 到 arr[2]==5。ends 有 效 区 =ends[0..0]=[1]， 在 有 效 区 中 找到 
最 左边 大 于 或 等 于 arr[2] 的 数 。 发 现 没 有 这 样 的 数 ， 表 示 以 arr[2] 结 尾 的 
最 长 递增 序列 长 度 =ends 有 效 区 长 度 +1， 所 以 令 dp[2]=2。ends 整 个 有 效 
区 都 没有 比 arr[2] 更 大 的 数 ， 说 明 发 现 了 比 ends 有 效 区 长 度 更 长 的 递增 序 
列 ， 于 是 把 有 效 区 扩大 ，ends 有 效 区 =ends[0..1]=[1，5]。 


3. Jj #larr[3]==3. ends A XX =ends[0..1]-[1, 5], FARK HH 
二 分 法 找到 最 左边 大 于 或 等 于 arr[3] 的 数 。 发 现 是 ends[1]， 表 示 以 arr[3] 
结尾 的 最 长 递增 序列 长 度 为 2， 所 以 令 dp[3]=2。 然 后 令 ends[1]=3， 因 为 





遍历 到 目前 为 止 ， 在 所 有 长 度 为 2 的 递增 序列 中 ， 最 小 的 结尾 数 是 3， 而 
不 再 是 5。 


4. 遍历 到 arr[4]==6。ends 有 效 区 =ends[0..1H]j=[1，3]， 在 有 效 区 中 用 
二 分 法 找到 最 左边 大 于 或 等 于 arr[4] 的 数 。 发 现 没 有 这 样 的 数 ， 表 示 以 
arr[4] 结 尾 的 最 长 递增 序列 长 度 =ends 有 效 区 长 度 +1， 所 以 令 dp[4]=3。 
ends 整 个 有 效 区 都 没有 比 arr[4] 更 大 的 数 ， 说 明 发 现 了 比 ends 有 效 区 长 度 
更 长 的 递增 序列 ， 于 是 把 有 效 区 扩大 ，ends 有 效 区 =ends[0..2]=[1，3， 
6]. 


5. WA flarr[5]==4. ends *X=ends[0..2]=[1, 3, 6], 7EARK 
中 用 二 分 法 找到 最 左边 大 于 或 等 于 arr[5] 的 数 。 发 现 是 ends[2]， 表 示 以 
arr[5] 结 尾 的 最 长 递增 序列 长 度 为 93， 所 以 令 dp[5]=3。 然 后 令 ends[2]=4， 
表示 在 所 有 长 度 为 3 的 递增 序列 中 ， 最 小 的 结尾 数 变 为 4。 





6. 裔 历 到 arr[6]==8。ends 有 效 区 =ends[0..2]=[1，3，4]， 在 有 效 区 
中 用 二 分 法 找到 最 左边 大 于 或 等 于 arr[6] 的 数 。 发 现 没 有 这 样 的 数 ， 表 
示 以 arr[6] 结 尾 的 最 长 递增 序列 长 度 =ends 有 效 区 长 度 +1， 所 以 令 
dp[6]=4。ends 整 个 有 效 区 都 没有 比 arr[6] 更 大 的 数 ， 说 明 发 现 了 比 ends 有 
效 区 长 度 更 长 的 递增 序列 ， 于 是 把 有 效 区 扩大 ，ends 有 效 区 =ends[0..3]= 
[1, 3, 4, 8]. 


7. da) Élan(7]--9. ends *X=ends[0..3]=[1, 3, 4, 8], TEAR 
区 中 用 二 分 法 找到 最 左边 大 于 或 等 于 arr[7] 的 数 。 发 现 没 有 这 样 的 数 ， 
表示 以 arr[7] 结 尾 的 最 长 递增 序列 长 度 =ends 有 效 区 长 度 f1， 所 以 令 
dp[7]=5。ends 整 个 有 效 区 都 没有 比 arr[7] 更 大 的 数 ， 于 是 把 有 效 区 扩 
大 ，ends 有 效 区 =ends[0..5]=[1，3，4，8，9]。 


8. WJ Zllarr[8]==7. ends XX =ends[0..5]J=[1, 3, 4, 8, 9], Æ 
有 效 区 中 用 二 分 法 找到 最 左边 大 于 或 等 于 arr[8] 的 数 。 发 现 是 ends[3]， 
表示 以 arr[8] 结 尾 的 最 长 递增 序列 长 度 为 4， 所 以 令 dp[8]=4。 然 后 令 





ends[3]=7， 表 示 在 所 有 长 度 为 4 的 递增 序列 中 ， 最 小 的 结尾 数 变 为 7。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getdp2 方 法 。 


public int[] getdp2(int[] arr) { 


int[] dp = new int[arr.length]; 


int[] ends = new int[arr.length]; 


ends[0] = arr[0]; 


dp[0] = 1; 

int right = 0; 

int 1 = 0; 

int r = 0; 

int m = 0; 

for (int i = 1; i < arr.length; i++) { 
l1 = 0; 
r = right; 


while (1 <= r) { 
m=(l+r) / 2; 
if (arr[i] > ends[m]) { 
l=m+ 1; 
} else { 


r = m- 1; 


right = Math.max(right, 1); 
ends[1] = arr[i]; 
dp[i] = 1 +1; 

} 


return dp; 


时 间 复 杂 度 O (N logN ) 方 法 的 整个 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 lis2 方 
TK 


public int[] lis2(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return null; 
} 
int[] dp = getdp2(arr); 


return generateLIS(arr, dp); 


UE In] ei 
[题目 】 


给 定 一 个 整数 nm ， 代 表 汉 话 塔 游戏 中 从 小 到 大 放置 的 n NAG, ABE 
设 开始 时 所 有 的 圆 盘 都 放 在 左边 的 柱子 上 ， 想 按照 汉 详 塔 游戏 的 要 求 把 
所 有 的 圆 盘 都 移 到 右边 的 柱子 上 。 实 现 函 数 打印 最 优 移动 轨迹 。 


【举例 】 
n=1 时 ， 打 印 : 
move from left to right 
mi=2 时 ， 打 印 : 
move from left to mid 
move from left to right 


move from mid to right 


CE PTE ] 





给 定 一 个 整 型 数组 arr， 其 中 只 含有 1、2 和 3， 代 表 所 有 圆 熏 目前 的 
状态 ，1 代 表 左 柱 ，2 代 表 中 柱 ，3 代 表 右 柱 ，arr[ 上 的 值 代 表 第 ;+1 个 圆 盘 
的 位 置 。 比 如 ，arr=[3，3，2，1]， 代 表 第 1 个 圆 盘 在 右 柱 上 、 第 2 个 圆 
盘 在 右 柱 上 、 第 3 个 圆 盘 在 中 柱 上 、 第 4 个 圆 盘 在 左 柱 上 。 如 果 arr 代 表 的 
状态 是 最 优 移动 轨迹 过 程 中 出 现 的 状态 ， 返 回 arr 这 种 状态 是 最 优 移动 轨 


迹 中 的 第 几 个 状态 。 如 果 arr 代 表 的 状态 不 是 最 优 移动 轨迹 过 程 中 出 现 的 
状态 ， 则 返回 -1 


【举例 】 





arr=[1，1]。 两 个 圆 盘 目前 都 在 左 柱 上 ， 也 就 是 初始 状态 ， 所 以 返 
回 0。 


arr=[2，1]。 第 一 个 圆 盘 在 中 柱 上 、 Je ~ 
ASHE 2 NAL AN XO HER LE SLA ED, Pr AR 


arr=[3，3]。 第 一 个 圆 盘 在 右 柱 上 、 fe ae ~ 
AJ 2 NAL AA XO HER LE SN LEAN 325, Pr AR 


arr=[2，2]。 第 一 个 圆 盘 在 中 柱 上 、 第 二 个 圆 盘 在 中 柱 上 ， 这 个 状 
态 是 2 个 圆 舟 的 汉 诡 塔 游戏 中 最 优 移 动 轨迹 从 来 不 会 出 现 的 状态 ， 所 以 
返回 -1。 


【 进 阶 题目 要 求 】 





Um Rark BEAN ， 请 实现 时 间 复 杂 度 为 O (N )、 人 额外 空间 复杂 度 
AO (1) 的 方法 。 


【 难度 】 
校 Ki 
【解答 | 


原 问题 。 假 设 有 from 柱 子 、mid 柱 子 和 to 柱子 ， 都 在 from 的 圆 盘 1 一 i 
完全 移动 到 to， 最 优 过 程 为 : 


HRA [Al —> i -1 从 from 移 动 到 mid。 
步骤 2 为 单独 把 圆 租 i 从 from 移 动 到 to。 


步 又 3 为 把 圆 盘 1 一 i -1 从 mid 移 动 到 to。 如 果 圆 盘 只 有 1 个 ， 直 接 把 这 
个 贺 盘 从 from 移 动 到 to 即 可 。 


打印 最 优 移动 轨迹 的 方法 参见 如 下 代码 中 的 hanoi 方 法 。 


public void hanoi(int n) { 
if (n > 0) { 


func(n, "left", "mid", "right"); 


public void func(int n, String from, String mid, String 
if (n == 1) I 
System.out.println( "move from " + from 
} else { 
func(n - 1, from, to, mid); 
func(1, from, mid, to); 


func(n - 1, mid, from, to); 


} 


进 阶 题 目 。 首 先 求 都 在 ftom 柱子 上 的 圆 盘 1~i ， 如 果 都 移动 到 to 上 
的 最 少 步 又 数 ， 假 设 为 S (i )。 根 据 上 面 的 步骤 ，S(i )= 步 又 1 的 步骤 总 数 
+1+ 步 又 3 的 步骤 总 数 =S (i -1)+1+S (i -1), S (1)=1。 所 以 S (i )+1=2(S (i 


-1)+1), S (1)+1==2。 根 据 等 比 数列 求 和 公式 得 到 S (i )+1=2' ， 所 以 S (i 
eee 


对 于 数组 arr 来 说 ，arr[N -1 表示 最 大 圆 盘 N 在 哪个 柱子 上 ， 情 况 有 
以 下 三 种 : 


e AGEN 在 左 柱 上 ， 说 明 步 又 1 或 者 没有 完成 ， 或 者 已 经 完成 ， 需 
要 考查 圆 盘 1~N -1 的 状况 。 


o AN 在 右 柱 上 ， 说 明 步 又 1 已 经 完成 ， 起 码 走 完了 2N- 1 -1 步 。 
步骤 2 也 已 经 完成 ， 起 码 又 走 完了 1 步 ， 所 以 当前 状况 起 码 是 最 
优 步骤 的 2N 1 步 ， 剩 下 的 步骤 怎么 确定 还 得 继续 考查 圆 盘 1~ 入 
-1 的 状况 。 


eo BURN 在 中 柱 上 ， 这 是 不 可 能 的 ， 最 优 步骤 中 不 可 能 让 圆 盘 N 
处 在 中 柱 上 ， 直 接 返 回 -1。 


所 以 整个 过 程 可 以 总 结 为 : 对 圆 盘 1~i 来 说 ， 如 果 目 标 为 从 from 到 
to， 那 么 情况 有 三 种 : 


e ti from Å, FAGET ATT i -1 的 状况 ， 圆 盘 1 一 i -1 
的 目标 为 从 from 到 mid。 


e li 在 to 上 ， 说 明 起 码 走 完了 交工 步 ， 剩 下 的 步骤 怎 么 确定 还 
FE BREL å -1 的 状况 ， 圆 盘 1~i -1 的 目标 为 从 mid 到 


tO. 


e 圆 盘 ;在 mid 上 ， 直 接 返 回 -1。 


US 


整个 过 程 参 看 如 下 代码 中 的 step1 方 法 。 


public int stepi(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return -1; 


} 


return process(arr, arr.length - 1, 1, 2, 3); 


public int process(int[] arr, int i, int from, int mid, 


if (1 == -1) { 
return 0; 
} 
if (arr[i] ! = from && arr[i] ! = to) { 


return -1; 
i; 
if (arr[i] == from) { 

return process(arr, i - 1, from, to, mi 
} else { 

int rest = process(arr, i - 1, mid, fro 

if (rest == -1) { 

return -1; 


} 


return (1 << i) + rest; 


step1 方 法 是 递归 函数 ， 递 归 最 多 调用 N 次 ， 并 且 每 步 的 递归 函数 再 
调用 递归 函数 的 次 数 最 多 一 次 。 在 每 个 递归 过 程 中 ， 除 去 递归 调用 的 部 
4y, R PREM TAZA AO (1)， 所 以 step1 方 法 的 时 间 复 杂 度 为 O 
(N )。 但 是 因为 递归 函数 需要 函数 栈 的 关系 ，step1 方 法 的 额外 空间 复杂 
RENO (N )， 所 以 为 了 达到 题目 的 要 求 ， 需 要 将 整个 过 程 改 成 非 递归 的 
方法 ， 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 step2 方 法 。 


public int step2(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 


return -1; 


int from = 1; 
int mid = 2; 
int to = 3; 
int i = arr.length - 1; 
int res = 0; 
int tmp = 0; 
while (i >= 0) { 
if (arr[i] ! = from && arr[i] ! = to) { 
return -1; 
i; 
if (arr[i] == to) { 
res += 1 << i; 
tmp = from; 
from = mid; 
} else { 
tmp = to; 


to 
} 
mid = tmp; 
i--; 


return res; 


最 长 公共 于 序列 问题 


【题目 】 

给 定 两 个 字符 串 str1 和 str2， 返 回 两 个 字符 串 的 最 长 公共 子 序 列 。 
【举例 】 

str1="1A2C3D4B56"，str2="B1D23CA45B6A"。 

"123456" 或 者 "12C4B6" 都 是 最 长 公共 子 序 列 ， 返 回 哪 一 个 都 行 。 
【 难度 】 

ht Xi 
【解答 】 


本 题 是 非常 经 典 的 动态 规划 问题 ， 先 来 介绍 求解 动态 规划 表 的 过 
程 。 如 果 str1 的 长 度 为 M ，str2 的 长 度 为 N ， 生 成 大 小 为 M xN 的 矩阵 
dp， 行 数 为 M ， 列 数 为 N 。dpf[il[j] 的 含义 是 str1[0.. 吕 与 str2[0..j] 的 最 长 公 
共 子 序列 的 长 度 。 从 左 到 右 ， 再 从 上 到 下 计算 和 矩阵 dp。 


1. 矩阵 dp 第 一 列 即 dp[0..M-1][0]，dp[i][0] 的 含义 是 str1[0..] 与 
str2[0] 的 最 长 公共 子 序列 长 度 。str2[0] 只 有 一 个 字符 ， 所 以 dp[ij[0] 最 大 
为 1。 如 果 str1[i==str2[0]， 令 dp[i[0]=1， 一 旦 dp[i[0] 被 设置 为 1， 之 后 
的 dp[i+1..M-1][0] 也 都 为 1。 比 如 ，str1[0..M-1]="ABCDE"， 
str2[0]="B"。str1[0] 为 "A"， 与 str2[0] 不 相等 ， 所 以 dp[0][0]=0。str1[1] 


为 "B"， 与 str2[0] 相 等 ， 所 以 str1[0..1] 与 str2[0] 的 最 长 公共 子 序列 为 "B"， 
令 dp[1][0]=1。 之 后 的 dp[2..4][0] 肯 定 都 是 1， 因 为 str[0..2]、str[0..3] 和 
str[0..4] 与 str2[0] 的 最 长 公共 子 序列 肯定 有 "B"。 


2. 和 矩阵 dp 第 一 行 即 dp[0][0..N-1] 与 步骤 1 同 理 ， 如 果 
str1[0]==str2[j]， 则 令 dp[0][j]=1， 一 旦 dp[0][j 被 设置 为 1， 之 后 的 dp[0] 
[j+1..N-1] 也 都 为 1。 


3. 对 其 他 位 置 (i，j)，dp[ij[j] 的 值 只 可 能 来 自 以 下 三 种 情况 : 


e 可 能 是 dp[i-1][j]， 代 表 str1[0..i-1] 与 str2[0..j] 的 最 长 公共 子 序列 长 
FE. than, stri="A1BC2", str2="AB34C". str1[0..3] 
( 即 "A1BC") 与 str2[0..4] (EJ"AB34C") 的 最 长 公共 子 序列 
为 "ABC"， 即 dp[3][4] 为 3。str1[0..4]〈 即 "A1BC2") 与 str2[0..4] 
CBU"AB34C") 的 最 长 公共 子 序列 也 是 "ABC"， 上 所 以 dp[4][4] 也 
为 3。 


e 可 能 是 dp[[j-1]， 代 表 str1[0.. 让 与 str2[0..j-1] 的 最 长 公共 子 序列 长 
度 。 比 如 ，strl1="A1B2C"，str2="AB3C4"。 str1[0..4] 
( 即 "A1B2C") 与 str2[0..3] ( 即 "AB3C") 的 最 长 公共 子 序列 
为 "ABC"， 即 dp[4][3] 为 3。str1[0..4]〈 即 "A1B2C") 与 str2[0..4] 
(BH"AB3C4") 的 最 长 公共 子 序列 也 是 "ABC"， 上 所 以 dp[4][4] 也 
为 3。 


e 如果 str1[i]==str2[j]， 还 可 能 是 dp[i-1][j-1]+1。 比 如 
strl="ABCD", str2="ABCD". str1[0..2] (EJ"ABC") 与 
str2[0..2] CRI"ABC") 的 最 长 公共 子 序列 为 "ABC"， 即 dp[2][2] 
为 3。 因 为 str1[3]==str2[3]=="D"， 所 以 str1[0..3] 与 str2[0..3] 的 最 


长 公共 子 序列 是 "ABCD"。 


这 三 个 可 能 的 值 中 ， 选 最 大 的 作为 dp 中 上 j] 的 值 。 具 体 过程 请 参看 如 
下 代码 中 的 getdp 方 法 。 


public int[][] getdp(char[] str1, char[] str2) { 

int[][] dp = new int[stri.length][str2.length]; 
dp[0] [0] = str1[0] == str2[0] ? 1: 0; 
for (int i = 1; i < stri.length; i++) { 

dp[i] [0] = Math.max(dp[i - 1][0], stri[i] = 
) 
for (int j = 1; j < str2.length; j++) I 

dp[0] [j] = Math.max(dp[O][j - 1], str1[0] 


+ 
for (int i = 1; i < stri.length; i++) { 
for (int j = 1; j < str2.length; j++) { 
dp[i][j] = Math.max(dp[i - 1][j], dp[i] 
if (stri[i] == str2[j]) I 
dp[i][j] = Math.max(dp[i][j], dp[i 


3 


return dp; 


} 


dp 矩阵 中 最 右 下 角 的 值 代表 str1 整 体 和 str2 整 体 的 最 长 公共 子 序列 的 
长 度 。 通 过 整个 tp 矩阵 的 状态 ， 可 以 得 到 最 长 公共 子 序列 。 具 体 方法 如 
F: 


1. 从 和 窍 阵 的 右 下 和 角 开 始 ， 有 三 种 移动 方式 : ME, WAL. WA 
上 。 假 设 移动 的 过 程 中 ，i 表示 此 时 的 行 数 ，j 表示 此 时 的 列 数 ， 同 时 用 
一 个 变量 res 来 表示 最 长 公共 子 序 列 。 








2. 如 果 dp[[j] 大 于 dp[i-1][] 和 dp[i][j-1]， 说 明之 前 在 计算 dp[j] 的 
时 候 ， 一 定 是 选择 了 决策 dp[i-1][j-1]+1， 可 以 确定 str1[i] 等 于 str2[j]， 并 
且 这 个 字符 一 定 属于 最 长 公共 子 序列 ， 把 这 个 字符 放 进 res， 然 后 向 左上 
方 移动 。 





3. 如 果 dp[iD] 等 于 dp[i-1H[j]， 次 明之 前 在 计算 dp[D] 的 时 候 ，dp[i- 
1]0-1]+1 这 个 决策 不 是 必须 选择 的 决策 ， 向 上 方 移动 即 可 。 


4. 如 果 dp[ 让 中] 等 于 dp[i][j-1]， 与 步 又 3 同 理 ， 同 左 方 移动 。 


5 如果 dp 中 [同时 等 于 dp[i-1] 丰 和 dp[[-1]， 向 上 还 是 向 下 无 所 
谓 ， 选 择 其 中 一 个 即 可 ， 反 正 不 会 错过 必须 选择 的 字符 。 





也 就 是 说 ， 通 过 dp 求解 最 长 公共 子 序 列 的 过 程 束 是 还 原 出 当时 如 何 
求解 由 的 过 程 ， 来 和 目 哪 个 策略 就 绷 哪 个 方 回 移动 。 全 部 过 程 请 参看 如 下 
代码 中 的 lcse 方 法 。 


public String lcse(String stri, String str2) { 
if (stri == null || str2 == null || stri.equals("") 
return ""; 
} 
char[] chs1 = stri.toCharArray(); 
char[] chs2 = str2.toCharArray(); 
int[][] dp = getdp(chs1, chs2); 


int m = chs1.length - 1; 


int n = chs2.length - 1; 
char[] res = new char[dp[m][n]]; 
int index = res.length - 1; 
while (index >= 0) { 
if (n > © && dp[m][n] == dp[m][n - 1]) { 
N--; 
} else if (m > 0 && dp[m][n] == dp[m - 1][n]) I 
m--; 
} else { 


res[index--] = chsi[m]; 


return String.valueOf(res); 


} 


RARE RE AIR AL EE find Å EL BOB AIM EE T DO 

所 以 时 间 复 杂 度 为 O (1)， 动 态 规 划 表 dp 的 大 小 为 M xN , Pr Lit dpi 
BERN EI BREDO (M xN )。 通 过 dp 得 到 最 长 公共 子 序 列 的 过 程 为 O 
(M +N )， 因 为 同 左 最 多 移动 N 个 位 置 ， 癌 上 最 多 移动 M 个 位 置 ， 所 以 
总 的 时 间 复 杂 度 为 O (M XN )， 额 外 空间 复杂 上 度 为 O (M xN )。 如 采 题 目 
不 要 求 返回 最 长 公共 子 序列 ， 只 想 求 最 长 公共 于 序列 的 长 度 ， 那 么 可 以 
用 空间 压缩 的 方法 将 额外 空间 复杂 度 减 小 为 O (min{M ，Nj， 有 兴趣 的 
读者 请 阅读 本 书 “ 惩 阵 的 最 小 路 径 和 ?问题 ， 这 里 不 再 详 述 。 











EL | > H 
BY TK ZS HE FE pE 
【 题 日 】 
给 定 两 个 字符 囊 str1 和 str2， 返 回 两 个 字符 目的 最 长 公共 子 串 。 
【举例 】 
str1="1AB2345CD"，str2="12345EE"， 返 回 "2345"。 


【要 求 】 





如 果 strl 长 度 为 M ，str2 长 度 为 N ， 实 现时 间 复 杂 度 为 O (MXN), il 
外 空间 复杂 度 为 O (1) 的 方法 。 
DER] 

校 kkk 
【解答 】 


经 典 动 态 规划 的 方法 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (MXN )， 额 外 空间 复 
RÆNO (M XN )， 经 过 优化 之 后 的 实现 可 以 把 额外 空间 复杂 度 从 O_ (M 
XN)ÆÆO (1)， 我 们 先 来 介绍 经 典 方法 。 


首先 需要 生成 动态 规划 表 。 生 成 大 小 为 M XN 的 矩阵 dp， 行 数 为 M 
， 列 数 为 N 。dptiD] 的 含义 是 ， 在 必须 把 str1[ 和 和 str2[j] 当 作 公 共 子 串 最 
后 一 个 字符 的 情况 下 ， 公 共 子 串 最 长 能 有 多 长 。 比 如 ， 
str1="A1234B"，str2="CD1234"，dp[3][4] 的 含义 是 在 必须 把 str1[3] 





《 即 ?3' ) 和 str2[4]〈 即 ?3' ) 当 作 公共 子 串 最 后 一 个 字符 的 情况 下 ， 公 共 
子 串 最 长 能 有 多 长 。 这 种 情况 下 的 最 长 公共 子 串 为 "123"， 所 以 dp[3][4] 
为 3。 再 如 ，str1="A12E4B"，str2="CD12F4"，dp[3][4] 的 含义 是 在 必须 
iUstr1[3] CAPE" ) Mstr2[4] EPE 〉 当 作 公 共 子 串 最 后 一 个 字符 的 情况 
下 ， 公 共 子 串 最 长 能 有 多 长 。 这 种 情况 下 根本 不 能 构成 公共 子 串 ， 所 以 
dp[3][4] 为 0。 介 绍 Sdpli Me Ua, Be PRI ZAdpG R. HA 
过 程 如 下 : 





1. 矩阵 dp 第 一 列 即 dp[0..M-1][0]。 对 某 一 个 位 置 (ii > OX, WR 
strl[i==str2[0]， 令 dp[i[0]j=1， 人 否则 令 dp[i[0]=0。 比 如 str1="ABAC"， 
str2[0]="A"。dp 和 矩阵 第 一 列 上 的 值 依 次 为 dp[0][0]=1，dp[1][0]=0，dp[2] 
[0]=1，dp[3][0]=0。 


2. 和 矩阵 dp 第 一 行 即 dp[0][0..N-1] 与 步 又 1 同 理 。 对 某 一 个 位 置 (0，j ) 
来 说 ， 如 果 str1[0]==str2[j]， 令 dp[0][j]=1， 人 否则 令 dp[0][j]=0。 


3. 其 他 位 置 按照 从 左 到 在 ， 再 从 上 到 下 来 计算 ，dpt 上 [5j] 的 值 只 可 
能 有 两 种 情况 。 
e mw Rstri fi]! =str2[j]， 说 明 在 必须 把 str1[ 订 和 str2[j] 当 作 公 共 子 串 
最 后 一 个 字符 是 不 可 能 的 ， 令 dp[i][j]=0。 
e ”如 果 str1[i]==str2[j]， 说 明 str1[ 计 和 str2[j] 可 以 作为 公共 子 串 的 最 
后 一 个 字符 ， 从 最 后 一 个 字符 癌 左 能 扩 多 大 的 长 度 呢 ?就 是 
dp[i-1][j-1] 的 值 ， 所 以 令 dp[i][j]=dp[i-1][j-1]+1。 





如 果 str1="abcde"，str2="bebcd"。 计 算 的 dp 矩阵 如 下 : 


b e b c d 


O 
© © © B © 
Ha © © © © 
© © © He © 
© © N © © 
© oO © © © 


计算 dp 矩阵 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getdp 方 法 。 


public int[][] getdp(char[] stri, char[] str2) { 
int[][] dp = new int[stri.length][str2.length]; 
for (int i = 0; i < stri.length; i++) { 
if (stri[i] == str2[0]) I 
dp[i][0] = 1; 


} 
for (int j = 1; j < str2.length; j++) I 
if (str1[0] == str2[j]) I 
dp[9][j] = 1; 


) 
for (int i = 1; i < stri.length; i++) { 
for (int j = 1; j < str2.length; j++) I 
if (stri[i] == str2[j]) { 
dp[i][j] = dp[i - 1][3 


return dp; 








生成 动态 规划 表 dp 之 后 ， 得 到 最 长 公共 子 串 是 非常 容易 的 。 比 如 ， 
上 边 生 成 的 gp 中 ， 最 大 值 是 dp[3][4]==3， 说 明 最 长 公共 子 串 的 长 度 为 
3。 最 长 公共 子 串 的 最 后 一 个 字符 是 str1[3]， 当 然 也 是 str2[4]， 因 为 两 个 
字符 一 样 。 那 么 最 长 公共 子 串 为 从 str1[3] 开 始 向 左 一 共 3 字 节 的 子囊 ， 即 
str1[1..3]， 当 然 也 是 str2[2..4]。 总 之 ， 人 遍历 dp 找到 最 大 值 及 其 位 置 ， 最 
长 公共 子 串 自然 可 以 得 到 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 lcst1 方 法 ， 也 
是 整个 过 程 的 主 方法 。 








public String lcsti(String stri, String str2) I 
if (stri == null || str2 == null || stri.equals("") 
return 


Wit. 
了 


} 
char[] chs1 = stri.toCharArray(); 


char[] chs2 = str2.toCharArray(); 
int[][] dp = getdp(chs1, chs2); 
int end = 0; 
int max = 0; 
for (int i = 0; i < chsi.length; i++) { 
for (int j = 0; j < chs2.length; j++) { 
if (dp[i][j] > max) { 
end = i; 


max = dp[i][j]; 


) 


return stri.substring(end - max + 1, end + 1); 


) 





经 典 动态 规划 的 方法 需要 大 小 为 M xN 的 dp 矩阵 ， 但 实际 上 是 可 以 
减 小 至 O (D 的 ， 因 为 我 们 注意 到 计算 每 一 个 dp 中 的 时 候 ， 最 多 只 需要 
其 左上 方 dp[i1]0j-1] 的 值 ， 所 以 按照 斜 线 方向 来 计算 所 有 的 值 ， 只 需要 
一 个 变量 就 可 以 计算 出 所 有 位 置 的 值 ， 如 图 4-1 所 示 。 


SS 
N 


每 一 条 斜 线 在 计算 之 前 生成 整 型 变量 lan，len 表 示 左 上 方位 置 的 
值 ， 初 始 时 len=0。 从 和 斜 线 最 左上 的 位 置 开 始 回 右 下 方 依次 计算 每 个 位 
置 的 值 ， 假 设计 算 到 位 置 (i ，j )， 此 时 len 表 示 位 置 (i -1, j -1) 的 值 。 如 
果 str1[i]==str2[j]， 那 么 位 置 (i ，j ) 的 值 为 len+1， 如 果 str1[i]! =str2[j]， 那 
么 位 置 (i ，j ) 的 值 为 0。 计 算 后 将 len 更 新 成 位 置 (i ，j ) 的 值 ， 然 后 计算 下 
一 个 位 置 ， 即 (i +1, j +1) 位 置 的 值 。 依 次 计算 下 去 就 可 以 得 到 和 斜 线 上 每 
个 位 置 的 值 ， 然 后 算 下 一 条 斜 线 。 用 全 局 变量 max 记 录 所 有 位 置 的 值 中 
的 最 大 值 。 最 大 值 出 现时 ， 用 全 局 变量 end 记 录 其 位 置 即 可 。 具 体 过 程 





fol) 


2 


a 




















请 参看 如 下 代码 中 的 lcst2 方 法 。 


public String lcst2(String stri, String str2) { 


if (stri == 
return 

} 

char[] chs1 


char[] chs2 


int row 


null || str2 == null || stri.equals("") 


= stri.toCharArray(); 


= str2.toCharArray(); 


O; // 斜 线 开 始 位 置 的 行 


int col = chs2.length - 1; // 和 斜 线 开始 位 置 的 列 


int max = 0; // 记录 最 大 长 度 





int end = 0; // 最 大 长 度 更 新 时 ， 记 录 子 串 的 结尾 位 置 
while (row < chs1.length) { 


int i = 
int j = 


int len 


= 0; 








// MG, J) FE RIE 
while (i < chs1.length && j < chs2.length) { 


if (chs1[i] ! 
len = 


} else { 


len++; 


} 


= chs2[j]) { 
0; 








// 记录 最 大 值 ， 以 及 结束 字符 的 位 置 


if (len > max) { 


end = 


max — 


i; 


len; 





i++; 
j++; 

} 

if (col > 0) { // RAFN EMMY A Bay 
col--; 

} else { // 列 移动 到 最 左 之 后 ， 行 向 下 移动 
row++; 

} 


} 


return stri.substring(end - max + 1, end + 1); 


最 小 编辑 代价 
【题目 】 


给 定 两 个 字符 串 str1 和 str2， 再 给 定 三 个 整数 ic、dc 和 rc， 分 别 代 表 
插入 、 删 除 和 蔡 换 一 个 字符 的 代价 ， 返 回 将 str1 编 辑 成 str2 的 最 小 代价 。 


【举例 】 
stri="abc", str2="adc", ic=5, dc=3, rc=2. 
M "abc" nits "ade", ED BRB AV EMT EDA, Prk E2. 
stri="abc", str2="adc", ic=5, dc=3, rc=100. 


从 "abc" 编 辑 成 "adc"， 先 删除 'b'， 然 后 插入 ?古代 价 最 小 的 ， 所 以 
返回 8。 


str1="abc", str2="abc", ic=5, dc=3, rc=2. 
不 用 编辑 了 ， 本 来 就 是 一 样 的 字符 串 ， 所 以 返回 0。 
DER] 
BE kkk 
【解答 】 


如 果 strl 的 长 度 为 M ，str2 的 长 度 为 N ， 经 典 动态 规划 的 方法 可 以 达 


到 时 间 复 杂 度 为 O (M XN )， 额 外 空间 复杂 上 度 为 O (M XN ). MR RE 
间 压 缩 的 技巧 ， 可 以 把 额外 空间 复杂 上 度 减 全 O (min{M ，N ))。 





先 来 介绍 经 暴动 态 规划 的 方法 。 首 先生 成 大 小 为 CM +1)x(N +1) ÆRE 
阵 dp，dp 和 中 的 值 代 表 str1[0..i-1] 编 辑 成 str2[0..j-1] 的 最 小 代价 。 举 个 例 
子 ，str1="ab12cd3"，str2="abcdf"，ic=5，dc=3，rc=2。dp 是 一 个 8x6 的 
和 矩阵 ， 最 终 计算 结果 如 下 。 


下 面具 体 说 明 dp 和 矩阵 每 个 位 置 的 值 是 如 何 计 算 的 。 
1.dp[0][0]j=0， 表 示 strl 空 的 子 串 编辑 成 str2 空 的 子 串 的 代价 为 0。 


2. 矩阵 dp 第 一 列 即 dp[0..M-1][0]。dp[i[0] 表 示 str1[0..-1] 编 辑 成 衬 
串 的 最 小 代价 ， 毫 无 疑问 ， 是 把 str1[0..i-1] 所 有 的 字符 删 掉 的 代价 ， 所 
以 dp[i][0]=dc*i。 





3. 和 矩阵 dp 第 一 行 即 dp[0][0..N-1]。dp[0][j] 表 示 空 音 编 辑 成 str2[0..j- 
1 的 最 小 代价 ， 党 无 疑问 ， 是 在 空 串 里 插入 str2[0..j-1] 所 有 字符 的 代价 ， 
所 以 dp[0][j]=ic*j。 





4. Fil EMI, FM EB PAU, dpi AER FJ 
能 来 自 以 下 四 种 情况 。 


PS AY 


e str1[0..i-1 可 以 先 编辑 成 str1[0..-2]， 也 就 是 删除 字符 str1[i-1， 
然后 由 str1[0..i-2] 编 辑 成 str2[0..j-1]，dp[i-1][j] 表 示 str1[0..i-2] 编 
辑 成 str2[0..j- 了 的 最 小 代价 ， 那 么 dp 器 [可 能 等 于 dc+dp[i-H] 
[j]. 


e strl1[0..i-1 可 以 先 编辑 成 str2[0..j-2]， 然 后 将 str2[0..j-2] 插 入 字符 
str2[j-1]， 编 辑 成 str2[0..j-1]，dp[i][j-1] 表 示 str1[0..i-1] 编 辑 成 
str2[0..j-2] 的 最 小 代价 ， 那 么 dp 上 Dj] 可 能 等 于 dp[il[j-1]+ic。 


o 如 果 strl[i-1]! =str2[j-1]。 先 把 str1[0..i-1] 中 str1[0..i-2] 的 部 分 变 成 
str2[0..j-2]， 然 后 把 字符 str1[i-1] 蔡 换 成 str2[j-1]， 这 样 str1[0..i-1] 
就 编辑 成 str2[0..j-1] 了 。dp[i-1][j-1] 表 示 str1[0..i-2] 编 辑 成 
str2[0..i-2] 的 最 小 代价 ， 那 么 dp[[ 可 能 等 于 dp[i-1][j-1]+rc。 


e ”如 果 str1[i-1]==str2[j-1]。 先 把 str1[0..i-1] 中 str1[0..i-2] 的 部 分 变 成 
str2[0..j-2]， 因 为 此 时 字符 str1[i-1] 等 于 str2[j-1]， 所 以 str1[0..i-1] 
己 经 编辑 成 str2[0..j-1] 了 。dp[i-1][j-1] 表 示 str1[0..i-2] 编 辑 成 
str2[0..i-2] 的 最 小 代价 ， 那 么 dp 自 中 可 能 等 于 dp[i-1][j-1]。 


5. 以 上 四 种 可 能 的 值 中 ， 选 最 小 值 作为 dp[i] 上 j] 的 值 。dp 最 右 下 和 角 
的 值 就 是 最 终结 果 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minCost1 方 法 。 


public int minCosti(String stri, String str2, int ic, i 


if (stri == null || str2 == null) I 


return 0; 
} 
char[] chs1 = stri.toCharArray(); 
char[] chs2 = str2.toCharArray(); 
int row = chs1.length + 1; 
int col = chs2.length + 1; 
int[][] dp = new int[row][col]; 
for (int i = 1; i < row; i++) { 
dp[i][0] = dc * i; 
} 
for (int j = 1; j < col; j++) { 
dp[0][j] = ic * j; 
} 
for (int i = 1; i < row; i++) { 
for (int j = 1; j < col; j++) { 
if (chs1[i - 1] == chs2[j - 1]) 
dp[i][j] = dp[i - 1][3 
} else { 
dp[i][j] = dp[i - 1][3 
} 
dp[i][j] = Math.min(dp[i][j], d 
dp[i][j] = Math.min(dp[i][j], d 


} 
return dp[row - 1][col - 1]; 





经 典 动 态 规划 方法 结合 空间 压缩 的 方法 。 空 间 压 缩 的 原理 请 读者 参 
考 本 书 “ 和 矩阵 的 最 小 路 径 和 ”问题 ， 这 里 不 再 详 述 。 但 是 本 题 空 间 压 缩 的 
方法 有 一 点 特殊 。 在 “和 窍 阵 的 最 小 路 径 和 ”问题 中 ，dp 上 D] 依 赖 两 个 位 置 
的 值 dp[i-1][] 和 dp[][j-1]， 深 动 数组 从 左 到 右 更 新 是 没有 问题 的 ， 因 为 
在 求 dp 四 的 时 候 ，dp[j 没 有 更 新 之 前 相当 于 dp[i-1][j] 的 值 ，dp[j-1] 的 值 
又 已 经 更 新 过 相当 于 dp[i][j-1] 的 值 。 而 本 题 dp[ 让 [j 依 赖 dp[i-1][j]、dp 昌 
上 j-1] 和 dp[i-1][j-1] 的 值 ， 所 以 深 动 数组 从 左 到 右 更 新 时 ， 还 需要 一 个 变 
量 来 保存 dp[j-1] 没 更 新 之 前 的 值 ， 也 就 是 左上 和 角 的 dp[i-1][j-1]。 


理解 了 上 述 过 程 后 ， 就 不 难 发 现 该 过 程 确 实 只 用 了 一 个 dp 数组 ， 但 
dp 长 度 等 于 str2 的 长 度 加 1( 即 N+1)〉， 而 不 是 O (min{M, N}). ATLA 
要 把 str1 和 str2 中 长 度 较 短 的 一 个 作为 列 对 应 的 字符 串 ， 长 度 较 长 的 作为 
行 对 应 的 字符 串 。 上 面 介绍 的 动态 规划 方法 都 是 把 str2 作 为 列 对 应 的 字 
符 串 ， 如 果 str1 做 了 列 对 应 的 字符 串 ， 把 插入 代价 ic 和 删除 代价 dc 交换 一 
下 即 可 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minCost2 方 法 。 


public int minCost2(String stri, String str2, int ic, i 
if (stri == null || str2 == null) I 
return 0; 
} 
char[] chs1 = stri.toCharArray(); 
char[] chs2 = str2.toCharArray(); 
char[] longs = chs1.length >= chs2.length ? chs 
char[] shorts = chs1.length < chs2.length ? chs 
if (chs1.length < chs2.length) { // str2 较 长 就 交 ] 


int tmp = ic; 


ic = dc; 
dc = tmp; 

) 

int[] dp = new int[shorts.length + 1]; 

for (int i = 1; i <= shorts.length; i++) { 
dp[i] = ic * i; 

i 

for (int 1 = 1; i <= longs.length; i++) { 
int pre = dp[0]; // pre 表 示 左 上 角 的 值 
dp[0] = de * i; 





for (int j = 1; j <= shorts.length; j++ 
int tmp = dp[j]; // dp[j EJN 
if (longs[i - 1] == shorts[j - 
dp[j] = pre; 
} else { 


dp[j] = pre + rc; 


dp[j] = Math.min(dp[j], dp[j - 
dp[j] = Math.min(dp[j], tmp + d 
pre = tmp; // pre*@nkdp[j]i Ese 


} 
return dp[shorts.length]; 


字符 串 的 交错 组 成 


LAH] 





给 定 三 个 字符 串 str1、str2 和 aim， 如 果 aim 包 含 且 仅 包 含 来 自 str1 和 
str2 的 所 有 字符 ， 而 且 在 aim 中 属于 str1 的 字符 之 间 保 持原 来 在 str1 中 的 顺 
序 ， 属 于 str2 的 字符 之 间 保 持原 来 在 str2 中 的 顺序 ， 那 么 称 aim 是 str1 和 
str2 的 交错 组 成 。 实 现 一 个 函数 ， 判 断 aim 是 否 是 str1 和 str2 交 错 组 成 。 








【举例 】 


str1="AB"，str2="12"。 那 
么 "AB12"、"A1B2"、"A12B"、"1A2B" 和 "1AB2" 等 都 是 str1 和 str2 的 交错 
组 成 。 
【难度 】 
K Ki 
【解答 】 


如 果 str1 的 长 度 为 M ，str2 的 长 度 为 N ， 经 典 动态 规划 的 方法 可 以 达 
到 时 间 复 杂 度 为 O (MXN )， 额 外 空间 复杂 上 度 为 O (M XN )。 如 果 结 合 空 
间 压 缩 的 技巧 ， 可 以 把 额外 空间 复杂 上 度 减 全 O (min{M , N }). 


先 来 介绍 经 典 动 态 规划 的 方法 。 首 先 aim 如 果 是 str1 和 str2 的 交错 组 
成 ，aim 的 长 度 一 定 是 M +N ， 人 否则 直接 返回 false。 然 后 生成 大 小 为 (M 
+1)x(N +R AIRE Edp, dplillj KME (Ree aim[0..i+j-1] AE A HE 


str1[0..i-1]Allstr2[0..j-1] 204820. idp EHR, EMAHA, å 
从 上 到 下 计算 的 ，dp[M][N] 也 就 是 dp 矩阵 中 最 右 下 角 的 值 ， 表 示 aim 整 
体能 否 被 str1 整 体 和 str2 整 体 交 错 组 成 ， 也 就 是 最 终结 果 。 下 面具 体 说 明 
dp 窍 阵 每 个 位 置 的 值 是 如 何 计 算 的 。 


1.dp[0][0]=true。aim 为 空 串 时 ， 当 然 可 以 被 str1 为 空 串 和 str2 为 空 串 
交错 组 成 。 


2. FEfÆdp# —#]ENdp[0..M-1][0]. dplillo]#zraim[0..i-1188 A X 
str1[0..i-1] 交 错 组 成 。 如 果 aim[0..i-1] 等 于 str1[0..i-1]， 则 令 dp[i][0]=true， 
否则 令 dp[i][0]=false。 


3. 矩阵 dp 第 一 行 即 dp[0][0..N-1]。dp[0][j] 表 示 aim[0..j-1] 能 否 只 被 
str2[0..j-1] 交 错 组 成 。 如 果 aim[0..j-1] 等 于 str1[0..j-1]， 则 令 dp[i][0]=true， 
否则 令 dp[i][0]=false。 


4. 对 其 他 位 置 (i ，j )，dp[i 上 j] 的 值 由 下 面 的 情况 决定 。 


dp[i-1][] 代 表 aim[0..itj-2] 能 售 被 str1[0..i-2] 和 str2[0..j- 匡 交错 组 
成 ， 如 果 可 以 ， 那 么 如 果 再 有 str1[i-1] 等 于 aim[i+j-1]， 说 明 
str1[i-1] 又 可 以 作为 交错 组 成 aim[0..i+j-1] 的 最 后 一 个 字符 。 令 
dplillj]=true. 


dpli][j-1 48 Raim[0..i+j-2] 86 7% #str1[0..i-1] Mstr2[0..j-2]3¢ FH 
成 ， 如 果 可 以 ， 那 么 如 果 再 有 str2[j-1] 等 于 aim[i+j-1]， 说 明 
str1[j-1] 又 可 以 作为 交错 组 成 aim[0..i+j-1] 的 最 后 一 个 字符 。 令 
dplillj]=true. 


如 果 第 1 种 情况 和 第 2 种 情况 部 不 满足 ， 令 dp[i][j]=false。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isCross1 方 法 。 


public boolean isCross1(String stri, String str2, Strin 

if (stri == null || str2 == null || aim == null 
return false; 

) 

char[] ch1 = stri.toCharArray(); 

char[] ch2 = str2.toCharArray(); 

char[] chaim = aim.toCharArray(); 

if (chaim.length ! = chi.length + ch2.length) { 
return false; 

} 

boolean[][] dp = new boolean[chi.length + 1][ch 

dp[0][0] = true; 


for (int i = 1; i <= ch1.length; i++) { 


if (chi[i - 1] ! = chaim[i - 1]) I 
break; 
} 
dp[i] [0] = true; 
} 
for (int j = 1; j <= ch2.length; j++) { 
if (ch2[j - 1] ! = chaim[j - 11) I 
break; 
) 


dp[O][j] = true; 


} 
for (int i = 1; i <= ch1.length; i++) { 


for (int j = 1; j <= ch2.length; j++) I 

if ((chi[i - 1] == chaim[i + j - 1] 

|| (ch2[j - 1] == chaim[i + j - 
dp[i][j] = true; 


) 
return dp[ch1.length][ch2.length]; 





RTS RN IEG TTV. FJERNA EG DS 
考 本 书 “ 窍 阵 的 最 小 路 径 和 ?问题 ， 这 里 不 再 详 述 。 实 际 进 行 空间 压缩 的 
时 候 ， 比 较 str1 和 str2 中 哪个 长 度 较 小 ， 长 度 较 小 的 那个 作为 列 对 应 的 字 
符 串 ， 然 后 生成 和 较 短 字符 串 长 度 一 样 的 一 维 数组 dp， 滚 动 更 新 即 可 。 





具体 请 参看 如 下 代码 中 的 isCross2 方 法 。 


public boolean isCross2(String stri, String str2, Strin 

if (stri == null || str2 == null || aim == null 
return false; 

} 

char[] chi = stri.toCharArray(); 

char[] ch2 = str2.toCharArray(); 

char[] chaim = aim.toCharArray(); 

if (chaim.length ! = chi.length + ch2.length) { 
return false; 

) 

char[] longs = chi.length >= ch2.length ? ch1 : 


char[] shorts = ch1.length < ch2.length ? chi : 
boolean[] dp = new boolean[shorts.length + 1]; 
dp[0] = true; 
for (int i = 1; i <= shorts.length; i++) { 
if (shorts[i - 1] ! = chaim[i - 1]) I 
break; 
} 
dp[i] = true; 
} 
for (int i = 1; i <= longs.length; i++) { 
dp[0] = dp[0] && longs[i - 1] == chaim[ 
for (int j = 1; j <= shorts.length; j++ 
if ((longs[i - 1] == chaim[i + j - 
|| (shorts[j - 1] == chaim[i + 
dp[j] = true; 
} else { 
dp[j] = false; 


} 
return dp[shorts.length]; 


龙 与 地 下 城 游 戏 问 题 
【题目 】 


给 定 一 个 二 维 数组 map， 含 义 是 一 张 地 图 ， 例 如 ， 如 下 矩阵 : 


游戏 的 规则 如 下 : 





e 骑士 从 左上 角 出 友 ， 每 次 只 能 同 右 或 同 下 走 ， 最 后 到 达 右 下 角 
见 到 公主 。 


e 地 图 中 每 个 位 置 的 值 代表 骑士 要 遭遇 的 事情 。 如 果 是 负数 ， 说 


明 此 处 有 怪兽 ， 要 让 骑士 损失 血 量 。 如 果 是 非 负 数 ， 代 表 此 处 
Hindi, Beit Mn. 





e 骑士 从 左上 角 到 右 下 和 角 的 过 程 中 ， 走 到 任何 一 个 位 置 时 ， 血 量 
都 不 能 少 于 1。 


为 了 保证 骑士 能 见 到 公主 ， 初 始 血 量 至 少 是 多 少 ? 根据 map， 返 回 
初始 血 量 。 


【 难度 】 


i ”交友 次 六 


【解答 】 


先 介绍 经 典 动态 规划 的 方法 ， 定 义 和 地 图 大 小 一 样 的 矩阵 ， 记 为 
dp，dpDD] 的 含义 是 如 果 骑 士 要 走 上 位 置 (i ，j )， 并 且 从 该 位 置 选 一 条 
最 优 的 路 径 ， 最 后 走 到 在 下角， 骑士 起 码 应 该 具备 的 血 量 。 根 据 dp 的 定 
义 ， 我 们 最 终 需要 的 是 dp[0][0] 的 结果 。 以 题目 的 例子 来 说 ，map[2][2] 
的 值 为 5， 所 以 骑士 若 要 走 上 这 个 位 置 ， 需 要 6 点 血 才 能 让 自己 不 死 。 
同时 位 置 2，2) 已 经 是 最 右 下 角 的 位 置 ， 即 没有 后 续 的 路 径 ， 所 以 dp[2] 
[2]==6。 








那么 dp[D] 的 值 应 该 怎么 计算 呢 ? 





骑士 还 要 面临 癌 下 还 是 向 右 的 选择 ，dp[i][j+1] 是 骑士 选择 当前 问 右 
走 并 最 终 达 到 右 下 角 的 血 量 要 求 。 同 理 ，dp[i+1][j] 是 同 下 走 的 要 求 。 如 
果 骑 士 决定 同 右 走 ， 那 么 骑士 在 当前 位 置 加 完 血 或 者 扣 完 血 之 后 的 血 量 
只 要 等 于 dp[Uj+3H 即 可 。 那 么 骑士 在 加 血 或 扣 血 之 前 的 血 量 要 求 〈 也 束 
是 在 没有 踏 上 (i ，j ) 位 置 之 前 的 血 量 要 求 ) ， 就 是 dp[i][j+1]-map[i][j]。 
同时 ， 骑 士 血 量 要 随时 不 少 于 1， 所 以 同 右 的 要 求 为 max{dp[i][j+1]- 
map[i][j]，1}。 如 果 骑 士 决定 同 下 走 ， 分 析 方 式 相同 ， 向 下 的 要 求 为 
max{dp[i+1][j]-map[i][j], 1}. 











骑士 可 以 有 两 种 选择 ， 当 然 要 选 最 优 的 一 条 ， 所 以 dp[[]=min{ 回 
右 的 要 求 ， 辐 下 的 要 求 }。 计 算 dp 和 窍 阵 时 从 右 下 角 开 始 计算 ， 选 择 依次 
从 右 至 左 、 再 从 下 到 上 的 计算 方式 即 可 。 





具体 请 参看 如 下 代码 中 的 minHP1 方 法 。 


public int minHPi(int[][] m) I 
if (m == null || m.length == © || m[0] == null 


return 1; 
) 
int row = m.length; 
int col = m[0].length; 
int[][] dp = new int[row--][col--]; 
dp[row][col] = m[row][col] > 0 ? 1 : -m[row][co 
for (int j = col - 1; j >= 0; j--) I 
dp[row][j] = Math.max(dp[row][j + 1] - 
) 
int right = 0; 
int down = 0; 
for (int i = row - 1; i >= 0; i--) { 
dp[i][col] = Math.max(dp[i + 1][col] - 
for (int j = col - 1; j >= 0; j--) I 
right = Math.max(dp[i][j + 1] - 
down = Math.max(dp[i + 1][j] - 


dp[i][j] = Math.min(right, down 


} 
return dp[0][0]; 


} 


如 果 map 大 小 为 M XN ， 经 典 动 态 规划 方法 的 时 间 复 杂 度 为 O (M xN 
)， 额 外 空间 复杂 度 为 O M XN )。 结 合 空间 压缩 之 后 可 以 将 额外 空间 复 
杂 度 降 至 O (min{M ，N )。 空 间 压 缩 的 原理 请 读者 参考 本 书 “ 和 矩阵 的 最 
小 路 径 和 ”问题 ， 这 里 不 再 详 述 。 请 参看 如 下 代码 中 的 minHP2 方 法 。 





public static int minHP2(int[][] m) { 
if (m == null || m.length == © || m[0] == null 
return 1; 
} 
int more = Math.max(m.length, m[0].length); 
int less = Math.min(m.length, m[0].length); 
boolean rowmore = more == m.length; 
int[] dp = new int[less]; 
int tmp = m[m.length - 1][m[0].length - 1]; 
dp[less - 1] = tmp > © ? 1 : -tmp + 1; 
int row = 0; 
int col = 0; 
for (int j = less - 2; j >= 0; j--) { 
row = rowmore ? more - 1 : j; 
col = rowmore ? j : more - 1; 
dp[j] = Math.max(dp[j + 1] - m[row][col 
) 
int choosen1 = 0; 
int choosen2 = 0; 
for (int i = more - 2; i >= 0; i--) I 
row = rowmore ? i : less - 1; 
col = rowmore ? less - 1: i; 
dp[less - 1] = Math.max(dp[less - 1] - 
for (int j = less - 2; j >= 0; j--) { 
row = rowmore ? i : j; 
col = rowmore ? j : i; 


choosen1 = Math.max(dp[j] - m[r 


choosen2 = Math.max(dp[j + 1] - 


dp[j] = Math.min(choosen1, choo 


} 
return dp[0]; 


BUF PAT ER FEB ELAN AI 
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给 定 一 个 字符 串 str，str 全 部 由 数字 字符 组 成 ， 如 果 str 中 某 一 个 或 某 
相 邻 两 个 字符 组 成 的 子囊 值 在 1~26 之 间 ， 则 这 个 子 串 可 以 转换 为 一 个 
字母 。 规 定 "1" 转 换 为 "A"，"2" 转 换 为 "B"，"3" 转 换 为 "C"…"26" 转 换 
为 "Z"。 写 一 个 函数 ， 求 str 有 多 少 种 不 同 的 转换 结果 ， 并 返回 种 数 。 


【举例 】 
str="1111". 


能 转换 出 的 结果 有 "AAAA"、"LAA"、"ALA"、"AAL" 和 "LL"， 返 
回 5。 


str="01". 





"0" 没 有 对 应 的 字母 ， 而 "01" 根 据 规定 不 可 转换 ， 返 回 0。 
str="10". 
能 转换 出 的 结果 是 "J"， 返 回 1。 
DER] 
尉 kk 


【解答 】 


暴力 递归 的 方法 。 假 设 str 的 长 度 为 N ， 先 定义 递归 函数 p (i (Osi <N 
)。P (i ) 的 含义 是 str[0..i-1] 己 经 转换 完毕 ， 而 str[i..N-1] 还 没 转换 的 情况 
下 ， 最 终 合 法 的 转换 种 数 有 多 少 并 返回 。 特 别 指出 ，p (N ) 表 示 str[0..N- 
1I]《〈 也 就 是 str 的 整体 ) 都 已 经 转换 完 ， 没 有 后 续 的 字符 了 ， 那 么 合法 的 
转换 种 数 为 1， 即 p (N ”)=1。 比 如 ，str="111123"，p(4) 表 示 str[0..3] 
《 即 "1111") 已 经 转换 完毕 ， 具 体 结 果 是 什么 不 重要 ， 反 正 已 经 转换 完 
毕 并 且 不 可 变 ， 没 转换 的 部 分 是 str[4..5]〈 即 "23") ， 可 转换 的 
为 "BC" 或 "W" 只 有 两 种 ， 所 以 p (4)=2。p (6) 表 示 str 整 体 已 经 转换 完毕 ， 
所 以 p (6)=1。 那 么 p (i) 如 何 计算 呢 ? 只 有 以 下 4 种 情况 。 


e 如 采 i==N。 根 据 上 文 对 p (CN)=1 的 解释 ， 直 接 返 回 1。 





e 如果 不 满足 情况 1， 又 有 str[i]=='0'。str[0..i-1] 已 经 转换 完毕 ， 而 
str[i..N-1] 此 时 又 以 0: 开 头 ，str[i.N-1] 无 论 怎样 都 不 可 能 合法 转 
换 ， 所 以 直接 返回 0。 


e 如果 不满 足 情况 1 和 情况 2， 说 明 str 和 属于 ’1' 一 '9' ，str[ 可 以 转 
换 为 'A' 一 TT， 那 么 p (i ) 的 值 一 定 包 含 p (i +1) 的 值 ， 即 p (i )=p (i 
ay, 


e WRN EOLA 52, strié F1" 9, MRNA 
str[i..i+1] 在 "102 一 "26" 之 间 ，str[i..i+1 可 以 转换 为 了 ~'z', ÅR 
Ap (i ) 的 值 一 定 也 包含 p (i +2) 的 值 ， 即 p (i )+=p (i +2). 

具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 num1 方 法 。 


public int numi(String str) { 
if (str == null || str.equals("")) { 


return 0; 


} 
char[] chs = str.toCharArray(); 
return process(chs, 0); 

3 

public int process(char[] chs, int i) { 


if (i == chs.length) { 


return 1; 

) 

if (chs[i] == '0') { 
return 0; 

i; 


int res = process(chs, i + 1); 

if (i + 1 < chs.length && (chs[i] - 'O') * 10 + 
res += process(chs, i + 2); 

} 

return res; 


} 


以 上 过 程 中 ，P (iD) 最 多 可 能 会 有 两 个 递归 分 文 p (i+1D) 和 P(i+2)， 一 
HAN 层 递归 ， 所 以 时 间 复 杂 度 为 O (2N )， 额 外 空间 复杂 度 就 是 递归 使 
用 的 函数 栈 的 大 小 为 O (N )。 但 是 研究 一 下 递归 函数 p 就 会 发 现 ，p (i ) 
最 多 依赖 p (i +1) 和 p (i +2) 的 值 ， 这 是 可 以 从 后 往 前 进行 顺序 计算 的 ， 也 
就 是 先 计算 pP (N ) 和 P (N -1)， 然 后 根据 这 两 个 值 计 算 p (N -2)， 再 根据 p 
(N -1) 和 p (N -2) 计 算 p (N -3)， 最 后 根据 p (Ap (2) 计 算出 p (0) 即 可 ， 类 
似 斐 波 那 契 数列 的 求解 过 程 ， 只 不 过 斐 波 那 契 数列 是 从 前 往 后 计算 的 ， 
这 里 是 从 后 往 前 计算 而 已 。 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 num2 方 法 。 








public int num2(String str) { 
if (str == null || str.equals("")) { 
return 0; 
} 
char[] chs = str.toCharArray(); 
int cur = chs[chs.length - 1] == '0' ? 0: 1; 
int next = 1; 
int tmp = 0; 
for (int i = chs.length - 2; i >= 0; i--) { 
if (chs[i] == '0') I 
next = cur; 
cur = 0; 
} else { 
tmp = cur; 
if ((chs[i] - '0') * 10 + chs[i 
cur += next; 
} 


next = tmp; 


} 


return cur; 


} 


因为 是 顺序 计算 ， 所 以 num2 方 法 的 时 间 复 杂 度 为 O (N )， 同 时 只 用 
了 cur、next 和 tmp 进 行 滚动 更 新 ， 所 以 额外 空间 复杂 上 度 为 O (1)。 但 是 本 
题 并 不 能 像 斐 波 那 契 数列 问题 那样 用 窃 阵 乘法 的 优化 方法 将 时 间 复 杂 度 
优化 到 O (logN )， 这 是 因为 斐 波 那 契 数列 是 严格 的 Fi )=f (i -1)+f (i -2)， 








但 是 本 题 并 不 严格 ，str[i 的 具体 情况 决定 了 p (i ) 是 等 于 0 还 是 等 于 p (i 
+1)， 还 是 等 于 p (i +1)+p (i +2)。 有 状态 转移 的 表达 式 不 可 以 用 和 矩阵 乘法 
将 时 间 复 杂 度 优化 到 O (logN )。 但 如 果 str 只 由 字符 :1 和 字符 ?2 组 成 ， 比 
如 "12121121212122"， 那 么 就 可 以 使 用 矩阵 乘法 的 方法 将 时 间 复 杂 度 优 
化 为 O (logN )。 因 为 str[i] 都 可 以 单独 转换 成 字母 ，str[i..i+1 也 都 可 以 一 
起 转换 成 字母 ， 此 时 一 定 有 p (i )=p (i +1)+p (i +2)。 总 之 ， 可 以 使 用 矩阵 
乘法 的 前 提 是 递归 表达 式 不 会 发 生 转移 。 
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给 定 一 个 只 由 0 UR) . 1 CH), & (逻辑 与 ) | GEER) A 
À CHE) 五 种 字符 组 成 的 字符 串 express， 再 给 定 一 个 布尔 值 desired。 
返回 express 能 有 多 少 种 组 合 方式 ， 可 以 达到 desired 的 结 


【举例 】 
express="1/0|0|1", desired=false. 
只 有 1^((0|0)|1) 和 1^(0|(0|1)) 的 组 合 可 以 得 到 false， 返 回 2。 
express="1", desired=false. 
无 组 合 则 可 以 得 到 false， 返 回 0。 
【 难度】 
校 Akk 
【解答 】 


应 该 首先 判断 express 是 否 合 乎 题目 要 求 ， 比 如 "1^" 和 "10"， 痢 不 是 
有 效 的 表达 式 。 总 结 起 来 有 以 下 三 个 判断 标准 : 


e 表达 式 的 长 度 必须 是 奇数 。 


e 表达 式 下 标 为 偶数 位 置 的 字符 一 定 是 '0' 或 者 '1 。 





e 表达 式 下 标 为 奇数 位 置 的 字符 一 定 是 ' 攻 "或 或 入。 


只 要 符合 上 述 三 个 标准 ， 表 达 式 必然 是 有 效 的 。 有 具体 参看 如 下 代码 
中 的 isValid 方 法 。 


public boolean isValid(char[] exp) { 
if ((exp.length & 1) == 0) { 
return false; 
} 
for (int i = 0; i < exp.length; i = 1 +2) { 
if ((exp[i] ! = '1') && (exp[i] ! = 'O' 


return false; 


} 
for (int i = 1; i < exp.length; i = i +2) { 
if ((exp[i] ! = ' &') && (exp[i] ! = ‘| 


return false; 


} 


return true; 


Å 


骏 力 递归 方法 。 在 判断 express 符 合 标准 之 后 ， 将 express 划 分 成 左右 
两 个 部 分 ， 求 出 各 种 划分 的 情况 下 ， 能 得 到 desired 的 种 数 是 多 少 。 以 本 
题 的 例子 进行 举例 说 明 ，express 为 "1^0|0|1"，desired 为 false， 总 的 种 数 
求法 如 下 : 


e 第 1 个 划分 为 人 ， 左 部 分 为 "1"， 右 部 分 为 "0l0lI1"， 因 为 当前 划分 
的 逻辑 符号 为 ^， 所 以 要 想 在 此 划分 下 得 到 false， 包 含 的 可 能 
性 有 两 种 : 左 部 分 为 真 ， 右 部 分 为 真 ; 左 部 分 为 假 ， 右 部 分 为 
假 。 

结果 1 = 左 部 分 为 真 的 种 数 x 右 部 分 为 真 的 种 数 + 左 部 分 为 假 的 种 

数 x 右 部 分 为 假 的 种 数 。 

e 第 2 个 划分 为 了 ?， 左 部 分 为 "1A0"， 右 部 分 为 "0I1"， 因 为 当前 划分 
的 逻辑 符号 为 |， 所 以 要 想 在 此 划分 下 得 到 false， 包 含 的 可 能 性 
只 有 一 种 ， 即 左 部 分 为 假 ， 右 部 分 为 假 。 

结果 2 = 左 部 分 为 假 的 种 数 x 右 部 分 为 假 的 种 数 。 

e 第 3 个 划分 为 小 ， 左 部 分 为 "1^0|0"， 右 部 分 为 "1"， 因 为 当前 划分 
的 逻辑 符号 为 |， 所 以 结果 3 = 左 部 分 为 假 的 种 数 x 右 部 分 为 假 
的 种 数 。 








e 结果 1+ 结 果 2+ 结 果 3 束 是 总 的 种 数 ， 也 就 是 说 ， 一 个 字符 串 中 
有 几 个 过 和 辑 符号 ， 就 有 多 少 种 划分 ， 把 每 种 划分 能 够 得 到 最 终 
desired 值 的 种 数 全 加 起 来 ， 就 是 总 的 种 数 。 


现在 来 系统 地 总 结 一 下 划分 符号 和 desired 的 情况 。 
(QD 划分 符号 为 ^、desired 为 true 的 情况 下 : 


种 数 = 左 部 分 为 真 的 种 数 x 石 部 分 为 假 的 种 数 + 左 部 分 为 假 的 种 数 
x 右 部 分 为 真 的 种 数 。 


划分 符号 为 ^、desired 为 false 的 情况 下 : 


种 数 = 左 部 分 为 真 的 种 数 x 右 部 分 为 真 的 种 数 + 左 部 分 为 假 的 种 数 
x 右 部 分 为 假 的 种 数 。 


@ 划 分 符号 为 &、desired 为 true 的 情况 下 : 
种 数 = 左 部 分 为 真 的 种 数 x 右 部 分 为 真 的 种 数 。 
划分 符号 为 &、desired 为 false 的 情况 下 : 


种 数 = 左 部 分 为 真 的 种 数 x 石 部 分 为 假 的 种 数 + 左 部 分 为 假 的 种 数 
x 右 部 分 为 真 的 种 数 + 左 部 分 为 假 的 种 数 x 右 部 分 为 假 的 种 数 。 


@@ 划 分 符号 为 |、desired 为 true 的 情况 下 : 


种 数 = 左 部 分 为 真 的 种 数 x 石 部 分 为 假 的 种 数 + 左 部 分 为 假 的 种 数 
x 右 部 分 为 真 的 种 数 + 左 部 分 为 真 的 种 数 x 右 部 分 为 真 的 种 数 。 


@ 划 分 符号 为 |、desired 为 false 的 情况 下 : 
种 数 = 左 部 分 为 假 的 种 数 x 右 部 分 为 假 的 种 数 。 


根据 如 上 总 结 ， 以 express 中 的 每 一 个 逻辑 符号 来 划分 express， 每 种 
划分 都 求 出 各 上 自 的 种 数 ， 再 把 种 数 累 加 起 来 ， 就 是 express 达 到 desired 总 
的 种 数 。 每 次 划分 出 的 左右 两 部 分 递归 求解 即 可 。 有 具体 过 程 请 参看 如 下 
代码 中 的 num1 方 法 。 

public int numi(String express, boolean desired) { 


if (express == null || express.equals("")) { 


return 0; 


char[] exp = express.toCharArray(); 


if (! isValid(exp)) { 
return 0; 


} 


return p(exp, desired, 0, exp.length - 1); 


public int p(char[] exp, boolean desired, int 1, int r) 


if ( == r) I 
if (exp[l] == '1') I 
return desired ? 1 : 
} else { 


return desired ? 0 : 


} 
int res = 0; 


if (desired) { 


0; 


1; 


for (int i= 1+ 1; 1<r; i += 2) I 


switch (exp[i]) I 

case '&' 
res += p(exp, 
break; 

case '|' 
res += p(exp, 
res += p(exp, 
res += p(exp, 


break; 


true, 1, i - 1) * p(e 


true, 1, i - 1) * p(e 
false, 1, i - 1) * p( 


true, 1, i - 1) * p(e 


case ' A' 
res += p(exp, 
res += p(exp, 


break; 


) 
} else { 


for (int i = 


switch (exp[i]) { 


case '&' 
res += p(exp, 
res += p(exp, 
res += p(exp, 
break; 

case '|' 
res += p(exp, 
break; 

case '^' 
res += p(exp, 
res += p(exp, 
break; 


} 


return res; 


true, 1, i - 1) * p(e 
false, 1, i - 1) * p( 


l+1; i<r; i+= 2) I 


false, 1, i - 1) * p( 
true, 1, i - 1) * p(e 
false, 1, i - 1) * p( 


false, 1, i - 1) * p( 


true, 1, i - 1) * p(e 
false, 1, i - 1) * p( 


一 个 长 度 为 N 的 express， 假 设计 算 express[i..j] 的 过 程 记 为 p (i j) 
那么 计算 p (0，N -1) 需 要 计算 p (0, 0)5p (1, N -1)、p (0, 1)5p (2, N 
-1)...p(0， i)5p (i +1，N -1)...p (0, N-2)5p (N -1，N -1)， 起 码 2N 种 状 
态 。 对 于 每 一 组 p (0, i ) 与 p (i +1，N -1) 来 说 ， 两 者 相 加 的 划分 种 数 又 
FEN -1 种 ， 所 以 起 码 要 计算 2(N -1) 种 状态 。 所 以 用 num1 方 法 来 计算 一 个 
长 度 为 N 的 express， 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(N !)， 额 外 空间 复杂 度 为 O CN 
)， 因 为 函数 栈 的 大 小 为 NY ”。 之 所 以 用 暴力 递归 方法 的 时 间 复 杂 度 这 么 
高 ， 是 因为 每 一 种 状态 计算 过 后 没有 保存 下 来 ， 导 致 重复 计算 的 大 量 发 

















动态 规划 的 方法 。 如 果 express 长 度 为 N ， 生 成 两 个 大 小 为 N XN 的 
Ekt Mf ，t[j] 条 表示 express[j..j 订 组 成 true 的 种 数 ，f[j] 自 表示 express[j..i 
组 成 false 的 种 数 。t[j][ 订 和 f[j] 自 的 计算 方式 还 是 枚 举 express[j..i 计 上 的 每 种 
划分 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 num2 方 法 。 


public int num2(String express, boolean desired) { 
if (express == null || express.equals("")) { 
return 0; 
) 
char[] exp = express.toCharArray(); 
if (! isValid(exp)) { 
return 0; 
) 
int[][] t = new int[exp.length][exp.length]; 
int[][] f = new int[exp.length][exp.length]; 
t[0][0] = exp[0] == '0' ? 0 : 1; 
f[O][0] = exp[0] == '1' ? 0: 1; 


for (int 1 = 2; i < exp.length; i += 2) { 
t[i][i] = exp[i] == '0' ? 0: 1; 
f[i][i] = exp[i] == '1' ? 0: 1; 
for (int j = i - 2; j >= 0; j -= 2) { 
for (int k = j; k< i; k += 2) { 
if (exp[k + 1] == ' &') I 
t[j][i]+=t[j][k] * tlk + 2][i]; 
f[j][i]+=(f[j][k] + t[j][k]) * f[k + 2] [1] 
} else if (exp[k + 1] == '|') I 
t[j][i]+=(f[j][k] + t[j][k]) * tlk + 2][i] 
fLjILi]+=f[j][k] * fik + 2][i]; 
} else { 
t[j][i]+=f[j][k] * tlk + 2][i] + t[j][k] * 
fLjILi]+=f[j][k] * flk + 2][i] + t[j][k] * 


} 


) 
return desired ? t[O][t.length - 1] : f[O][f.length - 


å 
KE Mf 的 大 小 为 N xN ， 每 个 位 置 在 计算 的 时 候 都 有 枚 举 的 过 
程 ， 所 以 动态 规划 方法 的 时 间 复 杂 度 为 O (W3 )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (N 
2 
)。 
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给 定 一 个 整 型 数组 arr， 代 表 数 值 不 同 的 纸牌 排 成 一 条 线 。 玩 家 A 和 
玩家 B 依 次 拿 走 每 张 纸牌 ， 规 定 玩 家 A 先 拿 ， 玩 家 B 后 拿 ， 但 是 每 个 玩家 
每 次 只 能 拿 走 最 左 或 最 右 的 纸牌 ， 玩 家 A 和 玩家 B 都 绝顶 聪明 。 请 返回 
最 后 获胜 者 的 分 数 。 











【举例 】 
arr=[1, 2, 100, 4]. 


开始 时 玩家 A 只 能 拿 走 1 或 4。 如 果 玩 家 A 拿 走 1， 则 排列 变 为 [2， 
100，4]， 接 下 来 玩家 B 可 以 拿 走 2 或 4， 然 后 继续 轮 到 玩家 A。 如 果 开 始 
时 玩家 A 拿 走 4， 则 排列 变 为 [1，2，100]， 接 下 来 玩家 B 可 以 拿 走 1 或 
100， 然 后 继续 轮 到 玩家 A。 玩 家 A 作 为 绝顶 聪明 的 人 不 会 先 拿 4， 因 为 
拿 4 之 后 ， 玩 家 B 将 拿 走 100。 所 以 玩家 A 会 先 拿 1， 让 排列 变 为 [2， 
100，4]， 接 下 来 玩家 B 不 管 怎么 选 ，100 都 会 被 玩家 A 拿 走 。 玩 家 A 会 获 
胜 ， 分 数 为 101。 所 以 返回 101。 

















arr=[1, 100, 2]. 


开始 时 玩家 A 不 管 拿 1 还 是 2， 玩 家 B 作 为 绝顶 聪明 的 人 ， 都 会 把 100 
拿 走 。 玩 家 B 会 获胜 ， 分 数 为 100。 所 以 返回 100。 


【 难度 】 


RT ”交友 次 六 
【解答 】 


骏 力 递归 的 方法 。 定 义 递归 函数 Fi ，j )， 表 示 如 果 arrfi..j] 这 个 排列 
上 的 纸牌 被 绝顶 聪明 的 人 先 拿 ， 最 终 能 获得 什么 分 数 。 定 义 递 归 函 数 s 
(i ，j )， 表 示 如 果 arr[i..j] 这 个 排列 上 的 纸牌 被 绝顶 聪明 的 人 后 拿 ， 最终 
能 获得 什么 分 数 。 


首先 来 分 析 f (i ，j)， 上 有 具体 过 程 如 下 : 


1. WRi=sj (Bharti. jD 上 只 剩 一 张 纸 牌 。 当 然 会 被 先 拿 纸牌 的 人 
拿 走 ， 所 以 返回 arr[i]。 


2. 如 果 i ”=j。 当 前 拿 纸 牌 的 人 有 两 种 选择 ， 要 么 拿 走 ar[i]， 要 人 么 
拿 走 arr[jj。 如 果 拿 走 arr[i]， 那 么 排列 将 剩 下 arr[i+1..。 对 当前 的 玩家 来 
说 ， 面 对 arr[i+1..j] 排 列 的 纸牌 ， 他 成 了 后 拿 的 人 ， 上 所 以 后 续 他 能 获得 的 
分 数 为 s (i +1，j )。 如 果 拿 走 arfj]， 那 么 排列 将 剩 下 arr[i.j-H。 对 当前 的 
玩家 来 说 ， 面 对 arr[i..j-1] 排 列 的 纸牌 ， 他 成 了 后 拿 的 人 ， 所 以 后 续 他 能 
获得 的 分 数 为 s (i ，j -1)。 作 为 绝顶 聪明 的 人 ， 必 然 会 在 两 种 决策 中 选 最 
优 的 。 所 以 返回 maxf{arr[i]+sGi+1，j) ，arr[j]+sGi，j-1)}。 


然后 来 分 析 s (i ，j )， 上 有 具体 过 程 如 下 : 


1. 如果 i==j《〈 即 arr[i.j]) 上 只 剩 一 张 纸牌 。 作 为 后 拿 纸牌 的 人 必然 
什么 也 得 不 到 ， 返 回 0。 


2. 如 果 il =j。 根 据 函 数 s 的 定义 ， 玩 家 的 对 手 会 先 拿 纸牌 。 对 手 要 
么 拿 走 arr[i， 要 么 拿 走 arr[j]。 如 果 对 手 拿 走 arr[i， 那 么 排列 将 剩 下 
arr[i+1..]， 然 后 轮 到 玩家 先 拿 。 如 果 对 手 拿 走 arr[j]j， 那 么 排列 将 剩 下 





arr[i..j-1]， 然 后 轮 到 玩家 先 拿 。 对 手 也 是 绝顶 聪明 的 人 ， 所 以 必然 会 把 
最 差 的 情况 留 给 玩家 。 所 以 返回 min{f(i+1, j)，fG，j-1)}。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 win1 方 法 。 


public int wini(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 


} 


return Math.max(f(arr, 0, arr.length - 1), s(ar 


public int f(int[] arr, int i, int j) { 
if (i == j) { 
return arr[i]; 


} 


return Math.max(arr[i] + s(arr, i +1, j), arr 


public int s(int[] arr, int i, int j) { 
if (i == j) I 
return 0; 


} 


return Math.min(f(arr, i +1, j), f(arr, i, j - 


} 


暴力 递归 的 方法 中 ， 递 归 函 数 一 共 会 有 N 层 ， 并 且 是 和 s 交 蔡 出 现 
的 。f (i ，j ) 会 有 s (i +1，j ) 和 s (i, -1) 两 个 递归 分 支 ，s (i ，j ) 也 会 有 f 


G+1, j ) 和 f (i ，j -1) 两 个 递归 分 支 。 所 以 整体 的 时 间 复 杂 度 为 O EN )， 

额外 空间 复杂 度 为 O (N )。 下 面 介 绍 动态 规划 的 方法 ， 如 果 arr 长 度 为 N 
， 生 成 两 个 大 小 为 N XN 的 矩阵 f 和 s ，f[i][j] 表 示 函 数 f (i ，j ) 的 返回 值 ， 

s[i][j] 表 示 函 数 s (i ，j ) 的 返回 值 。 规 定 一 下 两 个 矩阵 的 计算 方向 即 可 。 

具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 win2 方 法 。 





public int win2(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 
} 
int[][] f = new int[arr.length][arr. length]; 
int[][] s = new int[arr.length][arr. length]; 
for (int j = 0; j < arr.length; j++) { 
THI) = arr[j]; 
for (int i= j - 1; i >= 0; i--) I 
f[i][j] = Math.max(arr[i] + s[i + 1][j] 
s[i][j] = Math.min(f[i + 1][j], f[i][j 


) 
return Math.max(f[O][arr.length - 1], s[O][arr. 


如 上 的 win2 方 法 中 ， 和 矩阵 f 和 s 一 共有 O(N“ ) 个 位 置 ， 每 个 位 置 计算 
的 过 程 都 是 O (1) 的 比较 过 程 ， 所 以 win2 方 法 的 时 间 复 杂 度 为 O(N“)， 贪 
外 空间 复杂 度 为 O (N“ )。 


DEK ii XX 
【题目 】 


给 定数 组 arr，arr[i]==k 代 表 可 以 从 位 置 i 向 右 跳 1~K NES. H 
如 ，arr[2]==3， 代 表 从 位 置 2 可 以 跳 到 位 置 3、 位 置 4 或 位 置 5。 如 果 从 位 
置 0 出 发 ， 返 回 最 少 跳 几 次 能 跳 到 arr 最 后 的 位 置 上 。 





【举例 】 
dB 2; 3 Ly be 


arr[0]==3， 选 择 跳 到 位 置 2，arr[2]==3， 可 以 跳 到 最 后 的 位 置 。 所 以 
返回 2。 


【要 求 】 








如 果 arr 长 度 为 N ， 要 求实 现时 间 复 杂 度 为 O (CN )、 额 外 空间 复杂 度 
AO (1) 的 方法 。 


DER] 
LR, o 
【解答 】 
具体 过 程 如 下 : 


1. 整 型 变量 jump， 代 表 目 前 跳 了 多 少 步 。 整 型 变量 cur， 代 表 如 果 





只 能 跳 jump 步 ， 最 远 能 够 达到 的 位 置 。 整 型 变量 next， 代 表 如 果 再 多 跳 
一 步 ， 最 远 能 够 达到 的 位 置 。 初 始 时 ，jump=0，cur=0，next=0。 


2. 从 左 到 右 遍 历 arr， 假 设 遍历 到 位 置 ;i 。 
1) 如 果 cur>=i， 说 明 跳 jump 步 可 以 到 达 位 置 i ， 此 时 什么 也 不 做 。 


2) 如 果 cur<i， 说 明 只 跳 jump 步 不 能 到 达 位 置 i ， 需 要 多 跳 一 步 才 
行 。 此 时 令 jump++，cur=next。 表 示 多 跳 了 一 步 ，cur 更 新 成 跳 jump+1 步 
能 够 达到 的 位 置 ， 即 next。 


3) 将 next 更 新 成 math.max(next，i+tarr[i])， 表 示 下 一 次 多 跳 一 步 到 
达 的 最 远 位 置 。 


3. 最 终 返 回 jump 即 可 。 
具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 jump 方 法 。 


public int jump(int[] arr) { 

if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 

) 

int jump = 0; 

int cur = 0; 

int next = 0; 

for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
if (cur < i) { 

jump++; 


cur = next; 


} 


next = Math.max(next, i + arr[i]); 


} 


return jump; 


数组 中 的 最 长 连续 序列 


LAH] 
给 定 无 序数 组 arr， 返 回 其 中 最 长 的 连续 序列 的 长 度 。 
【举例 】 


arr=[100，4，200，1，3，2]， 最 长 的 连续 序列 为 [L，2，3，4]， 所 
以 返回 4。 


【 难度 】 
HO kkk 


【解答 】 





本 题 利用 哈 希 表 可 以 实现 时 间 复 杂 度 为 0 (N )、 额 外 空间 复杂 度 
为 O(N ) 的 方法 。 具 体 过 程 如 下 : 


1. 生成 哈 希 表 HashMap<Integer，Integer> map, key kit 
某 个 数 ，value 代 表 key 这 个 数 所 在 的 最 长 连续 序列 的 长 度 。 同 时 map 还 
可 以 表示 ar 中 的 一 个 数 之 前 是 否 出 现 过 。 


2. MASE i arr, fb) Sarfi. Marla HA, Å 
接 遍 历 下 一 个 数 ， 只 处 理 之 前 没 出 现 过 的 arr[i。 首 先 在 map 中 加 入 记录 
(ar[i]，1)， 代 表 目 前 ar[i] 单 独 作为 一 个 连续 序列 。 然 后 看 map 中 是 否 合 
有 arr[ij-1， 如 果 有 ， 则 说 明 arr[i-1 所 在 的 连续 序列 可 以 和 arr[i] 合 并 ， 合 





并 后 记 为 A 序列 。 利 用 map 可 以 得 到 A 序列 的 长 上 度 ， 记 为 lenA， 最 小 值 记 
为 leftA， 最 大 值 记 为 rightA， 只 在 map 中 更 新 与 leftA 和 rightA 有 关 的 记 
录 ， 更 新 成 (LeftA，lenA) 和 (rightA，lenA)。 接 下 来 看 map 中 是 否 含 
arr[i+1， 如 果 有 ， 则 说 明 arr[il+1 所 在 的 连续 序列 可 以 和 A 合 并 ， 合 并 后 
记 为 B 序 列 。 利 用 map 可 以 得 到 B 序 列 的 长 度 为 lenB， 最 小 值 记 为 leftB， 
最 大 值 记 为 rightB， 只 在 map 中 更 新 与 leftB 和 rightB 有 关 的 记录 ， 更 新 成 
(leftB, lenB)Al(rightB, lenB). 








3. Um AE BON EAT Be max id RER HH AR 71] SR Ee 
大 值 ， 最 后 返回 max。 





整个 过 程 中 ， 只 是 每 个 连续 序 人 
意义 ， 中 间 数 的 记录 不 再 更 新 ， 因 为 再 也 不 会 使 用 到 。 这 是 因为 我 们 只 
处 理 之 前 没 出 现 的 数 ， 如 宁 一 个 没 出 现 的 数 能 够 把 茶 个 连续 区 间 扩 大 ， 
或 把 某 两 个 连续 区 间 连 在 一 起 ， 军 无 疑问 ， 只 需要 map 中 有 关 这 个 连续 
区 间 最 小 值 和 最 大 值 的 记录 。 








具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 longestConsecutive 方 法 。 


public int longestConsecutive(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 
) 
int max = 1; 
HashMap<Integer, Integer> map = new HashMap<Integer 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
if (! map.containsKey(arr[i])) { 


map.put(arr[i], 1); 


if (map.containsKey(arr[i] - 1)) { 

max = Math.max(max, merge(map, arr[i] - 
} 
if (map.containsKey(arr[i] + 1)) { 


max = Math.max(max, merge(map, arr[i], 


} 


return max; 


public int merge(HashMap<Integer, Integer> map, int les 
int left = less - map.get(less) + 1; 
int right = more + map.get(more) - 1; 
int len = right - left + 1; 
map.put(left, len); 
map.put(right, len); 


return len; 


N 时 后 问题 


LAH] 


N 量 后 问题 是 指 在 N xN 的 棋盘 上 要 摆 N 个 星 后 ， 要 求 任 何 两 个 星 
后 不 同行 、 不 同 列 ， 也 不 在 同一 条 和 斜 线 上 。 给 定 一 个 整数 1 ， 返回 n E 
后 的 摆 法 有 多 少 种 。 





【举例 】 





n =2 或 3，2 旺 后 和 3 星 后 问题 无 论 怎么 摆 都 不 行 ， 返 回 0。 





n=8, 1x[7192, 
【 难度 】 
校 kn 


【解答 】 





本 题 是 非常 著名 的 问题 ， 甚 至 可 以 用 人 工 智 能 相关 算法 和 遗传 算法 
进行 求解 ， 同 时 可 以 用 多 线程 技术 达到 缩短 运行 时 间 的 效果 。 本 书 不 涉 
及 专项 算法 ， 仅 提供 在 面试 过 程 中 10 至 20 分 钟 内 可 以 用 代码 实现 的 解 
法 。 本 书 提供 的 最 优 解 做 到 在 单线 程 的 情况 下 ， 计 算 16 旦 后 问题 的 运行 
时 间 约 为 13 秒 左右 。 在 介绍 最 优 解 之 前 ， 先 来 介绍 一 个 容易 理解 的 解 
ve 


如 果 在 G, j) 位 置 《第 i 行 第 ID 放置 了 一 个 旺 后 ， 接 下 来 在 哪 
些 位 置 不 能 放置 星 后 呢 ? 





1. 整个 第 i 行 的 位 置 都 不 能 放置 。 
2. 整个 第 j 列 的 位 置 都 不 能 放置 。 


3. 如 果 位 置 (a b ) 满 足 |la-il==|b-ja， 说 明 (aq，b ) 与 i，j ) 处 在 同一 务 
斜 线 上 ， 也 不 能 放置 。 


把 递归 过 程 直 接 设计 成 逐 行 放置 星 后 的 方式 ， 可 以 避 开 条 件 1 的 那 
些 不 能 放置 的 位 置 。 接 下 来 用 一 个 数组 保存 已 经 放置 的 星 后 位 置 ， 假 设 
MH record, recordi ARK Ri 行星 后 所 在 的 列 数 。 在 递归 计算 到 
第 i 行 第 ) 列 时 ， 碍 看 record[0..k](k <i VE, AERAJ MENE» å 
有 ， 则 说 明 (i， 了 站) 不 能 放置 旺 后 ， 再 看 是 否 有 |kcil==|record[k]-jlj， 知 有 ， 
也 说 明 (i， 站 不 能 放置 星 后 。 有 基体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 numl 方 法 。 














public int numi(int n) { 
if (n < 1) I 
return 0; 
) 
int[] record = new int[n]; 


return process1(0, record, n); 


public int processi(int i, int[] record, int n) { 
if (i == n) { 


return 1; 


} 
int res = 0; 
for (int j = 0; j < n; j+) I 
if (isValid(record, i, j)) { 
record[i] = j; 


res += processi(i + 1, record, 


} 


return res; 


public boolean isValid(int[] record, int i, int j) { 
for (int k = 0; k < i; k++) { 
if (j == record[k] || Math.abs(record[k] - j) = 


return false; 


} 


return true; 


} 


下 面 介绍 最 优 解 ， 基 本 过 程 与 上 面 的 方法 一 样 ， 但 使 用 了 位 运算 来 
加 速 。 有 具体 加 速 的 递归 过 程 中 ， 找 到 每 一 行 还 有 哪些 位 置 可 以 放置 星 后 
的 判断 过 程 。 因 为 整个 过 程 比较 超自然 ， 所 以 先 列 出 代码 ， 然 后 对 代码 
进行 解释 ， 请 参看 如 下 代码 中 的 num2 方 法 。 


public int num2(int n) { 
// HÆRE NER NR ke int wee, MATAR BER 











// 如 果 想 计算 更 多 的 星 后 问题 ， 需 使 用 包含 更 多 位 的 变量 
if (n< 1 || n > 32) { 


pin 











return 0; 
} 
int upperLim = n == 32 ? -1 : (1 << n) - 1; 


return process2(upperLim, 0, 0, 0); 


public int process2(int upperLim, int colLim, int leftD 
int rightDiaLim) { 
if (colLim == upperLim) { 
return 1; 
} 
int pos = 0; 
int mostRightOne = 0; 
pos = upperLim & (~(colLim | leftDiaLim | right 
int res = 0; 
while (pos ! = 0) { 
mostRightOne = pos & (~pos + 1); 
pos = pos - mostRightOne; 
res += process2(upperLim, colLim | most 
(leftDiaLim | mostRight 
(rightDiaLim | mostRigh 
i; 


return res; 


num2 方 法 中 ， 变 量 upperLim 表 示 当 前 行 哪些 位 置 是 可 以 放置 星 后 
的 ，1 代 表 可 以 放置 ，0 代 表 不 能 放置 。8 星 后 问题 中 ， 初 始 时 upperLim 
为 00000000000000000000000011111111， 即 32 位 整数 的 255。32 皇 后 问 
题 中 ， 初 始 时 upperLim 为 11111111111111111111111111111111， 即 32 位 
整数 的 -1。 


接 下 来 解释 一 下 process2 方 法 ， 先 介绍 每 个 参数 。 





e UpperLim: 已 经 解释 过 了 ， 而 且 这 个 变量 的 值 在 递归 过 程 中 是 
始终 不 变 的 。 


e colLim: 表示 递归 计算 到 上 一 行为 上 上， 在 哪些 列 上 已 经 放置 了 
旺 后 ，1 代 表 已 经 放置 ，0 代 表 没有 放置 。 





e leftDiaLim: 表示 递归 计算 到 上 一 行为 止 ， 因 为 受 已 经 放置 的 所 
有 皇后 的 左下 方 斜 线 的 影响 ， 导 致 当前 行 不 能 放置 皇后 ，1 代 
表 不 能 放置 ，0 代 表 可 以 放置 。 举 个 例子 ， 如 果 在 第 0 行 第 4 列 
放置 了 皇后 。 计 算 到 第 1 行 时 ， 第 0 行 皇后 的 左下 方 斜 线 影响 的 
是 第 1 行 第 3 列 。 当 计算 到 第 2 行 时 ， 第 0 行星 后 的 左下 方 斜 线 影 
啊 的 是 第 2 行 第 2 列 。 当 计算 到 第 3 行 时 ， 影 响 的 是 第 3 行 第 1 
列 。 当 计算 到 第 4 行 时 ， 影 响 的 是 第 4 行 第 0 列 。 当 计算 到 第 5 行 
时 ， 第 0 行 的 那个 星 后 的 左下 方 斜 线 对 第 5 行 无 影响 ， 并 且 之 后 
的 行 都 不 再 受 第 0 行星 后 左下 方 斜 线 的 影响 。 也 就 是 说 ， 
leftDiaLim 每 次 左 移 一 位 ， 就 可 以 得 到 之 前 所 有 星 后 的 左下 方 
和 斜 线 对 当前 行 的 影响 。 

















。 rightDiaLim: 表示 递归 计算 到 上 一 行为 止 ， 因 为 已 经 放置 的 所 
有 皇后 的 右 下 方 斜 线 的 影响 ， 导 致 当前 行 不 能 放置 皇后 的 位 


置 ，1 代 表 不 能 放置 ，0 代 表 可 以 放置 。 与 leftDiaLim 变 量 类 
似 ，rightDiaLim 每 次 右 移 一 位 就 可 以 得 到 之 前 所 有 星 后 的 右 下 
RAX BIT Å RSA. 














process2 方 法 的 返回 值 代 表 剩 余 的 星 后 在 之 前 星 后 的 影响 下 ， 有 多 
少 种 合法 的 摆 法 。 其 中 ， 变 量 pos 代 表 当 前 行 在 colLim、leftDiaLim 和 | 
rightDiaLim 这 三 个 状态 的 影响 下 ， 还 有 哪些 位 置 是 可 供 选 择 的 ，1 代 表 
可 以 选择 ，0 代 表 不 能 选择 。 变 量 mostRightOne 代 表 在 pos 中 ， 最 右边 的 
1 是 在 什么 位 置 。 然 后 从 右 到 左 依次 筛选 出 pos 中 可 选择 的 位 置 进行 递归 


尝试 。 








第 5 À 
ZIT E 


HTA NF HER HANE] 
【题目 】 


给 定 两 个 字符 串 strtL 和 str2， 如 果 str1 和 str2 中 出 现 的 字符 种 类 一 样 且 
每 种 字符 出 现 的 次 数 也 一 样 ， 那 么 str1 与 str2 互 为 变形 词 。 请 实现 函数 关 
断 两 个 字符 串 是 否 互 为 变形 词 。 


【举例 ] 
str1="123"，str2="231"， 返 回 true。 
str1="123"，str2="2331"， 返 回 false。 
【 难度 】 
E krx 
【解答 】 


如 果 字 符 串 strL 和 str2 长 度 不 同 ， 直 接 返 回 false。 如 果 长 度 相 同 ， 假 





设 出 现 字 符 的 编码 值 在 0 一 255 之 间 ， 那 么 先 申请 一 个 长 度 为 256 的 整 型 
数组 map，map[al=b 代 表 字 符 编 码 为 a 的 字符 出 现 了 b 次 ， 初 始 时 
map[0..255] 的 值 都 是 0。 然 后 遍历 字符 串 str1， 统 计 每 种 字符 出 现 的 数 
量 ， 比 如 遍历 到 字符 'a， 其 编码 值 为 07， 则 令 map[97]++。 这 样 map 就 成 
了 strl 中 每 种 字符 的 词 频 统计 表 。 然 后 遍历 字符 串 str2， 每 遍历 到 一 个 字 
符 都 在 map 中 把 词 频 减 下 来 ， 比 如 遍历 到 字符 aa， 其 编码 值 为 97， 则 令 
map[97]--， 如 果 减 少 之 后 的 值 小 于 0， 直 接 返 回 false。 如 果 遍 历 完 str2， 
map 中 的 值 也 没 出 现 负 值 ， 则 返回 true。 








具体 请 参看 如 下 代码 中 的 isDeformation 方 法 。 


public boolean isDeformation(String stri, String str2) 

if (stri == null || str2 == null || stri.length 
return false; 

} 

char[] chas1 = stri.toCharArray(); 

char[] chas2 = str2.toCharArray(); 

int[] map = new int[256]; 

for (int i = 0; i < chas1.length; i++) { 
map[chasi[i]]++; 

) 

for (int i = 0; i < chas2.length; i++) { 
if (map[chas2[i]]-- == 0) I 


return false; 


) 


return true; 


} 


如 末 字 符 的 类 型 很 多 ， 可 以 用 哈 希 表 代 答 长 度 为 256 的 整 型 数组 ， 
但 整体 过 程 不 变 。 如 果 字 符 的 种 类 为 M ，str1 和 str2 的 长 度 为 N AZ 
方法 的 时 间 复 杂 度 为 O (W)， 人 额外 空间 复杂 度 为 O (M )。 


字符 串 中 数字 子 吕 的 求 和 
【题目 】 
给 定 一 个 字符 串 str， 求 其 中 全 部 数字 串 所 代表 的 数字 之 和 。 
【要 求 】 
1. 忽略 小 数 点 字符 ， 例 如 "Al1.3"， 其 中 包含 两 个 数字 1 和 3。 


2. 如 果 紧 贴 数字 子 串 的 左 侧 出 现 字 符 "-"， 当 连续 出 现 的 数量 为 奇 
数 时 ， 则 数字 视 为 负 ， 连 续 出 现 的 数量 为 偶数 时 ， 则 数字 视 为 正 。 例 
如 ，"A-1BC--12"， 其 中 包含 数字 为 -1 和 12。 


【举例 】 
str="A1CD2E33"， 返 回 36。 
str="A-1B--2C--D6E"， 返 回 7。 
【难度 】 
E KRO 
【解答 】 


解雇 本 题 能 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (CN )、 额 外 空间 复杂 上 度 为 O (DET 
法 有 很 多 。 本 书 仅 提供 一 种 供 读者 参考 。 解 法 的 关键 是 如 何在 从 左 到 右 
角 历 str 时 ， 准 确 收集 每 个 数字 并 累加 起 来 。 具 体 过 程 如 下 : 











1. 生成 三 个 变量 。 整 型 变量 res， 表 示 目 前 的 累加 和 ; 整 型 变量 
num， 表 示 当 前 收集 到 的 数字 ;布尔 型 变量 posi， 表 示 如 果 把 hum 累加 


到 res 里 ，num 是 正 还 是 负 。 初 始 时 ，res=0，num=0，posi=true。 








2. 从 左 到 右 壳 历 str， 假 设 壳 历 到 字符 cha， 根 据 具 体 的 cha 有 不 同 
的 处 理 。 


3. 如果 cha 是 '0' —9 ，cha-'0' 的 值 记 为 cur， 假 设 之 前 收集 的 数字 
为 num， 此 时 举例 说 明 。 比 如 str="123"， 初 始 时 num=0，posi=true。 当 
cha=='1 时 ，num 变 成 1 cha=='2?' 时 ，num 变 成 12，cha=='3:' 时 ，num 变 成 
123。 再 如 str="-123"， 初 始 时 num=0，posi=true。 当 cha==' -' 时 ，posi 变 
成 false，cha 不 是 '0” 一 '9' 的 情况 接 下 来 会 说明 ， 读 者 可 以 先 认 为 在 收集 
数字 时 posi 的 符号 一 定 是 正确 的 。cha=='1 时 ，num 变 成 -1， 
cha=='2' 时 ，num 变 成 -12。cha=='3' 时 ，num 变 成 -123。 总 之 ，num = 


num * 10 + (posi ? cur: -cur). 





4. 如 果 cha 不 是 '0' 一 '9'， 此 时 不 管 cha 具 体 是 什么 ， 都 是 累加 时 ， 
令 res+=num， 然 后 令 num=0， 累 加 完 num 当 然 要 清 零 。 累 加 完成 后 ， 再 
看 cha 上 有 具体 的 情况 。 如 果 cha 不 是 字符 ”-'， 令 posi=true， 即 如 果 cha 既 不 是 
数字 字符 ， 也 不 是 -字符 ，posi 都 变 为 tue。 如 果 cha 是 字符 ?-'， 此 时 看 
cha 的 前 一 个 字符 ， 如 果 前 一 个 字符 也 是 -字符 ， 则 posi 改 变 符号 ， 即 


posi=! posi; 人 否则 令 posi=false。 





5. 既然 我 们 把 累加 的 时 机 放 在 了 cha 不 是 数字 字符 的 时 候 ， 那 么 如 
果 str 是 以 数字 字符 结尾 的 ， 会 出 现 最 后 一 个 数字 没有 累加 的 情况 。 所 以 
思 历 完成 后 ， 令 res+=num， 防 止 最 后 的 数字 四 加 不 上 的 情况 发 生 。 


6. 最 后 返回 res。 





具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 numSum 方 法 。 


public int numSum(String str) { 
if (str == null) { 
return 0; 
) 
char[] charArr = str.toCharArray(); 
int res = 0; 
int num = 0; 
boolean posi = true; 
int cur = 0; 
for (int i = 0; i < charArr.length; i++) I 
cur = charArr[i] - 'O' ; 
if (cur < © || cur > 9) I 
res += num; 
num = 0; 
if (charArr[i] == ' -') I 
if (i - 1 > -1 && charA 
posi = ! posi; 
} else { 
posi = false; 
) 
} else { 
posi = true; 
} 
} else { 


num = num * 10 + (posi ? cur 


} 
res += num; 


return res; 


LEFT PER LK 个 0 的 子 串 


【题目 】 
给 定 一 个 字符 串 str 和 一 个 整数 K ， 如 果 str 中 正好 有 连续 的 k NOF 
符 出 现时 ， 把 k 个 连续 的 ;0 字符 去 除 ， 返 回 处 理 后 的 字符 串 。 
【举例 】 
str="A00B"，k=2， 返 回 "A00B"。 
str="A0000B000"，k=3， 返 回 "A0000B"。 
【 难度 】 
E ORA 
【解答 】 


解雇 本 题 能 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (CN )、 额 外 空间 复杂 上 度 为 O (DET 
法 有 很 多 。 本 书 仅 提供 一 种 供 读者 参考 。 解 法 的 关键 是 如 何在 从 左 到 右 
strit, KERE ERA ”个 0" 的 字符 串 都 找到 ， 然 后 把 字符 ?0 去 
掉 。 有 具体 过 程 如 下 : 








1. 生成 两 个 变量 。 整 型 变量 count， 表 示 目 前 连续 个 '0’ 的 数量 ， 整 
型 变量 start， 表 示 连 续 个 '0; 出 现 的 开始 位 置 。 初 始 时 ，count=0， 


start=-1. 





2. 从 左 到 右 遍 历 str， 假 设 遍 历 到 i 位 置 的 字符 为 cha， 根 据 具体 的 


cha 有 不 同 的 处 理 。 





3. 如 果 cha 是 字符 :0'， 令 start = start == -1 ? i: start， 表 示 如 果 start 
等 于 -1， 说 明之 前 没 处 在 发 现 连续 的 0 的 阶段 ， 那 么 令 start=i > KINE 
续 的 ;0; 从 i ”位置 开始 ， 如 果 start 不 等 于 -1， 说 明之 前 就 已 经 处 在 发 现 连 
续 的 ;0 的 阶段 ， 所 以 start 不 变 。 令 count++。 





4. 如 果 cha 不 是 字符 "0'"， 是 去 挥 连续 '0’ 的 时 刻 。 首 先 看 此 时 count 
ÆT” ， 如 果 每 于 ， 说 明之 前 发 现 的 连续 k 个 ;0 可 以 从 start 位 置 开 
始 去 揉 ， 如 果 不 等 于 ， 说 明之 前 发 现 的 连续 的 ?0 数量 不 是 k 个 ， 则 不 能 
Afi. Ha+count=0, start=-1. 


5. 既然 把 去 挥 连续 ;0 的 时 机 放 在 了 cha 不 是 字符 ;0 的 时 候 ， 那 么 
如 果 str 是 以 字符 '0' 结 尾 的 ， 可 能 会 出 现 最 后 一 组 正好 有 连续 的 k NOF 
符 出 现 而 没有 去 抒 的 情况 。 所 以 壳 历 完成 后 ， 再 检查 一 下 count 是 否 等 
于 K ， 如 果 等 于 ， 就 去 邱 最 后 一 组 连续 的 K 个 0'。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 removeKZeros 方 法 。 


public String removeKZeros(String str, int k) { 

if (str == null || k < 1) { 
return str; 

} 

char[] chas = str.toCharArray(); 

int count = 0, start = -1; 

for (int i = 0; i ! = chas.length; i++) { 
if (chas[i] == '0') I 


count++; 


start = start == -1 ? i : start 
} else { 
if (count == k) { 
while (count-- ! = 0) 


chas[start++] = 


) 
if (count == k) { 
while (count-- ! = 0) 
chas[start++] = 0; 
) 


return String.valueOf(chas); 


Fl IT PP RE HER NE bø] 
【题目 】 


如 果 一 个 字符 串 str， 把 字符 串 str 前 面 任意 的 部 分 挪 到 后 面 形成 的 字 
符 串 叫 作 str 的 旋转 词 。 比 如 str="12345"，str 的 旋转 词 
有 "12345"、"23451"、"34512"、"45123" 和 "51234"。 给 定 两 个 字符 串 a 和 
b， 请 判断 a 和 b 是 否 互 为 旋转 词 。 


【举例 】 
a="cdab"，b='"abcd"， 返 回 true。 
a="1ab2"，b='"ab12"， 返 回 false。 
a="2ab1"，b="ab12"， 返 回 true。 


【要 求 】 





如 果 a 和 b 长 度 不 一 样 ， 那 么 a 和 b 必 然 不 互 为 旋转 词 ， 可 以 直接 返回 
false。 当 a 和 b 长 度 一 样 ， 都 为 N 时 ， 要 求解 法 的 时 间 复 杂 度 为 O (N )。 


【 难度 】 
E kk kk 
【解答 | 


本 题 的 解法 非常 简单 ， 如 果 a 和 b 的 长 度 不 一 样 ， 字 符 串 a 和 b 不 可 能 





互 为 旋转 词 。 如 果 a 和 Pb 长 度 一 样 ， 先 生成 一 个 大 字符 串 b2，b2 是 两 个 字 
符 串 b 拼 在 一 起 的 结果 ， 即 String b2 =b + b。 然 后 看 b2 中 是 否 包含 字符 
串 a， 如 果 包 含 ， 说 明 字 符 串 a 和 b 互 为 旋转 词 ， 否 则 说 明 两 个 字符 串 不 
互 为 旋转 词 。 这 是 为 什么 呢 ? 举例 说 明 ， 假 设 a="cdab"，b='"abcd"。 
b2="abcdabcd"，b2[0..3]=="abcd" 是 b 的 旋转 词 ，b2[1..4]=="bcda" 是 b 的 旋 
转 词 ..…....b2[i..i+3] 都 是 b 的 旋转 词 ，b2[4..7]=="abcd" 是 b 的 旋转 词 。 由 此 
可 见 ， 如 果 一 个 字符 串 b 长 度 为 N 。 在 通过 b 生 成 的 b2 中 ， 任 意 长 度 为 N 
的 子 串 都 是 b 的 旋转 词 ， 并 且 b2 中 包含 字符 串 b 的 所 有 旋转 词 。 所 以 这 种 
方法 是 有 效 的 ， 请 参看 如 下 代码 中 的 jisRotation 方 法 。 








public boolean isRotation(String a, String b) { 
if (a == null || b == null || a.length() ! = b. 
return false; 
) 
String b2 = b + b; 
return getIndexOf(b2, a) ! = -1; // getIndexOf 
) 


isRotation 方 法 中 getIndexOf 函 数 的 功能 是 如 果 b2 中 包含 as， 则 返回 a 
在 b2 中 的 开始 位 置 ， 如 果 不 包含 a， 则 返回 -1， 即 getIndexOf 是 解决 匹配 
问题 的 函数 ， 如 果 想 让 整个 过 程 在 O_ (N ) 的 时 间 复 杂 度 内 完成 ， 那 么 字 
符 串 匹配 问题 也 需要 在 O (CN ) 的 时 间 复 杂 度 内 完成 。 这 正 是 KMP 算 法 做 
的 事情 ，getIndexOf 疯 数 就 是 KMP 算 法 的 实现 。 否 要 了 解 KMP 算 法 的 过 
程 和 实现 ， 请 参看 本 书 “KMP 算 法 ”的 内 容 。 








GF EE FE ESTE 


LAH] 





给 定 一 个 字符 串 str， 如 果 str 符 合 日 党 书写 的 整数 形式 ， 并 且 属 于 32 
位 整数 的 范围 ， 返 回 str 所 代表 的 整数 值 ， 人 否则 返回 0。 


【举例 ] 
str="123", 3% [F]123. 
str="023"， 因 为 "023" 不 符合 日 常 的 书写 习惯 ， 所 以 返回 0。 
str="A13"， 返 回 0。 
str="0"， 返 回 0。 
str="2147483647"， 返 回 2147483647。 
str="2147483648"， 因 为 溢出 了 ， 上 所 以 返回 0。 
str="-123"， 返 回 -123。 
【难度 】 
Wo kkk 


【解答 】 








解决 本 题 的 方法 有 很 多 ， 本 书 仅 提供 一 种 供 读者 参考 。 首 移 检 查 str 


eae ABS BOBS, RAAKA T : 


1 如果 str 不 以 ”开头 ， 也 不 以 数字 字符 开头 ， 例 如 ， 
str=="A12", J&[Hlfalse. 


2. 如 果 str 以 “-” 开 头 。 但 是 str 的 长 度 为 1， 即 st=="-"， 返 回 false。 
如 果 str 的 长 度 大 于 1， 但 是 “-” 的 后 面 紧 跟 着 “0”， 例 如 ， 
str=="-0" 或 "-012"， 返 回 false。 


3， 如 果 str 以 “0 开头 ， 但 是 str 的 长 度 大 于 1， 例 如 ，str=="023"， 返 
[Hl false. 


4. 如 果 经 过 步骤 1 一 步骤 3 都 没有 返回 ， 接 下 来 检查 str[1..N-1] 是 人 否 
都 是 数字 字符 ， 如 果 有 一 个 不 是 数字 字符 ， 返 回 false。 如 果 都 是 数字 字 
符 ， 说 明 str 符 合 日 党 书写 ， 返 回 true。 


具体 检查 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isValid 方 法 。 


public boolean isValid(char[] chas) { 
if (chas[O] ! = " -' && (chas[O] < 'O' || chas[ 


return false; 


} 

if (chas[O] == ' -' && (chas.length == 1 || cha 
return false; 

) 

if (chas[O] == '0' && chas.length > 1) { 
return false; 

i 


for (int i = 1; i < chas.length; i++) { 


if (chas[i] < '@' || chas[i] > '9') I 


return false; 


} 


return true; 


} 





如 末 str 不 符合 日 第 书写 的 整数 形式 ， 根 据 题目 要 求 ， 和 直接 返回 0 即 
可 。 如 果 符合 ， 则 进行 如 下 转换 过 程 : 








1. 生成 4 个 变量 。 布 尔 型 常量 posi， 表 示 转 换 的 结果 是 负数 还 是 非 
负数 ， 这 完全 由 str 开 头 的 字符 决定 ， 如 末 以 “- "开头 ， 那 么 转换 的 结果 
一 定 是 负数 ， 则 posi 为 false， 人 否则 posi 为 tue。 整 型 销量 minq，minq 等 于 
Integer.MIN_VALUE/10， 即 32 位 整数 最 小 值 除 以 10 得 到 的 商 ， 其 意义 稍 
后 说 明 。 整 型 常量 minr，minr 等 于 Integer.MIN_VALUE%10， 即 32 位 整 
数 最 小 值 除 以 10 得 到 的 余数 ， 其 意义 稍 后 说 明 。 整 型 变量 res， 转 换 的 结 
果 ， 初 始 时 res=0。 


2.32 位 整数 的 最 小 值 为 -2147483648，32 位 整数 的 最 大 值 为 
2147483647。 可 以 看 出 ， 最 小 值 的 绝对 值 比 最 大 值 的 绝对 值 大 1， 所 以 
转换 过 程 中 的 绝对 值 一 律 以 负数 的 形式 出 现 ， 然 后 根据 posi 决 定 最 后 返 
回 什 么 。 比 如 str="123"， 转 换 完 成 后 的 结果 是 -123，posi=true， 所 以 最 
后 返回 123。 再 如 str="-123"， 转 换 完 成 后 的 结果 是 -123，posi=false， 所 
以 最 后 返回 -123。 比 如 str="-2147483648"， 转 换 完成 后 的 结 
是 -2147483648，posi=false， 所 以 最 后 返回 -2147483648。 比 如 
str="2147483648"， 转 换 完 成 后 的 结果 是 -2147483648，posi=true， 此 时 
发 现 -2147483648 变 成 2147483648 会 产生 洲 出 ， 所 以 返回 90。 也 就 是 说 ， 
既然 负数 比 正 数 拥有 更 大 的 绝对 值 范围 ， 那 么 转换 过 程 中 一 律 以 负数 的 


形式 记录 绝对 值 ， 最 后 再 决定 返回 的 数 到 底 是 什么 。 


3. 如 果 str 以 '-: 开 头 ， 从 str[1] 开 始 从 左 往 右 遍 历 str， 否 则 从 str[0] 开 
始 从 左 往 右 遍 历 str。 举 例 说 明 转 换 过 程 ， 比 如 str="123"， 遍 历 到 ”1 时， 
res=res*10+(-1)==-1, WP E], res=res*10+(-2)==-12, W) 
APAT, res=res*10+(-3)==-123. Hülistr="-123", FFP- Bk, MF 
REPLIE, res=res*10+(-1)==-1, WAPAT, res=res*10+ 
(-2)==-12， 遍 历 到 3’ 时，res=res*10+(-3)==-123。 遍 历 的 过 程 中 如 何 判 
Wres Zeit 1? 假设 当前 字符 为 a， 那 么 '0' -a 就 是 当前 字符 所 代表 的 
数字 的 负数 形式 ， 记 为 cur。 如 果 在 res 加 上 cur 之 前 ， 发 现 res 已 经 小 于 
mind， 那 么 当 res 加 上 cur 之 后 一 定 会 溢出 ， 比 如 str="3333333333"， 通 历 
完 倒 数 第 二 个 字符 后 ，res==-333333333 < ming==-214748364， 所 以 当 
裔 历 到 最 后 一 个 字符 时 ，res*10 肯 定 会 产生 洲 出 。 如 果 在 res 加 上 cur 之 
前 ， 发 现 res 等 于 minqg， 但 又 发 现 cur 小 于 minr， 那 么 当 res 加 上 cur 之 后 一 
定 会 溢出 ， 比 如 str="2147483649"， 遍 历 完 倒数 第 二 个 字符 后 ， 
res==-214748364 == minqg， 当 台历 到 最 后 一 个 字符 时 发 现 有 res==mindq， 
同时 也 发 现 cur==-9 < minr==-8， 那 么 当 res 加 上 cur 之 后 一 定 会 溢出 。 出 
现任 何 一 种 溢出 情况 时 ， 直 接 返 回 0。 














4. 人 表 历 后 得 到 的 res 根 据 posi 的 符号 决定 返回 值 。 如 果 posi 为 true， 
说 明 结 果 应 该 返回 正 ， 否 则 说 明 应 该 返回 负 。 如 果 res 正 好 是 32 位 整数 的 
最 小 值 ， 同 时 义 有 posi 为 tue， 说 明 洪 出 ， 直 接 返 回 0。 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 convert 方 法 。 


public int convert(String str) { 
if (str == null || str.equals("")) I 
return 0; // 不 能 转 


} 
char[] chas = str.toCharArray(); 
if (! isValid(chas)) { 
return 0; // 不 能 转 
} 
boolean posi = chas[0] == ' -' ? false : true; 
int ming = Integer.MIN_VALUE / 10; 
int minr = Integer.MIN VALUE % 10; 
int res = 0; 
int cur = 0; 
for (int i = posi ? 0 : 1; i < chas.length; i++ 
cur = 'O' - chas[i]; 
if ((res < ming) || (res == ming && cur 
return 0; // 不 能 转 
} 
res = res * 10 + cur; 
} 
if (posi && res == Integer.MIN VALUE) { 
return 0; // 不 能 转 
i; 


return posi ? -res : res; 


B PRP AT ER ESE EN AUTRE TATE 


LAH] 


给 定 三 个 字符 串 str、from 和 to， 把 str 中 所 有 from 的 子 串 全 部 蔡 换 成 
to 字符 串 ， 对 连续 出 现 from 的 部 分 要 求 只 蔡 换 成 一 个 to 字符 串 ， 返 回 最 
终 的 结果 字符 串 。 


【举例 】 
str="123abc", from="abc", to="4567", i&[8]"1234567". 
str="123", from="abc", to="456", jx[F|"123". 
str="123abcabc", from="abc", to="X", ;&[F]"123X". 
【难度 】 
E HN 


【解答 】 





解决 本 题 的 方法 有 很 多 。 本 书 仅 提供 一 种 供 读者 参考 。 如 果 把 str 看 
作 字 符 类 型 的 数组 ， 首 先 把 str 中 from 部 分 所 有 位 置 的 字符 编码 设 为 
0 GIEF) ， 比 如 ，str="12abcabca4"，from="abc"， 处 理 后 str 为 ['1' 
，'2'，0，0，0，0，0，0，'a' ，'4']。 具 体 过 程 如 下 : 





1. 生成 整 型 变量 match， 表 示 目 前 匹配 到 from 字 符 串 的 什么 位 置 ， 
初始 时 ，match=0。 





2. 从 左 到 右 过 历 str 中 的 每 个 字符 ， 假 设 当前 遍历 到 str[j]。 


3. 如 果 str[i]==from[match]。 如 果 match 是 from 最 后 一 个 字符 的 位 
置 ， 说 明 在 str 中 发 现 了 from 字 符 串 ， 则 从 i MENJAM 个 位 置 ， 都 把 
字符 编码 设 为 0，M 为 from 的 长 度 ， 设 置 完成 后 令 match=0。 如 果 match 
不 是 from 最 后 一 个 字符 的 位 置 ， 令 match++。 继 续 过 历 str 的 下 一 个 字 
符 。 


4. 吉 果 str[i]! ”=from[match]， 说 明 匹 配 失 败 ， 令 match=0， 即 回 到 
from tk EF ULL. ARE I strå) N- NF. 


通过 上 面 的 过 程 ， 接 下 来 替换 就 比较 容易 ， 比 如 [1 "2, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 'a , '4 ]， 将 不 为 0 的 区 域 拼 在 一 起 ， 连 续 为 0 的 部 分 用 to 
来 替换 ， 即 "12"+to+"a4" 即 可 。 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 replace 方 法 。 


public String replace(String str, String from, String t 
if (str == null || from == null || str.equals(" 
return str; 
) 
char[] chas = str.toCharArray(); 
char[] chaf = from.toCharArray(); 
int match = 0; 
for (int i = 0; i < chas.length; i++) { 
if (chas[i] == chaf[match++]) I 
if (match == chaf.length) { 


clear(chas, i, chaf.len 


I 
} else £ 
match = 0; 
} 
} 
String res = ""; 
String cur = ""; 


for (int i = 0; i < chas.length; i++) { 
if (chas[i] ! = 0) { 


cur = cur + String.valueOf(chas 


i; 

if (chas[i] == © && (i == © || chas[i - 
res = res + cur + to; 
cur = ""; 

} 


} 
if (! cur.equals("")) { 
res = res + cur; 
) 
return res; 
} 
public void clear(char[] chas, int end, int len) { 
while (len-- ! = 0) { 
chas[end--] = 0; 


字符 串 的 统计 字符 串 
LAH] 


给 定 一 个 字符 串 str， 返 回 str 的 统计 字符 串 。 例 如 ，"aaabbadddffc" 的 


【补充 题目 】 


给 定 一 个 字符 串 的 统计 字符 串 cstr， 再 给 定 一 个 整数 index， 返 回 cstr 
所 代表 的 原始 字符 串 上 的 第 index 个 字符 。 例 如 ，"a_1_b_100" 所 代表 的 
原始 字符 串 上 第 0 个 字符 是 'a'"， 第 50 个 字符 是 'b'。 


【 难度 】 
E kk kk 


【解答 】 





原 问 题 。 解 决 原 问 题 的 方法 有 很 多 ， 本 书 仅 提 供 一 种 供 读者 参考 。 
具体 过 程 如 下 : 


1， 如 果 st 为 空 ， 那 么 统计 字符 串 不 存在 。 


2. 如 果 str 不 为 空 。 首 先生 成 String 类 型 的 变量 res， 表 示 统 计 字 符 
串 ， 还 有 整 型 变量 num， 代 表 当 前 字符 的 数量 。 初 始 时 字符 串 res 只 包含 
str 的 第 0 个 字符 (str[0)， 同 时 num=1。 


3. 从 str[1] 位 置 开 始 ， 从 左 到 右 壳 历 str， 假 设 般 历 到 i MA. WR 


str[i]==str[fi-1]， 说 明 当 前 连续 出 现 的 字符 (str[i-1]) 还 没 结束 ， 令 num++， 
然后 继续 遍历 下 一 个 字符 。 如 果 str[i! =str[i-1]， 说 明 当 前 连续 出 现 的 字 
*F(str[i-1) LÆSER, Æres=res+" "+num+" "+str[i], NAS num=1, Å 
Em FPE A H Ze ET UR, ÆRE 
Vi"aaabbadddffc"Z ff, res="a", num=1. Fijst[1—2]H, FRE 
处 在 连续 的 状态 ， 所 以 num 增 加 到 3。 遍 历 str[3] 时 ， 字 符 'a’? 连 续 状态 停 
IE, Æres=res+" "+"3"+" "+"b" (EJ"a 3 b") , num=1. ÆAstr[4], + 
Ab IEA, num hpa. ss], Pa ERA E, 
令 res 为 "a 3 b 2 a"，num=1。 依 此 类 推 ， 当 过 历 到 最 后 一 个 字符 时 ， 


4. 对 于 步骤 3 中 的 每 一 个 字符 ， 无 论 连 续 还 是 不 连续 ， 都 是 在 发 现 
一 个 新 字符 的 时 候 再 将 这 个 字符 连续 出 现 的 次 数 放 在 res 的 最 后 。 所 以 当 
授 历 结 束 时 ， 最 后 字符 的 次 数 还 没有 放 入 res， 所 以 最 后 令 
res=res+" "+num。 在 步骤 3 的 例子 中 ， 当 过 历 结 束 时 ，res 


有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getCountString 方 法 。 


public String getCountString(String str) { 
if (str == null || str.equals("")) { 
return ""; 
} 
char[] chs = str.toCharArray(); 
String res = String.valueOf(chs[0]); 
int num = 1; 


for (int i = 1; i < chs.length; i++) { 


if (chs[i] ! = chs[i - 1]) { 
res = concat(res, String.valueOf(num), 
num = 1; 

} else { 


num++; 


} 
return concat(res, String.valueOf(num), ""); 
} 
public String concat(String si, String s2, String s3) { 


return si + "_" + 52 + (S3.equals("") ? s3 : " 


补充 问题 。 求 解 的 具体 过 程 如 下 : 


1. 布尔 型 变量 stage，stage 为 true 表 示 目 前 处 在 遇 到 字符 的 阶段 ， 
stage 为 false 表 示 目 前 处 在 遇 到 连续 字符 统计 的 阶段 。 字 符 型 变量 cur， 
表示 在 上 一 个 遇 到 字符 阶段 时 ， 遇 到 的 是 cur 字 符 。 整 型 变量 num， 表 示 
在 上 一 个 遇 到 连续 字符 统计 的 阶段 时 ， 字 符 出 现 的 数量 。 整 型 变量 
sum， 表 示 目 前 过 历 到 cstr 的 位 置 相当 于 原 字符 串 的 什么 位 置 。 初 始 时 ， 
stage=true，cur=0 《字符 编码 为 0 表示 空 字 符 ) ，num=0，sum=0。 














2. 从 左 到 右 壳 历 cstr， 举 例 说 明 这 个 过 程 ，cstr="a_100_b_ 2 c 4", 
index=105. WA Séstr[O]=='a’ Ja, WK Piss? a’, Blcur='a'. AS) 
str[1]=="_', FEAR ER, Ma BSE AE YT BEE IE BEE EF 
计 的 阶段 ， 即 stage=! stage. WA Ælstr[2]=='1H}, num=1; 过 到 
str[3]=='0 H}, num=10; 遇 到 str[4]=='0' 时 ，num=100;， i Fljstr[5]==' _', 
表示 遇 到 连续 字符 统计 的 阶段 变 为 遇 到 字符 的 阶段 ， 遇 到 str[6]==b'， 一 


个 新 的 字符 出 现 了 ， 此 时 令 sum+=num (Ellsum=100) ，sum 表 示 目 前 原 
字符 串 走 到 什么 位 置 了 ， 此 时 发 现 sum 并 未 到 达 index 位 置 ， 说 明 还 要 继 
续 遍 历 ， 记 录 下 过 到 了 字符 'b'"， 即 cur='b'"， 然 后 令 num=0， 因 为 字 

符 ?a 的 统计 已 经 完成 ， 现 在 num 开 始 表示 字符 多 "的 连续 数量 。 也 就 是 

说 ， 每 遇 到 一 个 新 的 字符 ， 都 把 上 一 个 已 经 完成 的 统计 数 num 加 到 sum 
上 ， 再 看 sum 是 否 到 达 index， 如 果 已 到 达 ， 就 返回 上 一 个 字符 cur， 如 果 
kalk, HÆR. 


3. 每 个 字符 的 统计 都 在 遇 到 新 字符 时 加 到 sum E, Pr D Si ASER 
时 ， 最 后 一 个 字符 的 统计 数 并 不 会 加 到 sum 上， 最 后 要 单独 加 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getCharAt 方 法 。 


public char getCharAt(String cstr, int index) { 

if (cstr == null || cstr.equals("")) { 
return 0; 

} 
char[] chs = cstr.toCharArray(); 
boolean stage = true; 
char cur = 0; 
int num = 0; 


int sum = 0; 


for (int i = 0; i ! = chs.length; i++) I 
if (chs[i] == ' _') { 
stage = ! stage; 


} else if (stage) { 
sum += num; 


if (sum > index) { 


return cur; 


} 
num = 0; 
cur = chsfil; 
} else { 
num = num * 10 + chs[i] - '0' 


} 


return sum + num > index ? cur : 0; 


判断 字符 数组 中 是 否 所 有 的 字符 都 只 
出 现 过 一 次 


LAH] 


给 定 一 个 字符 类 型 数组 chas[]， 判 断 chas 中 是 否 所 有 的 字符 都 只 出 
现 过 一 次 ， 请 根据 以 下 不 同 的 两 种 要 求实 现 两 个 函数 。 





【举例 】 
chas=['a', 'b', 'c'], i&[ltrue; chas=['1', '2', '1'], GR Hlfalse. 


【要 求 】 





1. 实现 时 间 复 杂 度 为 O CN ) 的 方法 。 





2. 在 保证 额外 空间 复杂 度 为 O (的 前 担 下 ， 请 实现 时 间 复 杂 上 度 尽 
量 低 的 方法 。 


【 难度 】 





按 要 求 1 实现 的 方法 EKK 





按 要 求 2 实现 的 方法 ER tonn 
【解答 】 


要 求 1。 裔 历 一 裔 chas， 用 map 记 录 每 种 字符 的 出 现 情况 ， 这 样 束 可 
以 在 遍历 时 发 现 字符 重复 出 现 的 情况 ，map 可 以 用 长 度 固 定 的 数组 实 


现 ， 也 可 以 用 哈 希 表 实 现 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 isUniquel 方 法 。 


public boolean isUniquei(char[] chas) { 
if (chas == null) { 
return true; 
) 
boolean[] map = new boolean[256]; 
for (int i = 0; i < chas.length; i++) { 
if (map[chas[i]]) { 
return false; 
} 
map[chas[i]] = true; 
} 
return true; 


} 


EDR. TERE Ete chast F, HA AA NMF FANE — 
i, PRAIA A BR PAT ARE AZ, TV Tel SEE 
择 什么 样 的 排序 算法 。 因 为 必须 保证 额外 空间 复杂 度 为 O (1)， 所 以 本 题 
征 考 碍 面试 者 对 经 典 排 序 算 法 在 额外 空间 复杂 上 度 方 面 的 理解 程度 。 首 
先 ， 任 何 时间 复 杂 度 为 0 (N  ) 的 排序 算法 做 不 到 额外 空间 复杂 上 度 为 O 
(1)， 因 为 这 些 排序 算法 不 是 基于 比较 的 排序 算法 ， 所 以 有 多 少 个 数 都 
得 “ 装 下 ?， 人 然后 按照 一 定 顺 序 “ 倒 出 ?来 完成 排序 。 有 具体 细节 请 读者 查阅 
相关 图 书 中 有 关 桶 排序 、 基 数 排序 、 计 数 排序 等 内 容 。 然 后 看 时 间 复 杂 
度 O (N logN ) 的 排序 算法 ， 币 见 的 有 归并 排序 、 快 速 排序 、 希 尔 排序 和 
堆 排 序 。 归 并 排序 首先 被 排除 ， 因 为 归并 排序 中 有 两 个 小 组 合并 成 一 个 
大 组 的 过 程 ， 这 个 过 程 需 要 辅助 数组 才能 完成 ， 尽 管 归并 排序 可 以 使 用 























手 摇 算法 将 额外 空间 复杂 度 降 至 O (D)， 但 这 样 最 差 情况 下 的 时 间 复 杂 度 
会 因此 上 升 至 O(N“)。 快 速 排序 也 被 排除 ， 因 为 无 论 选择 递归 实现 还 是 
非 递 归 实 现 ， 快 速 排序 的 额外 空间 复杂 度 最 低 ， 为 O (logN )， 不 能 

到 O (1) 的 程度 。 希 尔 排序 同样 被 排除 ， 因 为 希 尔 排序 的 时 间 复 森 度 并 不 
固定 ， 成 败 完 全 在 于 步 长 的 选择 ， 如 果 选 择 不 当 ， 时 间 复 杂 度 会 变 成 O 
(N“)。 这 四 种 经 典 排序 中 ， 只 有 堆 排 序 可 以 做 到 额外 空间 复杂 度 为 O (1) 
的 情况 下 ， 时 间 复 茶 度 还 能 稳定 地 保持 O (N logN )。 那 么 堆 排 序 就 是 答 
和 案 ， 面 试 者 似乎 只 要 写 出 堆 排 序 的 大 体 过 程 ， 要 求 2 的 实现 就 能 完成 。 

















但 遗憾 的 是 ， 虽 然 堆 排序 的 确 是 答案 ， 但 大 部 分 资料 提供 的 堆 排 序 
的 实现 却 是 基于 递归 函数 实现 的 。 而 我 们 知道 递归 函数 需要 使 用 函数 栈 
空间 ， 这 样 堆 排序 的 额外 空间 复杂 上 度 就 增加 人 至 O (logN )。 所 以 ， 如 果真 
正 想 达到 要 求 2 的 实现 ， 面 试 者 需要 用 非 递归 的 方式 实现 堆 排序 。 要 求 2 
的 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 isUnique2 方 法 ， 其 中 的 heapSort 方 法 是 堆 排 
序 的 非 递归 实现 。 














public boolean isUnique2(char[] chas) { 
if (chas == null) { 
return true; 
) 
heapSort(chas); 
for (int i = 1; i < chas.length; i++) { 
if (chas[i] == chas[i - 1]) { 


return false; 


} 


return true; 


public void heapSort(char[] chas) { 
for (int i = 0; i < chas.length; i++) { 
heapInsert(chas, 1); 
) 
for (int i = chas.length - 1; i > 0; i--) I 
swap(chas, 0, 1); 


heapify(chas, 0, i); 


public void heapInsert(char[] chas, int i) { 
int parent = 0; 
while (i ! = 0) £ 
parent = (i - 1) / 2; 
if (chas[parent] < chas[i]) { 
swap(chas, parent, i); 
1 = parent; 
} else { 


break; 


public void heapify(char[] chas, int i, int size) { 


int left = i * 2+ 1; 


int right = i * 2 + 2; 
int largest = i; 
while (left < size) { 
if (chas[left] > chas[i]) { 
largest = left; 
) 
if (right < size && chas[right] > chas[ 


largest = right; 


} 
if (largest ! = i) { 
swap(chas, largest, i); 
} else { 
break; 
) 


1 = largest; 
left =i*2+1; 


right = i * 2 + 2; 


public void swap(char[] chas, int index1, int index2) { 
char tmp = chas[index1]; 
chas[index1] = chas[index2]; 


chas[index2] = tmp; 


EAEE A TEKH ARTIT E 


LAH] 


给 定 一 个 字符 串 数 组 strs[]， 在 strs 中 有 些 位 置 为 null， 但 在 不 为 null 
的 位 置 上 ， 其 字符 串 是 按照 字典 顺序 由 小 到 大 依次 出 现 的 。 再 给 定 一 个 
字符 串 str， 请 返回 str 在 strs 中 出 现 的 最 左 的 位 置 。 


【举例 】 


Wot Wo 


strs=[null, "a", null, "a", null, "b", null, "c"], str="a", JAH] 


strs=[null, "a", null, "a", null, "b", null, "c"], str=null, HR str 


为 null， 就 返回 -1。 


strs=[null, "a", null, "a", null, "b", null, "c"], str="d", i& 


回 -1。 
DER] 
W kkk 
【解答 】 


本 题 的 解法 尽 可 能 多 地 使 用 了 二 分 查找 ， 具 体 过 程 如 下 : 





1. 假设 在 strs[left..right] 上 进行 查找 的 过 程 ， 全 局 整 型 变量 res 表 未 
字符 串 str 在 strs 中 最 左 的 位 置 。 初 始 时 ，left=0，right=strs.length-1， 





res=-1, 


2. Æmid=(left+right}/2, Milstrs[mid] Nstrs[left..right] F EJM E I 


3. 如 果 字 符 串 strs[mid] 与 str 一 样 ， 说 明 找 到 了 str， 令 res=mid。 但 
要 找 的 是 最 左 的 位 置 ， 所 以 还 要 在 左 半 区 寻找 ， 看 有 没有 更 左 的 str 出 
现 ， 所 以 令 right=mid-1， 然 后 重复 步骤 2。 


4. 如 果 字 符 串 strs[mid] 与 str 不 一 样 ， 并 且 strs[mid]! ”=nul， 此 时 可 
以 比较 strsrmid] 和 str， 如 果 strs[rmid] 的 字典 顺序 比 str 小 ， 说 明 整 个 左 半 
区 不 会 出 现 str， 需 要 在 右 半 区 寻找 ， 所 以 令 left=mid+1， 然 后 重复 步骤 
2, 


5. 如 果 字 符 串 strs[mid] 与 str 不 一 样 ， 并 且 strsrmidj==null， 此 时 从 
mid 开 始 ， 从 右 到 左 遍 历 左 半 区 〈 即 strs[left.mid]) 。 如 果 整 个 左 半 区 都 
为 null， 那 么 继续 用 二 分 的 方式 在 右 半 区 上 和 碍 找 《〈 即 令 left=mid+1) > ÅÅ 
HEST. MAREN RANA null, BM SVEN 
strs[left..mid] 时 ， 发 现 第 一 个 不 为 null 的 位 置 是 i , APA fUstrfilstrsfi HiT 
比较 。 如 果 strs 中 字典 顺序 小 于 str， 同 样 说 明 整 个 左 半 区 没有 str， 令 
left=mid+1， 然 后 重复 步骤 2。 如 果 strs[i 字 典 顺 序 等 于 str， 说 明 找 到 
str， 令 res=mid， 但 要 找 的 是 最 左 的 位 置 ， 所 以 还 要 在 strs[left..i-1] 上 和 寻 
找 ， 看 有 没有 更 左 的 str 出 现 ， 所 以 令 right=i -1， 然 后 重复 步骤 2。 如 果 
strs[ 订 字典 顺序 大 于 str， 说 明 strs[i..rightl 上 都 没有 str， 需 要 在 strs[left..i-3] 
上 ， 所 以 令 right=i -1， 然 后 重复 步骤 2。 





具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getIndex 方 法 。 


public int getIndex(String[] strs, String str) { 


if (strs == null || strs.length == 0 || str == 
return -1; 
} 
int res = -1; 
int left = 0; 
int right = strs.length - 1; 
int mid = 0; 
int i = 0; 
while (left <= right) { 
mid = (left + right) / 2; 
if (strs[mid] ! = null && strs[mid].equ 
res = mid; 
right = mid - 1; 
} else if (strs[mid] ! = null) { 
if (strs[mid].compareTo(str) < 
left = mid + 1; 
} else { 


right = mid - 1; 


} 
} else { 
i = mid; 
while (strs[i] == null && --i > 
if (1 < left || strs[i].compare 
left = mid + 1; 
} else { 


res = strs[i].equals(st 


} 


return res; 


FITE VE FR 


LAH] 


给 定 一 个 字符 类 型 的 数组 chas[]，chas 右 半 区 全 是 空 字 符 ， 左 半 区 
不 含有 空 字符 。 现 在 想 将 左 半 区 中 所 有 的 空格 字符 蔡 换 成 "%20"， 假 设 
chas 右 半 区 足够 大 ， 可 以 满足 蔡 换 所 需要 的 空间 ， 请 完成 替换 函数 。 





【举例 】 


如 果 把 chas 的 左 半 区 看 作 字 符 串 ， 为 "a b c"， 假 设 chas 的 右 半 区 足 
MK. FRE, chash HX J9"a%20b%20%20C" 


【要 求 】 
蔡 换 函数 的 时 间 复 杂 度 为 O (W)， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1)。 
【补充 题目 了 】 


给 定 一 个 字符 类 型 的 数组 chas[]， 其 中 只 含有 数字 字符 和 “*” 字 符 。 
现在 想 把 所 有 的 “*” 字 符 挪 到 chas 的 左边 ， 数 字 字 符 挪 到 chas 的 右边 。 请 
完成 调整 函数 。 





【举例 】 
如 果 把 chas 看 作 字 符 串 ， 为 "12**345"。 调 整 后 chas 为 "**12345"。 


【要 求 】 


1. 调整 函数 的 时 间 复 杂 度 为 O (W )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1)。 
2. 不 得 改变 数字 字符 从 左 到 右 出 现 的 顺序 。 

DER] 
E OXOX@X¢ 

【解答 】 


原 问 题 。 过 历 一 禹 可 以 得 到 两 个 信息 ，chas 的 左 半 区 有 多 大 ， 记 为 
len， 左 半 区 的 空格 数 有 多 少 ， 记 为 num， 那 么 可 知 空 格 字符 被 “9%20” 蔡 
代 后 ， 长 度 将 是 len+2*num。 接 下 来 从 左 半 区 的 最 后 一 个 字符 开始 倒 着 
授 历 ， 同 时 将 字符 复制 到 新 长 度 最 后 的 位 置 ， 并 依次 回 左 倒 着 复制 。 通 
到 空格 字符 就 依次 把 “0>、“2” 和 “%” 进 行 复制 。 这 样 就 可 以 得 到 蔡 换 后 
的 chas 数 组 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 replace 方 法 。 














public void replace(char[] chas) { 

if (chas == null || chas.length == 0) { 
return; 

) 

int num = 0; 

int len = 0; 

for (len = 0; len < chas.length && chas[len] ! 
if (chas[len] == ' ') I 


num++; 


} 


int j = len + num * 2 - 1; 


for (int i = len - 1; i > -1; i--) I 
if (chas[i] !=' '){ 
chas[j--] = chas[i]; 
} else { 
chas[j--] = '0' ; 
chas[j--] = '2' ; 


chas[j--] = ' %' ; 


} 





补充 问题 。 依 然 是 从 右 癌 左 倒 着 复制 ， 遇 到 数字 字符 则 直接 复制 ， 
遇 到 “*” 字 符 不 复制 。 当 把 数字 字符 复制 完 ， 把 左 半 区 全 部 设置 成 “*” 即 
可 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 modify 方 法 。 








public void modify(char[] chas) { 
if (chas == null || chas.length == 0) { 
return, 
} 
int j = chas.length - 1; 
for (int i = chas.length - 1; i> -1; i--) { 
if (chas[i] ! = ' *') I 


chas[j--] = chas[i]; 


} 
for (; j> -1; ) Ii 


chas[j--]="""' ; 


} 


以 上 两 道 题目 都 是 利用 倒 着 复制 这 个 技巧 ， 其 实 很 多 字符 串 问 题 也 
和 这 个 小 技巧 有 关 。 字 符 串 的 面试 题 一 般 不 会 太 难 ， 很 多 题目 都 是 考 奋 
代码 实现 能 力 的 。 








BEE SA ER 
【题目 】 


给 定 一 个 字符 类 型 的 数组 chas， 请 在 单词 间 做 逆序 调整 。 只 要 做 到 
单词 顺序 逆序 即 可 ， 对 空格 的 位 置 没 有 特别 要 求 。 











【举例 】 
如 果 把 chas 看 作 字 符 串 为 "dog loves pig"， 调 整 成 "pig Loves dog"。 
如 果 把 chas 看 作 字符 串 为 "Tm a student."， 调 整 成 "student. a I'm". 
【补充 题目 了 】 


给 定 一 个 字符 类 型 的 数组 chas 和 一 个 整数 size， 请 把 大 小 为 size 的 左 
半 区 整体 移 到 右 半 区 ， 右 半 区 整体 移 到 左边 。 





【举例 ] 
如 果 把 chas 看 作 字 符 串 为 "ABCDE"，size=3， 调 整 成 "DEABC"。 
【要 求 】 


如 果 chas 长 度 为 N ， 两 道 题 都 要 求 时 间 复 杂 度 为 O (N )， 额 外 空间 
复杂 上 度 为 O (1)。 


【 难度 】 


E KKK 


【解答 】 








原 问题 。 首 先 把 chas 整 体 逆序 。 在 逆序 之 后 ， 通 历 chas 找 到 每 一 个 
单词 ， 然 后 把 每 个 单词 里 的 字符 逆序 即 可 。 比 如 “dog loves pig”， 先 整 
体 逆 序 变 为 *gip sevol god”， 然 后 每 个 单词 进行 逆序 处 理 就 变 成 了 “pig 
loves ”dog”。 逆 序 之 后 找 每 一 个 单词 的 逻辑 ， 做 到 不 出 错 即 可 。 全 部 过 
程 请 参看 如 下 代码 中 的 rotateWord 方 法 。 











public void rotateWord(char[] chas) { 


if (chas == null || chas.length == 0) { 


return; 
} 
reverse(chas, 0, chas.length - 1); 
int 1 = -1; 
int r = -1; 


for (int i = 0; i < chas.length; i++) { 


if (chas[i] ! = ' ') I 
l =i == 0 || chas[i - 1] == '' ? 
r = i == chas.length - 1 || chas[i 
} 
if (1 ! = -1 &&r ! = -1) I 


reverse(chas, 1, r); 
上 1 


r= -1; 


public void reverse(char[] chas, int start, int end) { 
char tmp = 0; 
while (start < end) { 
tmp = chas[start]; 
chas[start] = chas[end]; 
chas[end] = tmp; 
start++; 


end--; 


补充 问题 ， 方 法 一 。 先 把 chas[0..size-1] 部 分 逆序 ， 再 把 chas[size..N- 
1] 部 分 逆序 ， 最 后 把 chas 整 体 逆序 即 可 。 比 如 ，chas="ABCDE"， 
size=3。 先 把 chas[0..2] 部 分 逆序 ，chas 变 为 "CBADE'"， 再 把 chas[3..4] 部 
分 逆序 ，chas 变 为 "CBAED"， 最 后 把 chas 整 体 逆 序 ，chas 变 
为 "DEABC'"。 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 rotate1 方 法 。 





public static void rotatei(char[] chas, int size) { 
if (chas == null || size <= 0 || size >= chas.l 
return; 
} 
reverse(chas, 0, size - 1); 
reverse(chas, size, chas.length - 1); 


reverse(chas, 0, chas.length - 1); 





方法 二 。 用 举例 的 方式 来 说 明 这 个 过 程 ，chas="1234567ABCD"， 


SiZe=7. 


1. 左 部 分 为 "1234567"， 夸 部 分 为 "ABCD"， 右 部 分 的 长 度 为 4， 比 
左 部 分 小 ， 所 以 把 左 部 分 前 4 个 字符 与 右 部 分 交换 ，chas[0..10] 变 
为 "ABCD5671234"。 石 部 分 小 ， 所 以 右 部 分 "ABCD" 换 过 去 再 也 不 需要 
移动 ， 剩 下 的 部 分 为 chas[4..10]= "5671234"。 左 部 分 大 ， 所 以 换 过 来 
的 "1234" 视 为 下 一 步 的 右 部 分 ， 下 一 步 的 左 部 分 为 “567”。 








2. 左 部 分 为 "567"， 右 部 分 为 "1234"， 左 部 分 的 长 度 为 3， 比 右 部 分 
小 ， 所 以 把 右 部 分 的 后 3 个 字符 与 左 部 分 交换 ，chas[4..10] 变 
为 "2341567"。 左 部 分 小 ， 所 以 左 部 分 "567" 换 过 去 再 也 不 需要 移动 ， 剩 
下 的 部 分 为 chas[4..7]= "2341"。 右 部 分 大 ， 所 以 换 过 来 的 "234" 视 为 下 一 
步 的 左 部 分 ， 下 一 步 的 右 部 分 为 "1"。 





3， 左 部 分 为 "234"， 右 部 分 为 "1"。 右 部 分 的 长 度 为 1， 比 左 部 分 
小 ， 所 以 把 左 部 分 前 1 个 字符 与 右 部 分 交换 ，chas[4..7] 变 为 "1342"。 右 
部 分 小 ， 所 以 右 部 分 "1" 换 过 去 再 也 不 需要 移动 ， 剩 下 的 部 分 为 
chas[5.7]= "342"。 左 部 分 大 ， 所 以 换 过 来 的 "2" 视 为 下 一 步 的 右 部 分 ， 
下 一 步 的 左 部 分 为 "34"。 





4. 左 部 分 为 "34"， 右 部 分 为 "2"。 右 部 分 的 长 度 为 1， 比 左 部 分 小 ， 
所 以 把 左 部 分 前 1 个 字符 与 右 部 分 交换 ，chas[5..7] 变 为 "243"。 石 部 分 
小 ， 所 以 右 部 分 "2" 换 过 去 再 也 不 需要 移动 ， 剩 下 的 部 分 为 chas[6..7]= 
"43"。 左 部 分 大 ， 所 以 换 过 来 的 "3" 视 为 下 一 步 的 右 部 分 ， 下 一 步 的 左 间 
分 为 "4"。 








5， 左 部 分 为 "4"， 有 部 分 为 "3"。 一 旦 发 现 左 部 分 跟 右 部 分 的 长 度 一 





样 ， 那 么 左 部 分 和 右 部 分 完全 交换 即 可 ，chas[6..7] 变 为 "34"， 整 个 过 程 
结束 ， per Ev 





如 果 每 一 次 左右 部 分 的 划分 进行 M 次 交换 ， 那 么 都 有 M 个 字符 再 也 
不 需要 移动 ， 而 字符 数 一 共 为 N ， 所 以 交换 行为 最 多 发 生 N Ro AIP, 
如 果 某 一 次 划分 出 的 左右 部 分 长 度 一 样 ， ~ 交换 完成 后 将 不 会 再 有 新 
的 划分 ， 所 以 在 很 多 时 候 交 换行 为 会 少 于 次 s HA, 
chas="1234ABCD", size=4, ee 右 部 分 
为 "ABCD"， 左 右 两 个 部 分 完全 交换 后 为 "ABCD1234"， 同 时 不 会 有 后 续 
的 划分 ， 所 以 这 种 情况 下 一 共 只 有 4 次 交换 行为 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 
代码 中 的 rotate2 方 法 。 











public void rotate2(char[] chas, int size) { 
if (chas == null || size <= 0 || size >= chas.l 


return; 


int start = 0; 
int end = chas.length - 1; 
int lpart = size; 
int rpart = chas.length - size; 
int s = Math.min(lpart, rpart); 
int d = lpart - rpart; 
while (true) { 
exchange(chas, start, end, s); 
if (d == 0) I 
break; 


} else if (d> 0) I 


start += s; 


lpart = d; 
} else { 

end -= s; 

rpart = -d; 


s = Math.min(lpart, rpart); 


d = lpart - rpart; 


) 
public void exchange(char[] chas, int start, int end, i 
int i = end - size + 1; 
char tmp = 0; 
while (size-- ! = 0) I 
tmp = chas[start]; 
chas[start] = chas[i]; 
chas[i] = tmp; 
start++; 


i++; 


了 


数组 中 两 个 字符 串 的 最 小 距离 


LAH] 


给 定 一 个 字符 串 数 组 strs， 再 给 定 两 个 字符 串 str1 和 str2， 返 回 在 strs 
中 strl 与 str2 的 最 小 距离 ， 如 果 str1 或 str2 为 null， 或 不 在 strs 中 ， 返 回 -1。 





【举例 】 


strs-["1", mai EU mane Dr deu EE str1="1", str2="2", 返 
回 2。 


strs=["CD"], str1="CD", str2="AB", 3% [H]-1. 


【 进 阶 题 目 】 





如 果 碍 询 发 生 的 次 数 有 很 多 ， 如 何 把 每 次 查询 的 时 间 复 杂 度 降 为 O 
(1)? 


【 难度 】 
HO kkk 
【解答 】 


原 问 题 。 从 左 到 右 壳 历 strs， 用 变量 last1 记 录 最 近 一 次 出 现 的 str1 的 
位 置 ， 用 变量 last2 记 录 最 近 一 次 出 现 的 str2 的 位 置 。 如 果 过 历 到 str1， 那 
么 i-last2 的 值 就 是 当前 的 strY1 和 左边 最 它 最 近 的 str2 之 则 的 距离 。 如 果 衣 
历 到 str2， 那 么 i-last1 的 值 就 是 当前 的 stt2 和 左边 最 它 最 近 的 strl 之 间 的 距 


离 。 用 变量 min 记 录 这 些 距离 的 最 小 值 即 可 。 请 参看 如 下 的 minDistance 
TE 
public int minDistance(String[] strs, String stri, Stri 


if (stri == null || str2 == null) { 


return -1; 


} 

if (str1.equals(str2)) { 
return 0; 

} 

int last1 = -1; 


int last2 = -1; 
int min = Integer.MAX VALUE; 
for (int i = 0; i ! = strs.length; i++) { 
if (strs[i].equals(str1)) { 
min = Math.min(min, last2 == - 


last1 = i; 
if (strs[i].equals(str2)) { 
min = Math.min(min, last1 == - 


last2 = i; 


å 


return min == Integer.MAX VALUE ? -1 : min; 


进 阶 问题 。 其 实 是 通过 数组 strs 先 生成 条 种 记录 ， 在 查询 时 通过 记 


录 进 行 查 询 ， 本 书 提供 了 一 种 记录 的 结构 供 读 者 参考 ， 如 果 strs 的 长 度 
为 N， 那 么 生成 记录 的 时 间 复 杂 度 为 O(N“)， 记 录 的 空间 复杂 度 为 O (N 
)， 在 生成 记录 之 后 ， 单 次 碍 询 操作 的 时 间 复 杂 度 可 降 为 0(1)。 本 书 实 
现 的 记录 其 实 是 一 个 哈 希 表 HashMap<String，HashMap<String， 
Integer>>， 这 是 一 个 key 为 string 类 型 、value 为 哈 希 表 类 型 的 哈 希 表 。 为 
了 描述 清楚 ， 我 们 把 这 个 哈 硕 表 叫 作 外 哈 而 表 ， 把 value 代 表 的 哈 希 表 叫 
作 内 哈 希 表 。 外 哈 希 表 的 key 代 表 strs 中 的 某 种 字符 串 ，key 所 对 应 的 内 
哈 希 表 表 示 其 他 字符 串 到 key 字 符 串 的 最 小 距离 。 比 如 ， 当 strs 为 

["1", "3", "3", "3", "2", "3", "If, SE VE SUF Maa 
K): 


F Value (Value 仍 为 一 个 哈 希 表 ， 
y 记 为 内 哈 希 表 ) 


("2"，2) -> "1" 到 "2" 的 最 小 距离 














为 
("3"，1) -> "1" 到 "3" 的 最 小 距离 
为 





("1"，2) -> "2" 到 "1" 的 最 小 距离 


> "2" 到 "3" 的 最 小 距离 


为 
C3", 1) 
为 





> "3" 到 "1" 的 最 小 距离 


("1", 1) 


为 
("2", 1)-> "3" 到 "2" 的 最 小 距离 
为 








如 果 生 成 了 这 种 结构 的 记录 ， 那 么 查询 str1 和 str2 的 最 小 距离 时 只 用 
两 次 哈 希 查询 操作 就 可 以 完成 。 





如 下 代码 的 Record 类 就 是 这 种 记录 结构 的 具体 实现 ， 建 立 记 录 过 程 
就 是 Record 类 的 构造 函数 ，Record 类 中 的 minDistance 方 法 就 是 做 单 次 查 
询 的 方法 。 


public class Record { 


private HashMap<String, HashMap<String, Integer>> r 


public Record(String[] strArr) { 
record = new HashMap<String, HashMap<String 
HashMap<String, Integer> indexMap = new Has 
for (int i = 0; i ! = strArr.length; i++) { 
String curStr = strArr[i]; 
update(indexMap, curStr, i); 


indexMap.put(curStr, 1); 


private void update(HashMap<String, Integer> indexM 
if (! record.containskey(str)) { 
record.put(str, new HashMap<String, Integer 
} 
HashMap<String, Integer> strMap = record.get(st 
for (Entry<String, Integer> lastEntry : indexMa 
String key = lastEntry.getKey(); 
int index = lastEntry.getValue(); 
if (! key.equals(str)) { 


HashMap<String, Integer> lastMap = reco 


int curMin = i - index; 
if (strMap.containsKey(key)) i 
int preMin = strMap.get(key); 
if (curMin < preMin) { 
strMap.put(key, curMin); 
lastMap.put(str, curMin); 
} 
} else { 
strMap.put(key, curMin); 


lastMap.put(str, curMin); 


public int minDistance(String stri, String str2) { 

if (stri == null || str2 == null) I 
return -1; 

} 

if (stri.equals(str2)) { 
return 0; 

i; 

if (record.containskey(stri) && record.get(str1 
return record.get(stri).get(str2); 


) 


return -1; 
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还 加 最 少 字 人 符 使 字符 串 整 体 都 是 回 文 
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【题目 】 
给 定 一 个 字符 串 str， 如 果 可 以 在 str 的 任意 位 置 添加 字符 ， 清 返回 在 
添加 字符 最 少 的 情况 下 ， 让 str 整 体 都 是 回 文字 符 串 的 一 种 结 
【举例 】 
str="ABA"。str 本 身 就 是 回 文 第， 不 需要 添加 字符 ， 所 以 返 
回 "ABA"。 
str="AB"。 可 以 在 ;A’ 之 前 添加 'B'， 使 str 整 体 都 是 回 文 串 ， 故 可 以 
运 回 "BAB"。 也 可 以 在 'B’ 之 后 添加 'A'， 使 st 整体 都 是 回 文 蛙 ， 故 也 可 
以 返回 "ABA"。 总 之 ， 只 要 添加 的 字符 数 最 少 ， 只 返回 其 中 一 种 结果 即 
可 。 
【 进 阶 题目 】 


给 定 一 个 字符 串 str， 再 给 定 str 的 最 长 回 文 子 序列 字符 串 strlps， 请 返 
回 在 添加 字符 最 少 的 情况 下 ， 让 str 整 体 都 是 回 文字 符 串 的 一 种 结果 。 进 
阶 问 题 比 原 问 题 多 了 一 个 参数 ， 请 做 到 时 间 复 杂 度 比 原 问 题 的 实现 低 。 


【举例 】 


str="A1B21C"，strlps="121"， 返 回 "AC1B2B1CA" 或 


者 "CA1B2B1AC"。 总 之 ， 只 要 是 添加 的 字符 数 最 少 ， 只 返回 其 中 一 种 
结果 即 可 。 


【 难度 】 
校 ku 
【解答 】 


原 问 题 。 在 求解 原 问 题 之 前 ， 我 们 先 来 解决 下 面 这 个 问题 ， 如 果 可 
以 在 str 的 任意 位 置 添加 字符 ， 最 少 需 要 添 几 个 字符 可 以 让 str 整 体 都 是 回 
文字 符 串 。 这 个 问题 可 以 用 动态 规划 的 方法 求解 。 如 果 str 的 长 度 为 N ， 
动态 规划 表 是 一 个 N xN 的 矩阵 记 为 dp[][]。dp[i] 中 值 的 含义 代表 子 串 
str[i..j] 最 少 添加 几 个 字符 可 以 使 str[i..j] 整 体 都 是 回 文 串 。 那 么 ， 如 果 求 
dplilljl MENE? 有 如 下 三 种 情况 : 





e ”如果 字符 串 str[i..j] 只 有 一 个 字符 ， 此 时 dp[i][j]=0， 这 是 很 明显 
的 ， 如 果 str[i..j] 只 有 一 个 字符 ， 那 么 str[i..j] 已 经 是 回 文 串 了 ， 
自然 不 必 添 加 任何 字符 。 


o 如果 字符 串 str[i..j] 只 有 两 个 字符 。 如 果 两 个 字符 相等 ， 那 么 
dp[i[j]=0。 比 如 ， 如 果 str[i..j] 为 "AA"， 两 字符 相等 ， 说 明 
str[i..j] 己 经 是 回 文 唱 ， 自 然 不 必 添 加 任何 字符 。 如 果 两 个 字符 
不 相等 ， 那 么 dp[ 让 [j=1。 比 如 ， 如 果 str[i..j] 为 "AB"， 只 用 添加 
一 个 字符 就 可 以 令 str[i..j] 变 成 回 文惠 ， 所 以 dp[i][j]=1。 


e ”如果 字符 串 str[i..j] 多 于 两 个 字符 。 如 果 str[i]==str[j]， 那 么 dp[i 
上 j]=dp[i+1] 上 -1]。 比 如 ， 如 果 str[i..j] 为 "A124521A"，str[i..j] 需 要 
添加 的 字符 数 与 str[i+1..j-1]〈 即 "124521") 需要 添加 的 字符 数 


是 相等 的 ， 因 为 只 要 能 把 "124521" 整 体 变 成 回 文 种， 然后 在 左 
右 两 头 加 上 字符 'A',， 就 是 str[i.j] 整 体 变 成 回 文 串 的 结 末 。 如 采 
str[i]! =str[j]， 要 让 str[i..j] 整 体 变 为 回 文 串 有 两 种 方法 ， 一 种 方 
法 是 让 str[i..j-1] 先 变 成 回 广 串 ， 然 后 在 左边 加 上 字符 str[j]， 就 
是 str[i..j] 整 体 变 成 回 文 串 的 结果 。 男 一 种 方法 是 让 str[i+1..j] 先 
变 成 回 文 串 ， 然 后 在 右边 加 上 字符 str[ij， 束 是 str[i..j 整 体 变 成 
回 文 串 的 结果 。 两 种 方法 中 哪个 代价 最 小 就 选择 哪个 ， 即 dp 站 
[j] = min { dplillj-1], dpli+1]G] }+1. 


既然 dp[iDj] 值 代表 子 串 str[i..j] 最 少 添加 几 个 字符 可 以 使 str[i.j] 整 体 
都 是 回 文 种 ， 所 以 根据 上 面 的 方法 求 出 整个 dp 矩阵 之 后 ， 我 们 就 得 到 了 





str 中 任何 一 个 子 串 添 加 几 个 字符 后 可 以 变 成 回 文 种。 有 共 体 请 参看 如 下 代 
人 码 中 的 getDP 方 法 。 


public int[][] getDP(char[] str) { 
int[][] dp = new int[str.length][str.length]; 
for (int j = 1; j < str.length; j++) { 
dp[j - 1][j] = str[j - 1] == str[j] ? 0 
for (int i = j - 2; i > -1; i--) I 
if (str[i] == str[j]) I 
dp[i][j] = dp[i + 1][j - 1]; 
} else { 
dp[i][j] = Math.min(dp[i + 1] 


} 


return dp; 


} 


下 面 介绍 如 何 根据 dp 和 窍 阵 ， 求 在 添加 字符 最 少 的 情况 下 ， 让 str 整 体 
都 是 回 文字 符 串 的 一 种 结果 。 首 先 ，dp[0][N-1] 的 值 代表 整个 字符 串 最 
少 需要 添加 几 个 字符 ， 所 以 ， 如 果 最 后 的 结果 记 为 字符 串 res，res 的 长 
度 =dp[0][N-1]+str 的 长 度 ， 然 后 依次 设置 res 左 右 两 头 的 字符 。 具 体 过 程 
如 下 : 





1. 如 果 str[i..j] 中 str[ 让 ==str[j]， 那 么 str[i..j] 变 成 回 文 串 的 最 终结 果 
=str[i]+str[i+1..j-1] 变 成 回 文 串 的 结果 +str[j]， 此 时 res 左 右 两 涉 的 字符 为 
str[ 计 (也 是 str[j]〉， 然 后 继续 根据 str[i+1..j-1] 和 和 矩阵 dp 来 设置 res 的 中 间 


部 分 。 


2. 如 果 str[i..j] 中 str[i]! =str[j]， 看 dp[i][j-1] 和 dp[i+1][j] 哪 个 小 。 如 果 
dp[i][j-1] 更 小 ， 那 么 str[i..j] 变 成 回 文 串 的 最 终结 果 =str[j+str[i..j-1] 变 成 回 
文 串 的 结果 +str[j]j， 所 以 此 时 res 左 右 两 头 的 字符 为 str[j]j， 然 后 继续 根据 
str[i..j-1] 和 算 阵 dp 来 设置 res 的 中 间 部 分 。 而 如 果 dp[i+1][j] 更 小 ， 那 么 
str[i..j] 变 成 回 文 串 的 最 终结 果 =str[i]+str[i+1..j] 变 成 回 文 串 的 结果 +str[ 让 ， 
所 以 此 时 res 左 右 两 涉 的 字符 为 str[i]， 然 后 继续 根据 str[i+1..j] 和 和 矩阵 dp 来 
设置 res 的 中 间 部 分 。 如 果 一 样 大 ， 任 选 一 种 设置 方式 都 可 以 得 出 最 终结 
Rs 


3. 如 宁 发 现 res 所 有 的 位 置 都 已 设置 完毕 ， 过 程 结 束 。 
原 问 题解 法 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getPalindromel 方 法 。 


public String getPalindromei(String str) { 
if (str == null || str.length() < 2) { 


return str; 


} 

char[] chas = str.toCharArray(); 

int[][] dp = getDP(chas); 

char[] res = new char[chas.length + dp[O][chas. 
int i = 0; 

int j = chas.length - 1; 

int resl = 0; 

int resr = res.length - 1; 

while (i <= j) { 

if (chas[i] == chas[j]) { 
res[resl++] = chas[i++]; 
res[resr--] = chas[j--]; 

} else if (dp[i][j - 1] < dp[i + 1][j]) 
res[resl++] = chas[j]; 
res[resr--] = chas[j--]; 

} else { 
res[resl++] = chas[i]; 


res[resr--] = chas[i++]; 


} 


return String.valueOf(res); 


求解 dp 矩阵 的 时 间 复 杂 度 为 O (W“ )， 根 据 str 和 dp 矩阵 求解 最 终结 果 
的 过 程 为 O(N )， 所 以 原 问 题解 法 中 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(N “ )。 





进 阶 问题 。 如 果 有 最 长 回 文 子 厅 列 字符 串 strlps， 那 么 求解 的 时 间 复 


杂 度 可 以 加 速 到 O (N )。 如 果 str 的 长 度 为 N ，strlps 的 长 度 为 M ， 则 整体 
回 文 串 的 长 度 应 该 是 2xN -M 。 本 书 提供 的 解法 类 似 “ 剥 洋 萄 ”的 过 程 ， 
给 出 示例 来 具体 说 明 : 


str="A1BC22DE1F", strips = "1221". res=... 长 度 为 2xN -M .… 


洋葱 的 第 0 层 由 strlps[0] 和 strlps[M-1] 组 成 ， 即 "1...1"。 从 str 最 左 侧 开 
始 找 字符 ;1'"， 发 现 'A’ 是 str 第 0 个 字符 ，'1? 是 st 第 1 个 字符 ， 所 以 左 侧 第 0 
层 洋 荧 圈 外 的 部 分 为 "A"， 记 为 leftPart。 从 str 最 右 侧 开 始 找 字符 '1'"， 发 
现 右 侧 第 0 层 洋 获 圈 外 的 部 分 为 "F"， 记 为 rightPart。 把 
CleftPart+rightPart 的 逆序 ) 复制 到 res 左 侧 未 设 值 的 部 分 ， 把 
CrightPart+leftPart 逆 序 ) 复制 到 res 的 右 侧 未 设 值 的 部 分 ， 即 result 变 
为 "AF..FA"。 把 洋葱 的 第 0 层 复制 进 res 的 左右 两 侧 未 设 值 的 部 分 ， 即 
result Æ/N"AF1...1FA". PI, HARBOR TH. ERE VER 
strlps[1] 和 strlps[M-2] 组 成 ， 即 "2...2"。 从 str 左 侧 的 洋 菊 第 0 层 往 右 
找 "2"， 发 现 左 侧 第 1 层 洋葱 圈 外 的 部 分 为 "BC"， 记 为 leftPart。 从 str 右 侧 
的 洋 获 第 0 层 往 左 找 "2"， 发 现 右 侧 第 1 层 洋 获 圈 外 的 部 分 为 "DE"， 记 为 
rightPart。 把 (eftPart+rightPart 的 逆序 ) 复 制 全 res 左 侧 未 设 值 的 部 分 ， 把 
(rightPart+leftPart 逆 序 ) 复 制 到 res 的 右 侧 未 设 值 的 部 分 ，res 变 
为 "AF1BCED..DECB1FA"。 把 洋葱 的 第 1 层 复 制 进 res 的 左右 两 侧 未 设 值 
的 部 分 ， 即 result 变 为 "AF1BCED2..2DECB1FA"。 第 1 层 被 剥 掉 ， 洋 殴 剥 
完了 ， 返 回 "AF1IBCED22DECB1FA"。 整 个 过 程 就 是 不 断 找 到 洋 萄 圈 的 
左 部 分 和 右 部 分 ， 把 (leftPart+rightPart 的 人 逆序) 复制 到 res 左 侧 未 设 值 的 部 
分 ， 把 (rightPart+leftPart 逆 序 ) 复 制 到 res 的 右 侧 未 设 值 的 部 分 ， 洋 莹 剥 完 
则 过 程 结束 。 具 体 请 参看 如 下 的 getPalindrome2 方 法 。 








public String getPalindrome2(String str, String strlps) 
if (str == null || str.equals("")) { 


return ""; 
} 
char[] chas = str.toCharArray(); 
char[] lps = strlps.toCharArray(); 
char[] res = new char[2 * chas.length - lps.len 
int chasl = 0; 
int chasr = chas.length - 1; 
int lpsl = 0; 
int lpsr = lps.length - 1; 
int resl = 0; 
int resr = res.length - 1; 
int tmpl = 0; 
int tmpr = 0; 
while (lpsl <= lpsr) { 
tmpl = chasl; 


tmpr = chasr; 


while (chas[chasl] ! = lps[lpsl]) { 
chasl++; 

} 

while (chas[chasr] ! = lps[lpsr]) { 
chasr--; 

) 


set(res, resl, resr, chas, tmpl, chasl, 
resl += chasl - tmpl + tmpr - chasr; 
resr -= chasl - tmpl + tmpr - chasr; 
res[resl++] = chas[chasl++]; 


res[resr--] = chas[chasr--]; 


lpsl++; 
lpsr--; 
) 


return String.valueOf(res); 


public void set(char[] res, int resl, int resr, char[] 

int le, int rs, int re) { 

for (int i = ls; i < le; i++) { 
res[resl++] = chas[i]; 
res[resr--] = chas[i]; 

) 

for (int i = re; i > rs; i--) I 
res[resl++] = chas[i]; 


res[resr--] = chas[il; 


插 写 字符 串 的 有 有 效 性 和 最 长 有 效 长 度 
[LAH] 
给 定 一 个 字符 串 str， 判 断 是 不 是 整体 有 效 的 括 写 字符 串 。 
【举例 】 
str="0"， 返 回 true; str="(00)"， 返 回 true; str="(0)"> GE Fltrue. 
str="())"。 返 回 false; str="0("， 返 回 false; str="0a0"， 返 回 false。 


【补充 题目 】 





给 定 一 个 括号 字符 串 str， 返 回 最 长 的 有 效 括号 子 串 。 
【举例 】 

str="(00)"> JR FIG; str="0)"， 返 回 2; str="0(00('"， 返 回 4。 
DER] 

原 问题 £ Xxxx 

补充 问题 Et sku 
【解答 】 


原 问 题 。 判 断 过 程 如 下 : 





1. MAB ETF str AT BESS EN EE" CE), MR 
不 是 ， 就 直接 返回 false。 


2. WARS SAIN, APS RATE BIE CAP) AIRE, W 
AYES, Vl Rok IH false. 


3. Re CAPY ae, MR HS, NOR Altrue, FUR TE 


false. 


具体 过 程 参看 如 下 代码 中 的 isValid 方 法 。 


US 


public boolean isValid(String str) { 
if (str == null || str.equals("")) I 
return false; 
) 
char[] chas = str.toCharArray(); 
int status = 0; 
for (int i = 0; i < chas.length; i++) { 
if (chas[i] ! = ')' && chas[i] ! =' (' 


return false; 


if (chas[i] == ')' && --status < 0) { 


return false; 


if (chas[i] == ' (') I 


status++; 


return status == 0; 


} 


补充 问题 。 用 动态 规划 求解 ， 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (N )， 额 外 
空间 复杂 度 为 O (WN)。 首 先生 成 长 度 和 str 字 符 串 一 样 的 数组 dp[]，dp 牛 值 
的 含义 为 str[0. 昌 中 必须 以 字符 str[] 结 尾 的 最 长 的 有 效 括号 子 串 长 度 。 那 
么 dp 四 值 可 以 按 如 下 方式 求解 : 











1.dp[0]=0。 只 含有 一 个 字符 肯定 不 是 有 效 括号 字符 溃 ， 长 度 目 然 是 





2. 从 磊 到 右 依 次 届 历 sr[1..N-J] 的 每 个 字符 ， 假 设 过 有 历 到 str。 


3. 如 果 str[i]==' (， 有 效 括号 字符 串 必 然 是 以 让 结尾 ， 而 不 是 
以 :0 结尾， 所 以 dp[i] = 0. 





4 如果 str[i==)， 那 么 以 str 外 结尾 的 最 长 有 效 括号 子 串 可 能 存 
在 。dp[i-1] 的 值 代表 必须 以 str[i-1] 结 尾 的 最 长 有 效 括号 子 串 的 长 度 ， 所 
以 如 果 i-dp[i-1]-1 位 置 上 的 字符 是 '(， 束 能 与 当前 位 置 的 str 和 字符 再 配 出 
一 对 有 效 括 写 。 比 如 "(00)"， 假 设 衣 历 到 最 后 一 个 字符 )， 必 须 以 倒数 
第 二 个 字符 结尾 的 最 长 有 效 括 写 子 串 是 "(0)QO"， 找 到 这 个 子 串 之 前 的 字 
人 符 ， 即 i-dp[i-1]-1 位 置 的 字符 ， 发 现 是 *(， 所 以 它 可 以 和 最 后 一 个 字符 再 
配 出 一 对 有 效 括号 。 如 果 该 情况 发 生 ，dp 自 的 值 起 码 是 dp[i-1]+2， 但 还 
有 一 部 分 长 度 容 易 被 人 忽略 。 比 如 ，"0(0)"， 假 设 遍历 到 最 后 一 个 字 
和 从’)， 通 过 上 面 的 过 程 找 到 的 必须 以 最 后 字符 结尾 的 最 长 有 效 括 写 子 串 
起 码 是 "(())"， 但 古 前 面 还 有 一 段 "0"， 可 以 和 "(0)" 结 合 在 一 起 构成 更 大 
的 有 效 括号 子囊。 也 就 是 说 ，str[i-dp[i-1]-1] 和 str[i] 配 成 了 一 对 ， 这 时 还 
应 该 把 dp[i-dp[i-1]-2] 的 值 加 到 dp[ 让 中 ， 这 么 做 表示 把 str[i-dp[i-1]-2] 结 尾 











的 最 长 有 效 括号 子 串 接 到 前 面 ， 才 能 得 到 以 当前 字符 结尾 的 最 长 有 效 括 
GTA. 


5.dp[0..N-1] F HY sp NE ARR o 





具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 maxLength 方 法 。 


public int maxLength(String str) { 
if (str == null || str.equals("")) I 
return 0; 
} 
char[] chas = str.toCharArray(); 
int[] dp = new int[chas.length]; 
int pre = 0; 
int res = 0; 
for (int i = 1; i < chas.length; i++) { 
if (chas[i] == ')') { 
pre = i - dp[i - 1] - 1; 
if (pre >= 0 && chas[pre] == ' (') 
dp[i] = dp[i - 1] + 2 + (pre > 


} 


res = Math.max(res, dp[i]); 


} 


return res; 
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除 符 号 和 左右 括号 ， 返 回 公式 的 计算 结果 。 


【举例 】 
str="48*((70-65)-43)+8*1"， 返 回 -1816。 
str="3+1*4"， 返 回 7。 
str="3+(1*4)"， 返 回 7。 

【说 明 】 


1. 可 以 认为 给 定 的 字符 串 一 定 是 正确 的 公式 ， 即 不 需要 对 str 做 公 
式 有 效 性 检查 。 


2. 如 果 是 负数 ， 就 需要 用 括号 括 起 来 ， 比 如 "4*(-3)"。 但 如 果 负 数 
作为 公式 的 开头 或 括号 部 分 的 开头 ， 则 可 以 没有 括号 ， 比 如 "-3*4" 和 " 
(-3*4)" 都 是 合法 的 。 





3. 不 用 考虑 计算 过 程 中 会 发 生 溢出 的 情况 。 
【 难度 】 


校 kkk 








本 题 考查 面试 者 设计 程序 和 代码 实现 的 能 力 ， 实 现 方式 有 很 多 ， 本 
书 提 供 一 种 方法 供 读者 参考 。 假 设 value 方 法 是 一 个 递归 过 程 ， 有 具体 解释 
如 下 。 


Mr BA st, HEAR OR, GATE 
he. Aisne, BIBS RP) ?时 ， 递 归 过 程 就 结束 。 比 
如 "3* (4+5) +7"， 一 开始 遍历 就 进入 递归 过 程 value (str, 0) ， 在 递归 
过 程 value (str, 0) 中 继续 遍历 sr， 当 遇 到 字符 CIN, ADD 
value (str, 0) 又 重复 调用 递归 过 程 value (str, 3) 。 然 后 在 递归 过 程 
value (str, 3) 中 继续 过 历 str， 当 遇 到 字符 少时 ， 递 归 过 程 value (str, 
3) ÆR, HR Evalue (str, 0) 返回 两 个 结果 ， 第 一 结果 是 
value (str, 3) 过 有 历 过 的 公式 字符 子 串 的 结果 ， 即 "4+5"==9， 第 二 个 结 
果 是 value (str, 3) 遍历 到 的 位 置 ， 即 字符 风 " 的 位 置 ==6。 递 归 过 程 
value (str, 0) 收 到 这 两 个 结果 后 ， 既 可 知道 交 给 value (str, 3) 过 程 
处 理 的 字符 串 结果 是 多 少 (" (4+5) "的 结果 是 9)， 又 可 知道 自己 下 一 
步 该 从 什么 位 置 继续 过 历 〈 该 从 位 置 6 的 下 一 个 位 置 〈 即 位 置 7) 继续 过 
历 )。 总 之 ，value 方 法 的 第 二 个 参数 代表 递归 过 程 是 从 什么 位 置 开 始 
的 ， 返 回 的 结果 是 一 个 长 度 为 2 的 数组 ， 记 为 res。res[0] 表 示 这 个 递归 过 
程 计算 的 结果 ，res[1] 表 示 这 个 递归 过 程 过 历 到 str 的 什么 位 置 。 











既然 在 递归 过 程 中 遇 到 (就 交 给 下 一 层 的 递归 过 程 处 理 ， 自 己 只 用 
接收 :CC 和 ?之 间 的 公式 字符 子 串 的 结果 ， 所 以 对 所 有 的 递归 过 程 来 说 ， 
可 以 看 作 计算 的 公式 都 是 不 含有 CC 和) 字符 的 。 比 如 ， 对 递归 过 程 
value(str，0) 来 说 ， 实 际 上 计算 的 公式 是 "3*9+7"，"(4+5)" 的 部 分 交 给 递 
归 过 程 value(str，3) 处 理 ， 拿 到 结果 9 之 后 ， 再 从 字符 :+ 继续 。 所 以 ， 只 
要 想 清 楚 如 何 计算 一 个 不 含有 (和 六 ' 的 公式 字符 串 ， 整 个 实现 就 完成 


全 
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部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getValue 方 法 。 


public int getValue(String exp) { 


return value(exp.toCharArray(), 0)[0]; 


public int[] value(char[] chars, int i) { 
Deque<String> deq = new LinkedList<String>(); 
int pre = 0; 
int[] bra = null; 
while (i < chars.length && chars[i] ! = ')') I 
if (chars[i] >= 'O' && chars[i] <= '9') 
pre = pre * 10 + chars[i++] - ' 
} else if (chars[i] ! = ' (') Å 
addNum(deq, pre); 
deq.addLast(String.value0f(char 
pre = 0; 
} else { 
bra = value(chars, i + 1); 
pre = bra[0]; 


i = braf1] + 1; 


) 
addNum(deq, pre); 


return new int[] { getNum(deq), i 1; 


public void addNum(Deque<String> deq, int num) { 
if (! deq.isEmpty()) { 

int cur = 0; 

String top = deq.pollLast(); 

if (top.equals("+") || top.equals("-")) 
deq.addLast(top); 

} else { 
cur = Integer.valueOf(deq.polll 


num = top.equals("*") ? (cur * 


) 
deq.addLast(String.valueOf(num) ); 


public int getNum(Deque<String> deq) { 
int res = 0; 
boolean add = true; 
String cur = null; 
int num = 0; 
while (! deq.isEmpty()) I 
cur = deq.pollFirst(); 
if (cur.equals("+")) { 
add = true; 
} else if (cur.equals("-")) I 
add = false; 


} else { 
num = Integer.valueOf (cur); 


res += add ? num : (-num); 


} 


return res; 
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给 定 一 个 整数 N ， 求 由 "0" 字 符 与 "1 字符 组 成 的 长 度 为 N 的 所 有 字 
符 吕 中， 满足 "0" 字 符 的 左边 必 有 "1 字符 的 字符 串 数 量 。 


【举例 】 


N =1。 只 由 "0" 与 1" 组成， 长 度 为 1 的 所 有 字符 串 : "ON "11. RA 
字符 串 "1" 满 足 要 求 ， 所 以 返回 1 

N =2。 只 由 "0" 与 "1" 组 成 ， 长 度 为 2 的 所 有 字符 串 
为 : "00", "01", "10", vip 只 有 字符 串 "10" 和 "11" 满 足 要 求 ， 所 以 返 
回 2。 


N =3。 只 由 "0" 与 "1" 组 成 ， 长 度 为 3 的 所 有 字符 串 
H: "000", "001", "010", "011", "TOO", "101", "110", "111". 字符 
串 "101"、"110"、"111" 满 足 要 求 ， 所 以 返回 3 


【 难度 】 
校 tk 


【解答 】 








先 说 一 种 最 暴力 的 方法 ， 就 是 检查 每 一 个 长 度 为 N ”的 二 进 制 字符 
串 ， 看 有 多 少 符 合 要 求 。 一 个 长 度 为 N 的 二 进 制 字符 串 ， 检 查 是 否 符合 








要 求 的 时 间 复 杂 度 为 O (N )， 长 度 为 N 的 二 进 制 字符 串 数量 为 O EN ), 
所 以 该 方法 整体 的 时 间 复 杂 度 为 O (2N xN )， 本 书 不 再 详 述 。 





O(2N ) 的 方法 。 假 设 第 0 位 的 字符 为 最 高 位 字符 ， 很 明显 ， 第 0 位 的 
字符 不 能 为 '0'。 假 设 p (i ) 表 示 0~i -1 位 置 上 的 字符 已 经 确定 ， 这 一 段 符 
合 要 求 且 第 i -1 位 置 的 字符 为 ;1 时， 如 果 穷 举 i ~~N -1 位 置 上 的 所 有 情况 
会 产生 多 少 种 符合 要 求 的 字符 串 。 比 如 N 5, p (3) 表 示 0 一 2 位 置 上 的 字 
符 已 经 确定 ， 这 一 段 符合 要 求 且 位 置 2 上 的 字符 为 '1? 时 ， 假 设 
为 "101.."。 在 这 种 情况 下 ， 穷 举 3 一 4 位 置 所 有 可 能 的 情况 会 产生 多 少 种 
符合 要 求 的 字符 串 ， 因 为 只 有 "10101"、"10110" 和 "10111"， 所 以 p 
(3)=3。 也 可 以 假设 前 三 位 是 "111.."，p (3) 同 样 等 于 3。 有 了 p (i) 的 定义 ， 
同时 知道 不 管 N 是 多 少 ， 最 高 位 的 字符 只 能 为 '1'"， 那 么 只 要 求 出 p Oi 
是 所 有 符合 要 求 的 字符 串 数量 。 











那 到 展 p (i ) 应 该 怎么 求 呢 ?根据 p (i ) 的 定义 ， 在 位 置 i -1 的 字符 已 
经 为 1’ 的 情况 下 ， 位 置 i 的 字符 可 以 是 *»1',， 也 可 以 是 '*0'。 如 果 位 置 i 的 
字符 是 '1'， 那 么 穷 举 剩 下 字符 的 所 有 可 能 性 ， 并 且 符 合 要 求 的 字符 串 数 
量 束 是 p (i +1) 的 值 。 如 果 位 置 i 的 字符 是 0， 那么 位 置 ; +1 的 字符 必须 
是 '1'， 穷 举 剩 下 字符 的 所 有 可 能 性 ， 符 合 要 求 的 字符 串 数 量 就 是 p (i +1) 
的 值 。 所 以 p (i =p (i +1)+p (i +2). p (N -1) 表 示 除 了 最 后 位 置 的 字符 ， 
前 面 的 子 串 全 符合 要 求 ， 并 且 倒 数 第 二 个 字符 为 '1'"， 此 时 剩 下 的 最 后 一 
个 字符 既 可 以 是 ;1'， 也 可 以 是 '*0'"， 所 以 p (N -1)=2. N ) 表 示 所 有 的 字 
符 串 已 经 完全 确定 ， 并 且 符 合 要 求 ， 最 后 一 个 字符 (N” DAI, FU, 
此 时 符合 要 求 的 字符 串 数量 就 是 0~~N -1 的 全 体 ， 而 不 再 有 后 续 的 可 能 
性 ， 所 以 p (N )=1。 即 p (i)ùn F: 














i<N-1H, p(i)=p(it1)+p (i +2) 


i=N -1 时 , p(i)=2 


i=N 时 , p(i)=1 





很 明显 ， 可 以 写成 时 间 复杂 度 为 O (2N ) 的 递归 方法 。 县 体 请 参看 如 
下 的 getNum1 方 法 。 


public int getNumi(int n) { 
if (n <1) I 
return 0; 


) 


return process(1, n); 


public int process(int i, int n) I 
if (i == n - 1) { 
return 2; 
) 
if (i = n) { 
return 1; 


} 


return process(i + 1, n) + process(i + 2, n); 


根据 O (2N ) 的 方法 ， 当 NN ZHAI, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8H}, AE 
的 结果 为 1，2，3，5，8，13，21，34。 可 以 看 出 ， 这 就 是 一 个 形 如 斐 
波 那 契 数列 的 结果 ， 唯 一 的 区 别 束 是 斐 波 那 契 数列 的 初始 项 为 1，1。 而 
这 个 数列 的 初始 项 为 1，2。 所 以 可 很 轻易 地 写 出 时 间 复 杂 度 为 O (CN )， 








额外 空间 复杂 度 为 DO (MINA. FESTE un PAVE HE getNum277 
De 


public int getNum2(int n) { 

if (n <1) { 
return 0; 

} 

if (n == 1) { 
return 1; 

} 

int pre = 1; 

int cur = 1; 

int tmp = 0; 

for (int i = 2; i < n + 1; i++) À 
tmp = cur; 
cur += pre; 
pre = tmp; 

i; 


return cur; 


} 


HA I SEW AS SRA NI RE, RATIER RSE Yo AP SB HT 
程 ， 有 时 间 复 杂 度 为 O (logN Jr Aire FA EME ARIE IN TERA, HE 
释 请 参考 本 书 “ 斐 波 那 契 数列 的 3 种 解法 ”， 这 里 不 再 详 述 。 代 码 实现 请 
参看 如 下 代码 中 的 getNum3 方 法 。 





public int getNum3(int n) { 
if (n <1) { 


return 0; 
} 
if (n == 1 || n = 2) { 
return n; 
} 
int[][] base = { (1,1), { 1, 0 } }; 
int[][] res = matrixPower(base, n - 2); 


return 2 * res[0][0] + res[1][0]; 


public int[][] matrixPower(int[][] m, int p) { 
int[][] res = new int[m.length][m[0].length]; 
for (int i = 0; i < res.length; i++) { 


res[i][i] = 1; 


} 

int[][] tmp = m, 

for (; p ! = 0; p >> 1) I 
if CP SL) 120) I 


res = muliMatrix(res, tmp); 
} 
tmp = muliMatrix(tmp, tmp); 
} 


return res; 


public int[][] muliMatrix(int[][] mi, int[][] m2) I 
int[][] res = new int[m1.length][m2[0].length]; 


for (int i = 0; i < m2[0].length; i++) { 
for (int j = 0; j < mi.length; j++) { 
for (int k = 0; k < m2.length; 
res[i][j] += mi[i][k] * 


} 


return res; 
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【题目 】 


给 定 一 个 字符 串 类 型 的 数组 sts， 请 找到 一 种 拼接 顺序 ， 使 得 将 所 
有 的 字 nero lila 性 中 字典 顺序 最 小 
的 ， 并 返回 这 个 大 写字 符 串 。 








【举例 】 


strs=[ "abc", "de" ]， 可 以 拼 成 "rabcde"， 也 可 以 拼 成 "deabc"， 但 前 
者 的 字典 顺序 更 小 ， 回 "abcde"。 


strs=["b", "ba" ]， 可 以 拼 成 "bba"， 也 可 以 拼 成 "bab"， 但 后 者 的 字 
典 顺序 更 小 ， 所 以 返 A 'bab"。 


【 难度 】 
校 i 


【解答 】 





有 一 种 思路 为 :和 完 把 strs 中 的 字符 串 按照 字典 顺序 排序 ， 然 后 将 串 
起 来 的 结果 返回 。 这 么 做 是 错误 的 ， 比 如 题目 中 的 例子 2， 按 照 字典 排 
FÆRAB, BA, HÆRIKGFAEN BBA", HEF HIF RUNA 
大 写字 符 串 是 "BAB"， 所 以 按照 单个 字符 串 的 字典 顺序 进行 排序 的 想法 


征 行 不 通 的 。 如 果 要 排序 ， 应 该 按照 下 文 描 述 的 标准 进行 排序 。 


假设 有 两 个 字符 串 ， 分 别 记 为 a 和 b，a 和 b 拼 起 来 的 字符 串 表 示 为 
ab。 那 么 如 果 a.b 的 字典 顺序 小 于 b.a， 就 把 字符 串 a 放 在 前 面 ， 否 则 把 字 
符 串 b 放 在 前 面 。 每 两 个 字符 串 之 间 都 按照 这 个 标准 进行 比较 ， 以 此 标 
准 排 序 后 ， 再 依次 串 起 来 的 大 写字 符 串 就 是 结果 。 这 样 做 为 什么 对 呢 ? 
当然 需要 证 明 。 

证 明 的 关键 步骤 是 证 明 这 种 比较 方式 具有 传递 性 。 

假设 有 a、b、c 三 个 字符 串 ， 它 们 有 如 下 关系 : 

a.b < b.a 


b.c < c.b 


如 果 能 够 根据 上 面 两 式 证 明 出 ac < ca， 说 明 这 种 比较 方式 具有 传 
递 性 ， 证 明 过 程 如 下 : 字符 串 的 本 质 是 K GR, Hun KAFI a 
一 ?组 成 的 字符 串 其 实 可 以 看 作 26 进 制 的 数 。 那 么 字符 串 a.b 这 个 数 可 以 
看 作 a 这 个 数 是 它 的 高 位 ，b 是 低位 ， 即 a.b=a*K 的 b 长 度 次 方 tb。 举 一 个 

其 


PN 





十 进 制 数 的 例子 ，x=123，y=6789，x.y=x*10000+y=1230000+6789， 
中 ，10000=10 的 4 次 方 ，4 是 y 的 长 度 。 为 了 让 证 明 过 程 便于 阅读 ， 我 们 
把 <“K 的 b 长 度 次 方 ” 记 为 kb)。 则 原来 的 不 等 式 可 化 简 为 : 


a.b < b.a => a*k(b) + b < b*k(a) + a 不 等 式 1 
b.c < c.b => b*k(c) + c < c*k(b) + b 不 等 式 2 


现在 要 证 明 a.c < c.a， 即 证 明 ax*k(c)+c < c*k(a)+a. 


不 等 式 1 的 左右 两 边 同 时 减 去 b， 再 乘 以 c， 变 为 a*k(b)*c 


b*k(a)*c+a*c-b*c. 


不 等 式 2 的 左右 两 边 同 时 减 去 b， 再 乘 以 a， 变 为 b*k(c)*a + c*a - bra 
< c*k(b)*a. 


a，b，c 是 K 进 制 数 ， 服 从 乘法 交换 律 ， 有 a*k(b)*c == c*k(b)*a， 所 
以 有 如 下 不 等 式 : 


b*k(c)*a + c*a-b*a < c*k(b)*a == a*k(b)*c < b*k(a)*c + a*c - b*c 
=> b*k(c)*a + c*a - b*a < b*k(a)*c + a*c-b*c 

=> b*k(c)*a - b*a < b*k(a)*c - b*c 

=> a*k(c) - a < c*k(a) - c 

=> a*k(c) + c < c*k(a) + a 

即 a.c < ca， 传 递 性 证 明 完 毕 


证 明 传递 性 后 ， 还 需要 证 明 通 过 这 种 比较 方式 排序 后 ， 如 果 交 换 任 
意 两 个 字符 捉 的 位 置 所 得 到 的 总 字符 串 ， 将 拥有 更 大 的 字典 顺序 。 


假设 通过 如 上 比较 方式 排序 后 ， 得 到 字符 串 的 序列 为 : 
…A.M1.M2..M(n-1).M(n).L... 
该 序列 表示 ， 代 号 为 A 的 字符 串 之 前 与 代号 为 L 的 字符 串 之 后 都 有 


茶 干 字符 串 用 “...” 表 示 ，A 和 LL 中 间 有 阁 干 字符 串 ， 用 M1..M(n)。 现 在 交 
换 A 和 这 两 个 字符 申 ， 交换 之 前 和 交换 之 后 两 个 总 字符 串 就 分 别 为 : 





.A.M1.M2...M(n-1).M(n).L... 换 之 前 
…L.M1.M2...M(n-1).M(n).A.… 换 之 后 


现在 需要 证 明 交 换 之 后 的 总 字符 串 字 — 典 顺序 大 于 交换 之 前 的 ， 具 体 
过 程 如 下 。 


在 排 好 序 的 序列 中 ，M1 排 在 L 的 前 面 ， 所 以 有 M1.L < L.M1， 进 一 


…L.M1.M2..M(n-1).M(n).A... > ...M1.L.M2...M(n-1).M(n).A... 


在 排 好 序 的 序列 中 ，M2 排 在 的 前 面 ， 所 以 有 M2.L < L.M2， 进 一 


.M1.L.M2...M(n-1).M(n).A... > ...M1.M2.L...M(n-1).M(n).A... 


在 排 好 序 的 序列 中 ，MG) 排 在 L 的 前 面 ， 所 以 有 MG).L < L.M, ji 
一 步 有 : 


..M1.M2...L.M(i)...M(n-1).M(n).A... > ..M1.M2...M(i).L...M(n- 
1).M(n).A... 


mA, ...M1.M2...M(n-1).M(n).L.A... > ...M1.M2...M(n-1).M(n).A.L... 


在 排 好 序 的 序列 中 ，A 排 在 M(N) 的 前 面 ， 所 以 有 A.M(n) < M(n).A, 


.M1.M2...M(n-1).M(n).A.L... > ...M1.M2...M(n-1).A.M(n).L... 


在 排 好 序 的 序列 中 ，A 排 在 M(n-1) 的 前 面 ， 所 以 有 A.M(n-1) < M(n- 


1).A, 进一步 有 : 
.M1.M2...M(n-1).A.M(n).L... > ...M1.M2...A.M(n-1).M(n).L... 
HZ, ...M1.A.M2...M(n-1).M(n).L... > ...A.M1.M2...M(n-1).M(n).L... 


PUA, ...A.M1.M2...M(n-1).M(n).L... < … < ..L.M1.M2.M(n- 
1).M(n).A... 


解法 有 效 性 证 明 完 毕 。 








那么 整个 解法 的 时 间 复 杂 度 融 是 排序 本 喘 的 复杂 度 ， 即 O_ (N logN 
)。 有 具体 请 参看 如 下 代码 中 的 lowestString 方 法 。 


public class MyComparator implements Comparator<String> 
@Override 
public int compare(String a, String b) { 


return (a + b).compareTo(b + a); 


public String lowestString(String[] strs) { 
if (strs == null || strs.length == 0) { 
return ""; 
) 
// 根据 新 的 比较 方式 排序 
Arrays.sort(strs, new MyComparator()); 
String res = ""; 


for (int i = 0; i < strs.length; i++) { 


res += strs[il; 
) 
return res; 


) 
本 题 的 解法 看 似 非 党 简单， 但 解法 有 效 性 的 证 明 却 比较 复杂 。 在 这 
里 不 得 不 提醒 读者 ， 这 道 题 的 解 题 方法 可 以 划 进 贪心 算法 的 范畴 ， 这 种 
有 效 的 比较 方式 就 是 我 们 的 贫 心 策略 。 





正如 本 题 所 展示 的 一 样 ， 贫 心 俩 略 容易 大 胆 假设 ， 但 策略 有 效 性 的 
证 明 可 就 不 容易 求证 了 。 在 面试 中 ， 如 有 果 哪 一 个 题目 决定 用 贫 心 方法 求 
解 ， 则 必须 用 较 大 的 篇 幅 去 证 明 你 提出 的 贫 心 策略 是 有 效 的。 所 以 建议 
TET AG PE AGIS TE] AS FO ME BEAN BEG LET KD NSB > ANG S 
用 大 量 的 时 间 和 精力 。 





在 面试 中 ， 实 际 上 也 较 少 出 现 需 要 用 到 贫 心 集 略 的 题目 ， 造 成 这 个 
现象 有 两 个 很 重要 的 原因 ， 其 一 是 考查 信心 策略 的 面试 题目 ， 关 键 点 在 
于 数学 上 对 集 略 的 证 明 过 程 ， 偏 离 考查 编程 能 力 的 面试 初 吏 。 其 二 是 纯 
用 贫 心 策略 的 面试 题 ， 解 法 的 正确 性 完全 在 于 贫 心 策略 的 成 败 ， 而 缺少 
其 他 解法 的 多 样 性 ， 这 样 就 会 使 这 一 类 面试 题 的 区 分 度 极 过， 所 以 往往 
不 会 成 为 大 公司 的 面试 题 。 贫 心 策略 在 算法 上 的 地 位 当然 重要 ， 但 对 初 
期 准备 代码 面试 的 读者 来 说 ， 性 价 比 不 高 。 











找到 字符 钊 的 最 长 无 重复 字符 子 串 


LAH] 








给 定 一 个 字符 串 str， 返 回 str 的 最 长 无 重复 字符 子 串 的 长 度 。 
【举例 ] 


str="abcd"， 返 回 4 





str="aabcb"， 最 长 无 重复 字符 子 串 为 "nabc"， 返 回 3。 


【要 求 】 





如 果 str 的 长 度 为 N， 请 实现 时 间 复 杂 度 为 O(N ) 的 方法 。 
DER] 

Wh kk 
【解答 】 


MRS KENN ， 字 符 编 码 范 围 是 M ， 本 题 可 做 到 的 时 间 复 杂 度 
为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (M )。 下 面 介 绍 这 种 方法 的 基体 实现 。 


1. 在 裔 历 str 之 前 ， 先 申请 几 个 变量 。 哈 希 表 map，key 表 示 某 个 字 
人 符 ，value 为 这 个 字符 最 近 一 次 出 现 的 位 置 。 整 型 变量 pre， 如 果 当 前 裔 
历 到 字符 str[i]，pre 表 示 在 必须 以 str[i-1] 字 符 结 尾 的 情况 下 ， 最 长 无 重复 
字符 子 串 开始 位 置 的 前 一 个 位 置 ， 初 始 时 pre=-1。 整 型 变量 len， 记 录 以 














每 一 个 字符 结尾 的 情况 下 ， 最 长 无 重复 字符 子 串 长 度 的 最 大 值 ， 初 始 
时 ，len=0。 从 左 到 右 依次 壳 历 str， 假 设 现在 过 历 到 str[ij， 接 下 来 求 在 
必须 以 str 上 器 结尾 的 情况 下 ， 最 长 无 重复 字符 子 串 的 长 度 。 














2.map(str[ 让 的 值 表示 之 前 的 损 历 中 最 近 一 次 出 现 str[i 字 符 的 位 置 ， 
假设 在 a 位 置 。 想 要 求 以 str[ 让 结尾 的 最 长 无 重复 子 串 ，a 位 置 必然 不 能 
含 进来 ， 因 为 strfa] 等 于 str[i]。 





3. 根据 pre 的 定义 ，pre+1 表 示 在 必须 以 str[i-1] 字 符 结 尾 的 情况 下 ， 
最 长 无 重复 字符 子 串 的 开始 位 置 ， 也 就 是 说 ， 以 str[i-1] 结 尾 的 最 长 无 重 
复 子 串 是 向 左 扩 到 pre 位 置 停止 的 。 








4. 如 果 pre 位 置 在 a 位 置 的 左边 ， 因 为 str[a] 不 能 包含 进来 ， 而 
str[a+1..i-1] 上 都 是 不 重复 的 ， 所 以 以 str[ 让 结尾 的 最 长 无 重复 字符 子 串 束 
是 str[a+1.. 计 。 如 果 pre 位 置 在 a 位 置 的 右边 ， 以 str[i-1] 结 尾 的 最 长 无 重复 
子 串 是 同 左 扩 到 pre 位 置 停止 的 。 所 以 以 str[j 结 尾 的 最 长 无 重复 子 串 问 
左 扩 到 pre 位 置 也 必然 会 停止 ， 而 有 晶 str[pre+1..i-1] 这 一 段 上 肯定 不 含有 
str[ 订 ， 所 以 以 str[ 让 结尾 的 最 长 无 重复 字符 子 串 就 是 str[pre+1..i]。 




















5. 计算 完 长 度 之 后 ，pre 位 置 和 a 位 置 哪 一 个 在 右边 ， 就 作为 新 的 
pre 值 。 然 后 去 计算 下 一 个 位 置 的 字符 ， 整 个 过 程 中 求 得 所 有 长 度 的 最 
大 值 用 len 记 录 下 来 返回 即 可 。 

















具体 请 参看 如 下 代码 中 的 maxUniqgue 方 法 。 


public int maxUnique(String str) { 
if (str == null || str.equals("")) { 


return 0; 


char[] chas = str.toCharArray(); 

int[] map = new int[256]; 

for (int i = 0; i < 256; i++) { 
map[i] = -1; 

} 

int len = 0; 

int pre = -1; 

int cur = 0; 

for (int i = 0; i ! = chas.length; i++) { 
pre = Math.max(pre, map[chas[i]]); 
cur = i - pre; 
len = Math.max(len, cur); 
map[chas[i]] = 1; 

) 


return len; 


找到 被 指 的 新 类 型 字符 
LAH] 


新 类 型 字符 的 定义 如 下 : 





1. 新 类 型 字符 是 长 度 为 1 或 者 2 的 字符 串 。 








2. 表现 形式 可 以 仅 是 小 写字 母 ， 例 如 ，"e"; 也 可 以 是 大 写字 母 
+ 小 写字 母 ， 例 如 ，"Ab"; 还 可 以 是 大 写字 母 + 大 写字 母 ， 例 
Ue DER 











MEGET NFH Estr, str ÆRTER ES AE A GA 
果 。 比 如 "eaCCBi"， 由 新 类 型 字符 "e"、"a"、"CC" 和 "Bi" 拼 成 。 再 给 定 
一 个 整数 K， 代 表 str 中 的 位 置 。 请 返回 被 k 位 置 指 中 的 新 类 型 字符 。 


【举例 】 
str="aaABCDEcBCg". 
1. K=7 时 ， 返 回 "Ec"。 
2. K=4 时 ， 返 回 "CD"。 
3. K=10 时 ， 返 回 "g"。 
【难度 】 


一 


一 种 笨 方 法 是 从 str[0] 开 始 ， 从 左 到 右 依次 划分 出 新 类 型 字符 ， 到 K 
位 置 的 时 候 就 知道 指 癌 的 新 类 型 字符 是 什么 。 比 如 
str="aaABCDEcBCg", k =7。 从 左 到 右 可 以 依次 划分 
出 "a"、"a"、"AB"、"CD"。 然 后 发 现 str[7] 是 大 写字 母 'E， 所 以 被 指 中 
的 新 类 型 字符 一 定 是 "EC"， 返 回 即 可 。 


更 快 的 方法 。 从 K_ -1 位 置 开 始 ， 回 左 统计 连续 出 现 的 大 写字 母 的 数 
量 记 为 UNum， 遇 到 小 写字 母 就 停止 。 如 果 uNum 为 奇数 ，str[k-1.. 二 是 被 
指 中 的 新 类 型 字符 ， 见 例子 1。 如 果 uNum 为 偶数 且 str[g] 是 大 写字 母 ， 
str[k..k+1] 是 被 指 中 的 新 类 型 字符 ， 见 例子 2。 如 果 uNum 为 偶数 且 str[k] 
是 小 写字 母 ，str[k] 是 被 指 中 的 新 类 型 字符 ， 见 例子 3。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 pointrNewchar 方 法 


public String pointNewchar(String s, int k) { 
if (s == null || s.equals("") || k< 0 || k >= 
return ""; 
} 
char[] chas = s.toCharArray(); 
int uNum = 0; 
for (int i= k - 1; i >= 0; i--) { 
if (! isUpper(chas[i])) { 
break; 
i 


uNum++; 


if ((uNum & 1) == 1) { 
return s.substring(k - 1, k + 1); 


} 
if (isUpper(chas[k])) { 
return s.substring(k, k + 2); 


) 
return String.valueOf(chas[k]); 


最 小 包含 子 串 的 长 度 


LAH] 


给 定 字 符 串 str1 和 str2， 求 str1 的 子 串 中 含有 str2 所 有 字符 的 最 小 子 串 
KE. 


【举例 】 


str1="abcde"，str2="ac"。 因 为 "abc" 包 含 str2 的 所 有 字符 ， 并 且 在 满 
足 这 一 条 件 的 str1 的 所 有 子囊 中 ，"abc" 是 最 短 的 ， 返 回 3。 


str1="12345"，str2="344"。 最 小 包含 子 串 不 存在 ， 返 回 0。 
[EE] 

BE kn 
【解答 】 


如 果 str1 的 长 度 为 N ，str2 的 长 度 为 M > AEE IT YAN AR ERE 
HO (NW). 


如 果 str1 或 者 str2 为 空 ， 或 者 N 小 于 M ， 那 么 最 小 包含 子 串 必然 不 存 
在 ， 直 接 返 回 0。 接 下 来 讨论 一 般 情 况 ， 即 strt1 和 str2 不 为 空 日 NW 不 小 于 
M 。 为 了 便于 理解 ， 现 在 以 str1="adabbca"，str2="acb" 来 举例 说 明 整 个 
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记录 如 下 : 


Map key value 


“a. 1 
'b' 1 
re" 1 


哈 希 表 记 为 map，key 为 char 类 型 ，value 为 int 型 。 每 条 记录 的 意义 
是 ， 对 于 key 字 符 ，str1 字 符 串 目前 还 欠 str2 字 符 串 value 个 。 





2. 需要 定义 如 下 4 个 变量 。 


1) left: 遍历 str1 的 过 程 中 ，strl[left..right] 表 示 被 框 住 的 子 串 ， 所 
以 left 表 示 这 个 子 串 的 左边 界 ， 初 始 时 ，left=0。 





2) right:right 表 示人 被 框 住 子 串 的 右边 界 ， 初 始 时 ，right=0。 





3) match: 表示 对 所 有 的 字符 来 说 ，strl[left..right] 目 前 一 共 欠 str2 
多 少 个 。 对 本 例 来 说 ， 初 始 时 ，match=3， 即 开始 时 从 1 个 'a、1 个 "c 和 1 
AR kr 
Pb'. 





4) minLen: 最 终 想 要 的 结果 为 最 小 包含 子囊 的 长 度 ， 初 始 时 为 32 
位 整数 最 大 值 。 








3. 接 下 来 开始 通过 right 变 量 从 左 到 右 遍 历 strl。 





1) right==0，str[0]=='a。 在 map 中 把 key 为 "3 的 value 减 1， 减 完 后 变 
为 ('a' ，0)。 减 完 之 后 value 为 0， 说 明 减 之 前 大 于 0， 那 么 strl1 归 还 了 1 
Ava ，match 值 也 要 减 1， 表 示 对 str2 的 所 有 字符 来 说 ，str1 目 前 归还 了 1 
个 。 目 前 变量 状况 如 下 : 








Fa” 0 
'b! 1 
Le" 1 


match==2, left==0, right==0, minLen==Integer.MAX VALUE 


2) right==1, str[1]=='d'. map, key /’d'Hvaluek1, (HÆK 
现 map 中 没有 key 为 "和 的 记录 ， 就 加 一 条 记录 (4 > -1), KR d Fifstri 
多 归还 了 1 个 。 此 时 value 为 -1， 说 明 当 前 这 个 字符 是 str2 不 需要 的 ， 所 以 
match 不 变 。 目 前 变量 状况 如 下 : 











map key value 


‘a! 0 
'b! 1 
re?! 1 
'd' -1 


match==2, left==0, right==1, minLen==Integer.MAX VALUE 


3) right==2，str[2]=='a。 在 map 中 ， 把 key 为 'a 的 value 减 1， 变 为 (a 
，-1)。 减 之 后 value 为 -1， 说 明 减 之 前 strl 根 本 就 不 欠 str2 当 前 的 字符 ， 还 
是 多 归还 的 ， 故 match 不 变 。 


map key value 


‘a! -1 
'b! 1 
ME 1 
'd' -1 


match==2, left==0, right==2, minLen==Integer.MAX VALUE 


4) right==3, str[3]=="b'. (b' > DÆ ，0)， 减 之 后 value 为 0， 
DLA SETE. match Wael © 


Map key value 


‘a! -1 
'b! 0 
'c' 1 
'd' -1 


match==1, left==0, right==3, minLen==Integer.MAX VALUE 


5) right==4, str[4]==b'. (b', QZX (b' > ，-1)， 减 之 后 Value 为 -1， 
WH SETT AP DYHR, mathi FF. 


Map key value 


'a' -1 
'þ' -1 
LE" 1 
'd' -1 


match==1, left==0, right==4, minLen==Integer.MAX VALUE 


6) right==5, strf5]=='c'. (c > DÆK , 0), WZ JE value 0, 
说 明 当 前 字符 "归还 有 效 ，match 值 减 1。 


Map key value 


‘a! -1 
rp! -1 
gt 0 


'd' -1 


match==0, left==0, right==5, minLen==Integer .MAX_VALUE 


HE match — KEk SO, WAW AI HALE, strid ZEA 
的 字符 都 还 完了 ， 此 时 被 框 住 的 子 串 也 就 是 str1[0..5]， 肯 定 是 包含 str2 所 
有 字符 的 。 但 是 当前 被 框 住 的 子 串 是 在 必须 以 位 置 5 结 尾 的 情况 下 最 短 
的 吗 ? 不 一 定 ， 因 为 有 些 字符 归还 得 很 多 余 ， 所 以 步骤 6) 还 要 继续 如 
下 过 程 。 





left 开 始 往 右 移 动 ，left==0，str1[0]=='a' ，key 为 ?3 的 记录 为 (ga 
，-1)， 当 前 value==-1， 说 明 str1 即 便 拿 回 这 个 字符 ， 也 不 会 欠 str2。 所 
MÆRE, Sina  ，0)，left++。l]eft==1，strl[1]=='d' , key 
为 ;的 记录 为 (4d ”，-1)， 当 前 value==-1， 说 明 str1 即 便 拿 回 ':d'， 也 不 会 
欠 str2。 所 以 拿 回 来 ， 令 记录 变 为 ('d' ，0)，left++。left==2，str1[2]=='a' 
，key 为 "8 的 记录 为 Ca ，0)， 当 前 value==0， 说 明 str1 如 果 拿 回 这 个 位 置 
的 字符 ， 就 要 亏欠 st2 了 ， 所 以 此 时 left 停 止 癌 右 移动 。str1[2..5] 就 是 在 
必须 以 位 置 5 结 尾 的 情况 下 的 最 小 窗口 子囊 。minLen 更 新 为 4。 








ERG) 〈 即 right==5) 这 一 步 揭示 了 整个 解法 最 关键 的 逻辑 ， 先 通 
过 right 回 右 扩 ， 让 所 有 的 字符 和 被“ 有效? 地 还 完 ， 都 还 完 时 ， 被 框 住 的 子 
串 肯 定 是 符合 要 求 的 ， 但 还 要 经 过 left 向 右 缩 的 过 程 来 看 被 框 住 的 子 串 
能 不 能 变 得 更 短 。 至 此 ， 关 于 位 置 5 结 尾 的 情况 下 的 最 短 窗 口子 串 已 经 
找到 。 同 时 从 left 位 置 开 始 的 最 短 窗 口子 串 也 是 strli[left..right]。 所 以 ， 
之 后 如 果 更 小 的 窗口 子 串 也 一 定 不 会 从 left 的 位 置 开始 ， 而 是 从 left 之 后 
的 位 置 开 始 。str1[2]=='a'， 令 记录 (a ，0) 变 为 (a ，1)，match++， 然 后 
leftt+。 表 示 现 在 的 str1[3..5] 义 开始 欠 str2 字 符 了 ，right 继 续 往 右 扩 。 目 
前 变量 的 状况 如 下 : 








map key value 


"pr -1 
ne! 0 
'd' -1 


match==1, left==3, right==5, minLen==4 


7) right==6, str{6]=='a". (a > 1)® (a > 0), 减 之 后 value 为 0， 
说 明 当 前 字符 a? 归 还 有 效 ，match 值 减 1。match 又 一 次 等 于 0， 进 入 left 
向 右 缩 的 过 程 。left==3，str1[0]=='b' ，key 为 'b 的 记录 为 (b' ，-1)， 当 前 
value==-1， 说 明 str1 即 便 拿 回 这 个 位 置 的 字符 ， 也 不 会 欠 str2， 所 以 拿 
回 ， 记 录 变 为 (b' , 0), left++. left==4, stri[l]==b" > keyA’b’ Mid 
为 (b' ，0)， 当 前 value==0， 说 明 如 果 拿 回 当前 字符 'b'， 束 要 亏欠 str2。 
所 以 此 时 的 str1[4..6] 就 是 在 必须 以 位 置 6 结 尾 的 情况 下 的 最 小 窗口 子 串 ， 
令 minLen 更 新 为 ?。 同 步骤 6) 的 逻辑 一 样 ，left==4，str1[4]=='b'， 令 ('b' 
，0) 变 为 (b' ，1TD，match++，left++。 表 示 现 在 的 str1[5..6] 又 开始 欠 str2 
字符 ，right 继 续 往 右 扩 。 








Map key value 


‘a! 0 
'b! 1 
JE 0 
'd' -1 


match==1, left==5, right==6, minLen==3 
8) right==7, HÆ 


4. ty minLen Hi {Rif F Integer MAX VALUE, 说 明 从 始 至 终 
都 没有 符合 条 件 的 窗口 出 现 过 ， 当 然 minLen 也 从 未 被 设置 过 ， 则 返回 


0， 厂 则 返回 minLen 的 值 。 


left 和 和 right 始 终 同 右 移 动 ，right 移 动 到 右边 界 过 程 停止 ， 所 以 该 时 间 
复杂 上 度 必 然 是 O(N )。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 minLength 方 法 。 


public int minLength(String stri, String str2) { 

if (stri == null || str2 == null || stri.length 
return 0; 

) 

char[] chas1 = stri.toCharArray(); 

char[] chas2 = str2.toCharArray(); 

int[] map = new int[256]; 

for (int i = 0; i ! = chas2.length; i++) { 
map[chas2[i]]++; 

) 

int left = 0; 

int right = 0; 

int match = chas2.length; 

int minLen = Integer.MAX VALUE; 

while (right ! = chasi.length) { 
map[chasi[right]]--; 
if (map[chasi[right]] >= 0) { 

match--; 
) 
if (match == 0) { 
while (map[chasi[left]] < 0) I 


map[chasi[left++]]++; 


) 


minLen = Math.min(minLen, right 
match++; 
map[chasi[left++]]++; 

} 

right++; 


} 


return minLen == Integer.MAX VALUE ? © : minLen 


回 文 最 少 分 割 数 


【题目 】 
给 定 一 个 字符 串 str， 返 回 把 str 全 部 切 成 回 文子 串 的 最 小 分 割 数 。 
【举例 】 
str="ABA". 
ARTE, sr ASE EUX, MLG EO. 
str="ACDCDCDAD". 


最 少 需要 切 2 次 变 成 3 个 回 文子 串 比如 "A"、 "CDCDC" 和 "DAD"， 
所 以 返回 2。 


【 难度 】 
BR kkk 
【解答 | 


本 题 是 一 个 经 典 的 动态 规划 的 题目 。 定 义 动态 规划 数组 dp，dp 自 的 
含义 是 子 串 str[i..len-H] 人 至 少 需要 切割 几 次 ， 才 能 把 str[i..len-H] 全 部 切 成 回 
MPH. MBA, dplOl wea aM As 











从 右 往 左 依次 计算 dp 后 的 值 ，i 初 始 为 len-1， 有 具体 计算 过 程 如 下 : 


1. 假设) 位 置 处 在 i 与 len-1 位 置 之 间 (i<=j<len)， 如 果 str[i..j] 是 回 文 
串 ， 那 么 dp 目的 值 可 能 是 dp[j+1]+1， 其 含义 是 在 str[i..len-1] 上 ， 既 然 
str[i.j] 是 一 个 回 文 囊 ， 那 么 它 可 以 自己 作为 一 个 分 割 的 部 分 ， 剩 下 的 部 
4y Glstrlj+1..len-1) 继续 做 最 经 济 的 切割 ， 而 dp[j+1] 值 的 含义 正好 是 
str[j+1..len-1] 的 最 少 回 文 分 割 数 。 


2. 根据 步 又 2 的 方式 ， 让 j 在 i 到 len-1 位 置 上 枚 举 ， 那 么 所 有 可 能 情 
况 中 的 最 小 值 就 是 dp 外 的 值 ， 即 dp[i = Min { dplj+1]+1 (i<=j<len, H. 
str[i..j] 必 须 是 回 文 串 ) } 





3. 如 何方 便 快速 地 判断 str[i..j] 是 否 是 回 文 串 呢 ? 具 体 过 程 如 下 。 


1) 定义 一 个 二 维 数组 boolean[][] p， 如 果 p[ 引 上 j 值 为 tue， 说 明 字 符 
串 str[i..j] 是 回 文 串 ， 否 则 不 是 。 在 计算 dp 数组 的 过 程 中 ， 希 望 能 够 同 
步 、 快 速 地 计算 出 矩阵 p。 


2) pD[] 如 果 为 true， 一 定 是 以 下 三 种 情况 : 
e str[i..j] 由 1 个 字符 组 成 。 
e str[i..j] 由 2 个 字符 组 成 有 是 2 个 字符 相等 。 


è str[i+1..j-1] 是 回 文 串 ， 即 p[i+1][j-1] 为 true， 有 是 str[i]==str[j]， 即 
str[i..j] 上 首尾 两 个 字符 相等 。 





3) 在 计算 dp 数组 的 过 程 中 ， 位 置 i 是 从 右 向 左 依次 计算 的 。 而 对 每 
一 个 i 来 说 ， 又 依次 从 i 位 置 向 右 枚 举 所 有 的 位 置 ) (i<=j<len)， 以 此 来 决 
策 出 dp 辕 的 值 。 所 以 对 pfilfj] 来 说 ，pLi+1D- 巧 值 一 定 已 经 计算 过 。 这 束 
使 判断 一 个 子 串 是 否 为 回 文 串 变 得 极为 方便 。 











4. 最 终 返 回 dp[0] 的 值 ， 过 程 结 束 。 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
minCut 方 法 。 


Ñ 


public int minCut(String str) { 
if (str == null || str.equals("")) { 
return 0; 
) 
char[] chas = str.toCharArray(); 
int len = chas.length; 
int[] dp = new int[len + 1]; 
dp[len] = -1; 
boolean[][] p = new boolean[len][len]; 
for (int i = len - 1; i >= 0; i--) { 
dp[i] = Integer.MAX VALUE; 
for (int j = i; j < len; j++) I 
if (chas[i] == chas[j] && (j - i<2 || 
p[i][j] = true; 
dp[i] = Math.min(dp[i], dp[j + 


} 
return dp[0]; 


FAT DL AM e 
【题目 】 


给 定 字 符 串 str， 其 中 绝对 不 舍 有 字符 … 和 将 。 再 给 定 字符 串 exp， 
SPAR ABO ，*' 字 符 不 能 是 exp 的 首 字 符 ， 并 且 任 意 两 个 '*? 学 
FAD. xp HÅP REM NFR ep FAP TR BRITT 
FEET DIO NERA TN MGE TNA Arsen fe expVLAC . 








【举例 】 
str="abc", exp="abc", JR Fltrue. 


str="abc"，exp="a.c"，exp 中 单个 … 可 以 代表 任意 字符 ， 所 以 返回 


true. 


str="abcd"，exp=".*"。exp 中 党 :的 前 一 个 字符 是 2"， 所 以 可 表示 任 
意 数量 的 ”… 字 符 ， 当 exp 是 ".…" 时 与 "abcd" 匹 配 ， 返 回 true。 








""，exp="..*"。exp 中 半 : 的 前 一 个 字符 是 2"， 可 表示 任意 数量 
的 ’ 字符， 但是".*" 之 前 还 有 一 个 字符， 该 字符 不 受 '** 的 影响 ， 所 以 
str 起 码 有 一 个 字符 才能 被 exp 匹 配 。 所 以 返回 false。 


Str= 





【 难度 】 
校 ku 


【解答 】 


首先 解决 st 和 exp 有 效 性 的 问题 。 根 据 描述 ，str 中 不 能 含有 ”2 和 3’*' 
，exp 中 *’ 字 符 不 能 是 首 字符 ， 并 且 任 意 两 个 '** 字 符 不 相 邻 。 具 体 请 参 
看 如 下 代码 中 的 isValid 方 法 。 





public boolean isValid(char[] s, char[] e) { 
for (int i = 0; i < s.length; i++) { 
if (sfi] == ' *' || s[i] ==" .') { 


return false; 


i; 
for (int i = 0; i < e.length; i++) { 
if (e[i] == ' *' && (i == © || e[i - 1] 


return false; 


} 


return true; 


} 





接 下 来 看 如 何 用 递归 方法 来 解 这 道 题 ， 如 下 代码 中 的 isMatch 方 法 
是 递归 解法 的 主 函 数 ，process 方 法 是 递归 的 主要 过 程 ， 先 列 出 代码 ， 然 
后 详细 解释 过 程 。 


public boolean isMatch(String str, String exp) { 
if (str == null || exp == null) { 
return false; 
) 
char[] s = str.toCharArray(); 


char[] e = exp.toCharArray(); 


return isValid(s, e) ? process(s, e, 0, 0) : fa 


public boolean process(char[] s, char[] e, int si, int 


if (ei == e.length) { 


return si == s.length; 
} 
if (ei + 1 == e.length || e[ei +1] ! = " *') I 
return si ! = s.length && (e[ei] == s[s 
&& process(s, e, si + 1 
) 
while (si ! = s.length && (e[ei] == s[si] || ef 
if (process(s, e, si, ei + 2)) I 
return true; 
} 
Si++; 
} 


return process(s, e, si, ei + 2); 





下 面 解释 一 下 递归 过 程 ，process 函 数 的 意义 是 ， 从 str 的 Si 位 置 开 
始 ， 一 直到 str 结 束 位 置 的 子 串 ， 即 str[si...slen]， 是 否 能 被 从 exp 的 ei 位 置 
开始 一 直到 exp 结 束 位 置 的 子 串 〈 即 exp[ei..elen]) 匹配 ， 所 以 
process(S，e，0，0) 束 是 最 终 返 回 的 结果 。 


那么 在 递归 过 程 中 如 何 判断 str[si...slen] 是 否 能 被 exp[ei..elen] 匹 配 
呢 ? 


假设 当前 判断 到 str 的 si 位 置 和 exp 的 ei 位 置 ， 即 process(s，e， si, 


ei). 


1. on ReiNexp 4 RV Å (ei==elen), sit st KUE, JAH 
true, MA”. WM Rsi esri Ri, GE Bfalse, Mei 
而 易 见 的 。 


2. 如 果 ei 位 置 的 下 一 个 字符 (e[ei+1) 不 为 *#*'。 那 么 就 必须 关注 str[sj] 
字符 能 否 和 exp[ei] 字 符 匹 配 。 如 果 str[si 与 exp[ei] 能 匹配 (e[ei] == s[si] || 
elei] == ' .)， 还 要 关注 str 后 续 的 部 分 能 否 被 exp 后 续 的 部 分 匹配 ， 即 
process(CS，e，si+1，ei+ 了 J) 的 返回 值 。 如 果 str[si 与 exp[ei 不 能 匹配 ， 当 前 
字符 都 下 配 ， 当 然 不 用 计算 后 续 的 ， 直 接 返 回 false。 


3 如果 当前 ei 位 置 的 下 一 个 字符 (e[ei+1]) 为 ?字符 。 


1) 如果 str[si] 与 exp[ei] 不 能 匹配 ， 那 么 只 能 让 exp[ei..ei+1] 这 个 部 分 
为 "…'， 也 束 是 exp[ei+1]==' * 字 符 的 前 一 个 字符 exp[ei] 的 数量 为 0 才 行 ， 
然后 考查 process(s，e，si，ei+2) 的 返回 值 。 举 个 例子 ，str[si..slen] 

为 "bXXX"，"XXX" 代 指 字符 'b’? 之 后 的 字符 串 。explei..elen] 

为 "a*YYY"，"YYY" 代 指 字符 '*’ 之 后 的 字符 串 。 当 前 无 法 匹配 (a ! 
=b)， 所 以 让 "a*" 为 ""， 然 后 考查 str[si..slen]〈 即 "bXXX")〉 能 人 否 被 
exp[ei+2..elen] 〈 即 "YYY") 匹配 。 


2) 如 果 str[si] 与 exp[ei] 能 匹配 ， 这 种 情况 下 举例 说 明 。 


str[si...slen] 为 "aaaaaXXX"， "XXX" 指 不 再 连续 出 现 'a? 字 符 的 后 续 字 
FFE 。exp[ei...elen]) 为 "a*YYY"，"YYY" 指 字符 '*’ 之 后 的 后 续 字 符 串 。 


如 果 令 "a" 和 "as*" 苞 配 ， 且 有 "aaaaXXX'" 和 "YYY" 匹 配 ， 可 以 返回 


true. 


WRS "aapi "a+" fig, HA "aaaXXX"FO"YYY"DGEL, By DK HE 


true. 


如 果 令 "aaa" 和 "as*" 苞 配 ， 且 有 "aaXXX" 和 "YYY" 匹 配 ， 可 以 返回 


true. 


如 有 果 令 "aaaa" 和 "ax" 匹 配 ， 且 有 "aXXX'" 和 "YYY" 匹 配 ， 可 以 返回 


true. 


如 果 令 "aaaaa" 和 "ax*" 死 配 ， 且 有 "XXX" 和 "YYY" 匹 配 ， 可 以 返回 


true. 


也 就 是 说 ，exp[ei..ei+1] 〈 即 "as*") 的 部 分 如 果 能 匹配 str 后 续 很 多 位 
置 的 时 候 ， 只 要 有 一 个 返回 true， 就 可 以 直接 返回 true。 


整体 递归 过 程 结 束 。 


在 分 析 完 如 上 递归 过 程 之 后 ， 来 看 递归 函数 的 结构 。 我 们 很 容易 发 
现 递 归 函 数 processCs，e，si，ei) 在 每 次 调用 的 时 候 ， 有 两 个 参数 是 始终 
不 变 的 (6 和 日 ， 所 以 代表 process 函 数 状态 的 就 是 si 和 ei 值 的 组 合 。 所 以 ， 
如 果 把 递归 函数 p 在 所 有 不 同 参数 (si 和 ei) 的 情况 下 的 所 有 返回 值 看 作 一 
个 范围 ， 这 个 范围 就 是 一 个 (slen+1)*(elen+1) 的 二 维 数 组 ， 并 且 p(si，e@i) 
在 整个 递归 过 程 中 ， 依 赖 的 总 是 p(si+1，ei+1) 或 者 p(si+k(k>=0)，ei+2)， 
假设 二 维 数组 dp[i][j] 代 表 P (i ，7) 的 返回 值 ，dp 上 Dj] 就 只 是 依赖 dp[i+1] 
[j+3H] 或 者 dp[i+k(k>=0)]Tj+2] 的 值 。 进 一 步 可 以 看 出 ， 想 要 求 dp[i][j] 的 
值 ， 只 需要 (i ，j ) 位 置 右 下 方 的 某 些 值 。 所 以 只 要 从 二 维 数组 的 右 下 和 角 
开始 ， 从 右 到 左 、 再 从 下 到 上 地 计算 出 二 维 数组 dp 中 每 个 位 置 的 值 就 可 


以 ，dp[0][0] 就 是 最 终 的 结果 。p (i ,，j ) 的 递归 过 程 如 何 ，dp 利 中 的 值 就 
怎样 去 计算 。 这 种 方法 实际 上 束 是 动态 规划 的 方法 ， 省 去 了 递归 过 程 中 
很 多 重复 计算 的 过 程 。 








先 从 右 到 左 计算 dp[slen][.…]， 也 就 是 二 维 数组 dp 中 的 最 后 一 行 ， 
dp[slen][elen] 值 的 含义 是 str 已 经 结束 ， 剩 下 的 字符 串 为 "'，exp 也 已 经 结 
束 ， 剩 下 的 字符 串 为 "， 所 以 此 时 exp 可 以 匹配 str，dp[slen][elen]=true。 
对 于 dp[slen][0..elen-1] 的 部 分 ，dp[slen][j 的 含义 是 str 已 经 结束 ， 剩 下 的 
字符 串 为 "'，exp 却 没有 结束 ， 剩 下 的 字符 串 为 exp[i..elen-1]， 什 么 情况 
下 exp[i..elen-1] 可 以 匹配 ""? 只 能 是 不 停 地 重复 出 现 "X*" 这 种 方式 。 比 
如 ，exp[i..elen-1] 为 "*"， 这 种 情况 下 ，exp[i+1..elen-1] 根 本 不 合法 ， 匹 配 
不 了 "…。 如 果 exp[i..elen-1]="A*"， 可 以 匹配 ""。 如 果 exp[i..elen- 
1]="A*B*"， 也 能 匹配 "。 也 就 是 说 ， 在 从 右 回 左 计 算 dp[slen][0..elen-1] 
的 过 程 中 ， 看 exp 是 不 是 从 右 往 左 重 复出 现 "X*"， 如 果 是 重复 出 现 ， 那 
么 如 果 exp[i='X' , exp[it1]=' *'， 令 dp[slen][i=true， 如 果 exp[i=' * > 
exp[i+1]='X'"， 令 dp[slen][i]=false。 如 果 不 是 重复 出 现 ， 最 后 一 行 后 面 的 
部 分 ( 即 dp[slen][0..i]〉， 全 都 是 false。 这 样 就 搞定 了 dp[][] 最 后 一 行 的 
值 。 














再 看 看 dp[][] 除 右 下 角 的 值 之 外 ， 最 后 一 列 其 他 位 置 的 值 ， 即 
dp[0..slen-1][elen]。 这 表示 如 果 exp 已 经 结束 ， 而 str 还 没 结束 ， 显 然 ， 
exp 为 "匹配 不 了 任何 非 空 字符 串 ， 所 以 dp[0..slen-1][elen] 都 为 false。 


接着 看 dp[[] 倒 数 第 二 列 的 值 ， 即 dp[0..slen-1][elen-1]。 这 表示 如 果 
exp 还 剩 一 个 字符 即 〈exp[elen-1]) ， 而 str 还 剩 1 个 字符 或 多 个 字符 。 很 
明显 ，str 还 剩 多 个 字符 的 情况 下 ，exp 匹 配 不 了 。str 还 剩 1 个 字符 的 情况 
下 《 即 str[slen-1] ) ， 如 果 和 exp[elen-1] 相 等 ， 则 可 以 匹配 ， 或 者 
exp[elen-1]=='… 的 情况 下 可 以 匹配 。 





因为 dp[][j 只 依赖 dp[i+1Uj+H] 或 者 dp[i+k]0j+2](Gk>=0) 的 值 ， 所 以 在 
单独 计算 完 最 后 一 行 、 最 后 一 列 与 倒数 第 二 列 之 后 ， 剩 下 的 位 置 在 从 碳 
到 左 、 再 从 下 到 上 计算 dp 值 的 时 候 ， 所 有 依赖 的 值 都 被 计算 出 来 ， 直 接 
拿 过 来 用 即 可 。 如 果 str 的 长 度 为 N ，exp 的 长 度 为 M ， 因 为 有 枚 举 的 过 
程 ， 所 以 时 间 复 杂 度 为 O (N27 xM)， 人 额外 空间 复杂 度 为 O (N XM). HA 
请 参看 如 下 代码 中 的 isMatchDP 方 法 。 





public boolean isMatchDP(String str, String exp) { 
if (str == null || exp == null) { 
return false; 
) 
char[] s = str.toCharArray(); 
char[] e = exp.toCharArray(); 
if (! isValid(s, e)) I 
return false; 
} 
boolean[][] dp = initDPMap(s, e); 
for (int i = s.length - 1; i> -1; i--) { 
for (int j = e.length - 2; j > -1; j--) I 
if (e[j +1] !=' *'){ 
dp[i][j] = (s[i] == e[j] || eli] == 
&& dp[i + 1][j + 1]; 
} else { 
int si = i; 
while (si ! = s.length && (s[si] == 
if (dp[si][j + 2]) € 
dp[i][j] = true; 


break; 


} 
si++; 
} 
if (dp[i][j] ! = true) { 
dp[i][j] = dp[si][j + 2]; 
} 


} 
return dp[0][0]; 


public boolean[][] initDPMap(char[] s, char[] e) I 
int slen = s.length; 
int elen = e.length; 
boolean[][] dp = new boolean[slen + 1][elen + 1 
dp[slen][elen] = true; 
for (int j = elen - 2; j > -1; j=j - 2) I 
if (e[j] ! = ' *" && e[j + 1] == ' *') 
dp[slen][j] = true; 
} else { 


break; 


) 
if (slen > 0 && elen > 0) I 


if ((e[elen - 1] == ' .' || s[slen - 1] 


dp[slen - 1][elen - 1] = true; 


} 


return dp; 


FE CHART) 的 实现 
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设 组 成 所 有 单词 的 字符 仅 是 “a" 一 “z”， 请 实现 字典 树 结构 ， 并 包含 以 下 
四 个 主要 功能 。 


e void insert(String word): 添加 word， 可 重复 添加 。 


e void delete(String word): 删除 word， 如 果 word 添 加 过 多 次 ， 仅 
MER —# 


e boolean search(String word): 查询 word 是 否 在 字典 树 中 。 


e int prefixNumber(String pre): 返回 以 字符 串 pre 为 前 绥 的 单词 数 


i=! 


量 。 
DER] 

W kk 
【解答 】 


字典 树 的 介绍 。 字 典 树 是 一 种 树 形 结构 ， 优 点 是 利用 字符 串 的 公共 
前 级 来 节约 存储 空间 ， 比 如 加 
入 "abc"、"abcd"、"abd"、"b"、"bcd"、"efg"、"hik" 之 后 ， 字 上 典 树 如 图 5- 
LT © 





字典 树 的 基本 性 质 如 下 : 


e 根 市 点 没有 字符 路 笃 。 除 根 节 后 外 ， 每 一 个 节点 都 被 一 个 字符 
路 径 找到 。 


。 从 根 节点 到 某 一 节点 ， 将 路 径 上 经 过 的 字符 连接 起 来 ， 为 扫 过 
的 对 应 字符 串 。 


e 每 个 市 皮 向 下 所 有 的 字符 路 人 符 上 的 字符 都 不 同 。 
在 字典 树 上 搜索 添加 过 的 单词 的 步骤 为 : 
1. 从 根 节点 开始 搜索 。 


2. 取得 要 查找 单词 的 第 一 个 字母 ， 并 根据 该 字母 选择 对 应 的 字符 
路 径 向 下 继续 搜索 。 





3. 字符 路 径 指 向 的 第 二 层 节 点 上 ， 根 据 第 二 个 字母 选择 对 应 的 字 
从 路 径 问 下 继续 搜索 。 





4. 一 直 问 下 搜索 ， 如 果 单 词 搜索 完 后 ， 找 到 的 最 后 一 个 节点 是 一 
个 终止 节点 ， 比 如 图 5-1 中 的 实心 节点 ， 说 明 字 典 树 中 含有 这 个 单词 ， 
如 果 找 到 的 最 后 一 个 节点 不 是 一 个 终止 节点 ， 说 明 单 词 不 是 字典 树 中 添 
加 过 的 单词 。 如 宋 单 词 没 搜索 完 ， 但 是 已 经 没有 后 续 的 节点 了 ， 也 说 明 
单词 不 是 字典 树 中 添加 过 的 单词 。 








在 字典 树 上 添加 一 个 单词 的 步骤 同 理 ， 不 再 详 述 。 下 面 介 绍 有 关 字 
典 树 市 点 的 类 型 。 参 见 如 下 代码 中 的 TrieNode 类 。 


public class TrieNode { 
public int path; 
public int end; 
public TrieNode[] map; 
public TrieNode() { 
path = 0; 
end = 0; 


map = new TrieNode[26]; 


TrieNode 类 中 ，path 表 示 有 多 少 个 单词 共用 这 个 节点 ，end 表 示 有 多 
少 个 单词 以 这 个 节点 结尾 ，map 是 一 个 哈 希 表 结 构 ，key 代 表 该 市 点 的 一 
条 字符 路 符 ，value 表 示 字 符 路 径 指 回 的 节点 ， 根 据 题目 的 说 明 ，map 为 
长 度 为 26 的 数组 ， 在 字符 种 类 较 多 的 情况 下 ， 可 以 选择 用 真实 的 哈 希 表 
结构 实现 map。 介 绍 完 TrieNode 后 ， 下 面 详细 介绍 本 题 的 Trie 树 类 如 何 











实现 。 


void insert(String word): 假设 单词 word 的 长 度 为 N . MABIA 
遇 历 word 中 的 每 个 字符 ， 并 依次 从 头 节 点 开始 根据 每 一 个 
word[i]， 找 到 下 一 个 节点 。 如 果 找 的 过 程 中 节点 不 存在 ， 束 建 
立新 节点 ， 记 为 a， 并 令 a.path=1。 如 果 节 点 存在 ， 记 为 bp， 令 
b.path++。 通 过 最 后 一 个 字符 (word[N-1]) 找 到 最 后 一 个 节点 时 


记 为 e， 令 e.path++，e.end++。 








boolean search(String word): 从 左 到 右 裔 历 word 中 的 每 个 字符 ， 
并 依次 从 头 节 点 开始 根据 每 一 个 word[ 让 ， 找 到 下 一 个 节点 。 如 
果 找 的 过 程 中 布点 不 存在 ， 说 明 这 个 单词 的 整个 部 分 没有 添加 
进 Trie 树 ， 否 则 不 可 能 找 的 过 程 中 节点 不 存在 ， 直 接 返 回 
false。 如 果 能 通过 word[N-1] 找 到 最 后 一 个 节点 ， 记 为 e， 如 果 
eend! =0， 说 明 有 单词 通过 word[N-1] 的 字符 路 径 ， 并 以 节点 e 
结尾 ， 返 回 true， 如 果 e.end==0， 返 回 false。 





void delete(String word): 先 调用 search(word)， 看 word 在 不 在 
Trie 树 中 ， 硅 在 ， 则 执行 后 面 的 过 程 ， 大 不在， 则 直接 返回 。 
从 左 到 右 过 历 word 中 的 每 个 字符 ， 并 依次 从 头 节 点 开始 根据 每 
一 个 word[ 让 找到 下 一 个 的 节点 。 在 找 的 过 程 中 ， 把 扫 过 每 一 个 
节点 的 path 值 减 1。 如 果 发 现下 一 个 节点 的 path 值 减 完 之 后 已 经 
为 0， 直 接 从 当前 节点 的 map 中 删除 后 续 的 所 有 路 径 ， 返 回 即 
可 。 如 果 扫 到 最 后 一 个 节点 ， 记 为 e， 令 e.path--，e.end--。 





int prefixNumber(String pre): 和 查找 操作 同 理 ， 根 据 pre 不 断 找 
到 节点 ， 假 设 最 后 的 节点 记 为 e， 返 回 e.path 的 值 即 可 。 








全 部 实现 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 Trie 类 。 


第 6 章 


大 数据 和 空间 限制 
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不 安全 网 页 的 黑 名 单 包 含 100 亿 个 黑 名 单 网 页 ， 每 个 网 页 的 URL 最 
多 占用 64B。 现 在 想 要 实现 一 种 网 页 过 小 系统 ， 可 以 根据 网 页 的 URL 判 
断 该 网 页 是 否 在 黑 名 时 上， 请 设计 该 系统 。 





【要 求 】 
1. 该 系统 允许 有 万 分 之 一 以 下 的 判断 失误 率 。 
2. 使 用 的 额外 空间 不 要 超过 30GB。 

DER] 
KW kk 


【解答 】 








如 果 把 黑 名 单 中 所 有 的 URL 通 过 数据 库 或 哈 希 表 保存 下 来 ， 就 可 以 





对 每 条 UREL 进 行 查询 ， 但 是 每 个 URL 有 64B， 数 量 是 100 亿 个 ， 所 以 至 少 
需要 640GB 的 空间 ， 不 满足 要 求 2。 





如 果 面 试 者 遇 到 网 页 黑 名 单 系 统 、 垃 圾 邮件 过 滤 系 统 、 疏 虫 的 网 址 
判 重 系统 等 题目 ， 又 看 到 系统 容忍 一 定 程度 的 失误 率 ， 但 是 对 空间 要 求 
比较 严格 ， 那 么 很 可 能 是 面试 官 希 望 面试 者 具备 布 隆 过 滤器 的 知识 。 一 
个 布 隆 过 滤器 精确 地 代表 一 个 集合 ， 并 可 以 精确 判断 一 个 元 素 是 否 在 集 
合 中 。 注 意 ， 只 是 精确 代表 和 精确 判断 ， 到 底 有 多 精确 呢 ? 则 完全 在 于 
你 具体 的 设计 ， 但 想 做 到 完全 正确 是 不 可 能 的 。 布 隆 过 滤器 的 优势 就 在 
于 使 用 很 少 的 空间 就 可 以 将 准确 率 做 到 很 高 的 程度 ， 该 结构 由 Burton 
Howard Bloom 于 1970 年 提出 。 





首先 介绍 哈 希 函数 (a 散 列 函数 ) 的 概念 。 哈 希 函 数 的 输入 域 可 以 是 
非常 大 的 范围 ， 比 如 ， 任 意 一 个 字符 串 ， 但 是 输出 域 是 固定 的 范围 ， 假 
WAS» HAM NER: 


1. 典型 的 哈 希 函数 都 有 无 限 的 输入 值 域 。 
2. 当 给 哈 希 函数 传 入 相同 的 输入 值 时 ， 返 回 值 一 样 。 


3. 当 给 哈 硕 函数 传 入 不 同 的 输入 值 时 ， 返 回 值 可 能 一 样 ， 也 可 能 
不 一 样 ， 这 是 当然 的 ， 因 为 输出 域 统 一 是 S， 上 所 以 会 有 不 同 的 输入 值 对 
应 在 S 中 的 一 个 元 素 上 。 


4. 最 重要 的 性 质 是 很 多 不 同 的 输入 值 所 得 到 的 返回 值 会 均匀 地 分 
布 在 S 上 。 


第 1 一 3 点 性 质 是 哈 希 函数 的 基础 ， 第 4 点 性 质 是 评价 一 个 哈 希 函数 
优 务 的 关键 ,不 同 输入 值 所 得 到 的 所 有 返回 值 越 均 匀 地 分 布 在 S 上 ， 哈 
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如 ，"aaal"、"aaa2"、"aaa3" 三 个 输入 值 比 较 类 似 ， 但 经 过 优秀 的 哈 希 函 
数 计 算 后 的 结果 应 该 相差 非常 大 。 读 者 只 用 记 清 哈 希 函数 的 性 质 即 可 ， 

有 兴趣 的 读者 可 以 了 解 一 些 哈 希 函数 经 典 的 实现 ， 比 如 MD5 和 SHA1 算 

法 ， 但 了 解 这 些 算法 的 细节 并 不 在 准备 代码 面试 的 范围 中 。 如 果 一 个 优 
秀 的 哈 希 函数 能 够 做 到 很 多 不 同 的 输入 值 所 得 到 的 返回 值 非常 均匀 地 分 
布 在 S 上 ， 那 么 将 所 有 的 返回 值 对 m BR om ) ， 可 以 认为 所 有 的 返 
回 值 也 会 均匀 地 分 布 在 0~~m -1 的 空间 上 。 这 是 显而易见 的 ， 本 书 不 再 
详 述 。 





接 下 来 介绍 一 下 什么 是 布 隆 过 滤器 。 假 设 有 一 个 长 度 为 m 的 bit 类 型 
的 数组 ， 即 数组 中 的 每 一 个 位 置 只 占 一 个 bit， 如 我 们 所 知 ， 每 一 个 bit 只 
有 0 和 1 两 种 状态 ， 如 图 6-1 所 示 。 





bit array 


图 6-1 





再 假设 一 共有 K ”个 哈 希 函数 ， 这 些 函 数 的 输出 域 $ 都 大 于 或 等 于 m 
， 并 且 这 些 哈 希 函 数 都 足够 优秀 ， 彼 此 之 间 也 完全 独立 。 那 么 对 同一 个 
输入 对 象 ( 假 设 是 一 个 字符 串 记 为 URL) ， 经 过 K 个 哈 希 函 数 算出 来 的 
结果 也 是 独立 的 ， 可 能 相同 ， 也 可 能 不 同 ， 但 彼此 独立 。 对 算出 来 的 每 
一 个 结果 都 对 m 取 余 (%m ) ， 然 后 在 bit array 上 把 相应 的 位 置 设置 为 
1 GA) ， 如 图 6-2 所 示 。 











bit array 


图 6-2 





我 们 把 bit 类 型 的 数组 记 为 bitMap。 至 此 ， 一 个 输入 对 象 对 bitMap 的 
影响 过 程 束 结束 了 ， 也 束 是 bitMap 中 的 一 些 位 置 会 被 漆黑 。 接 下 来 控 照 
该 方法 处 理 所 有 的 输入 对 象 ， 每 个 对 象 都 可 能 把 bitMap 中 的 一 些 日 位 置 
涂 黑 ， 也 可 能 遇 到 已 经 涂 黑 的 位 置 ， 遇 到 已 经 涂 黑 的 位 置 让 其 继续 为 黑 
即 可 。 处 理 完 所 有 的 输入 对 象 后 ， 可 能 bitMap 中 已 经 有 相当 多 的 位 置 被 
涂 黑 。 至 此 ， 一 个 布 隆 过 滤器 生成 完毕 ， 这 个 布 隆 过 滤器 代表 之 前 所 有 
输入 对 象 组 成 的 集合 。 





那么 在 检查 阶段 时 ， 如 何 检查 茶 一 个 对 象 是 否 是 之 前 的 菜 一 个 输入 
对 象 呢 ? 假设 一 个 对 象 为 a， 想 检查 它 是 售 是 之 前 的 输入 对 象 ， 就 把 a 通 
Wk 个 哈 希 函数 算出 K 个 值 ， 然 后 把 k MERR Com ) ， 就 得 到 在 [0， 
m-1] 范 围 上 的 k 个 值 。 接 下 来 在 bitMap 上 看 这 些 位 置 是 不 是 都 为 黑 。 如 
朵 有 一 个 不 为 黑 ， 说 明 a 一 定 不 在 这 个 集合 里 。 如 果 都 为 黑 ， 说 明 a 在 这 
个 集合 里 ， 但 可 能 有 误 判 。 再 解释 具体 一 点 ， 如 果 a 的 确 是 输入 对 象 ， 
那么 在 生成 布 隆 过 滤器 时 ，bitMap 中 相应 的 K 个 位 置 一 定 已 经 洲 黑 了 ， 
所 以 在 检查 阶段 ，a 一 定 不 会 被 漏 过 ， 这 个 不 会 产生 误 判 。 会 产生 误 判 
的 是 ，a 明 明 不 是 输入 对 象 ， 但 如 果 在 生成 布 隆 过 滤 需 的 阶段 因为 输入 
对 象 过 多 ， 而 bitMap 过 小 ， 则 会 导致 bitMap 绝 大 多 数 的 位 置 都 已 经 变 
黑 。 那 么 在 检查 a 时 ， 可 能 a 对 应 的 K 个 位 置 都 是 黑 的 ， 从 而 错误 地 认为 a 























是 输入 对 象 。 通 俗 地 说 ， 布 隆 过 滤器 的 失误 类 型 是 "宁可 错 杀 三 千 ， 绝 
不 放 过 一 个 ”。 


布 隆 过 小 器 到 底 该 怎么 实现 ?读者 已 经 注意 到 ， 如 果 bitMap 的 大 
小 m 相 比 于 输入 对 象 的 个 数 ” 过 小 ， 失 误 率 会 变 大 。 接 下 来 先 介 绍 根 
据 n 的 大 小 和 我 们 想 达 到 的 失误 率 p ， 如 何 确 定 布 隆 过 滤器 的 大 小 mm 和 
哈 希 函数 的 个 数 k _ ， 最 后 是 布 隆 过 滤 需 的 失误 率 分 机 。 下 面 以 本 题 为 例 
来 说 明 。 








黑 名 单 中 样本 的 个 数 为 100 亿 个 ， 记 为 n ; 失误 率 不 能 超过 0.01%， 
记 为 p  ”; 每 个 样本 的 大 小 为 64B， 这 个 信息 不 会 影响 布 隆 过 滤器 的 大 
小 ， 只 和 选择 哈 希 函数 有 关 ， 一 般 的 哈 希 函数 都 可 以 接收 64B 的 输入 对 
象 ， 所 以 使 用 布 隆 过 滤器 还 有 一 个 好 处 是 不 用 顾忌 单个 样本 的 大 小 ， 它 
丝 坚 不 能 影响 布 隆 过滤 絮 的 大 小 。 


所 以 n =100 亿 ，p =0.01%， 布 隆 过 滤器 的 大 小 mm 由 以 下 公式 确定 : 


_ nxlnp 
(In 2) 








根据 公式 计算 出 =19.19n ， 疝 上 取 整 为 20n ， 即 需要 2000 亿 个 
bit， 也 就 是 25GB。 


哈 硕 函数 的 个 数 由 以 下 公式 决定 : 


fine 
| n 


LEE US A RA BO CR =14% 


然后 用 25GB 的 bitMap 再 单独 实现 14 个 哈 希 函数 ， 根 据 如 上 描述 生 
成 布 隆 过 滤器 即 可 。 





因为 我 们 在 确定 布 隆 过 滤器 大 小 的 过 程 中 选择 了 向 上 取 整 ， 所 以 还 
要 用 如 下 公式 确定 布 隆 过 滤器 真实 的 失误 率 为 ; 


nk 


(1 = m m y 


根据 这 个 公式 算出 真实 的 失误 率 为 0.006%， 这 是 比 0.01% 更 低 的 失 
误 率 ， 哈 希 函 数 本 身 不 占用 什么 空间 ， 所 以 使 用 的 空间 就 是 bitMap 的 大 
小 《 即 25GB) ， 服 务 器 的 内 存 都 可 以 达到 这 个 级 别 ， 所 有 要 求 达标 。 
之 后 的 判断 阶段 如 上 文 的 描述 。 


布 隆 过 滤器 失误 雍 分 析 。 假 设 布 隆 过 涨 器 中 的 K 个 哈 希 函数 足够 好 
且 各 上 自 独 立 ， 每 个 输入 对 象 都 等 概率 地 散 列 到 bitMap 中 mm 个 bit 中 的 任 
mk ”个 位 置 ， 且 与 其 他 元 素 被 散 列 到 哪儿 无 天。 那么 对 某 一 个 bit 位 来 
说 ， 一 个 输入 对 象 在 被 K 个 哈 希 函数 散 列 后 ， 这 个 位 置 依然 没有 被 涂 黑 
的 概率 为 : 


ay 
m 


经 过 n 个 输入 对 象 后 ， 这 个 位 置 依然 没有 被 涂 黑 的 概率 为 : 
l 
(1 2 as 


m 
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那么 在 检查 阶段 ， 检 查 K 个 位 置 都 为 黑 的 概率 为 : 
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ul Re SY 
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在 x ->0 时 ，(1+x ) 人 (1/x )->e。 上 面 等 式 的 右边 可 以 认为 mm 为 很 大 的 
数 ， 所 以 -1/m ->0， 所 以 化 简 为 : 


1 HER nå 
(lt) m 六 —(1-e ” y 
m 


有 关 布 隆 过 滤器 失误 率 的 公式 如 上 ， 上 文 最 先 提 到 的 确定 布 隆 过 滤 
år Km 及 其 哈 希 函数 的 个 数 k 的 两 个 公式 都 是 从 这 个 公式 出 发 才 推 出 
的 ， 接 下 来 展示 一 下 推出 的 过 程 。 首 先 我 们 分 析 一 下 ， 如 果 给 定 m Mn 
的 值 ， 根 据 如 上 的 失误 紊 公式 , k EURE AR AR EUR? 设 误 判 率 为 K 
的 函数 为 : 








nk 


f(k)=(-e-—)* 
m 





设 b =e Mm ， 则 公式 化 简 为 : 
FREE) 
两 边 取 对 数 得 到 : 


Inf(k)=k x In(1-b-*) 


两 边 对 K 求 导 : 


x(-b*)yxInbx(-1) 





l Å gr 
x f'(k)= In(1-b")+Kkx 
=o 
b* xInb 


fler 








= In(1-b*)+kx 


对 等 号 右边 的 部 分 求 最 什 ， 


så b* xInb 
In(1-b* )+kx = =0 





> (1-b*)xIn(1-b*)=-—kxb"* xInb 
= (1-b*)yxIn(1-b*)=b"* xInb“ 
= 1-b À = 


pt 
> pi = i: 
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至 此 ， 我 们 得 到 了 如 何 根据 m 与 n 的 值得 到 最 合适 的 哈 希 函数 数量 K 
的 公式 ， 把 这 个 公式 带 回 失误 率 公 式 ， 束 得 到 了 如 何 根 据 失误 率 p 和 样 
本 数 n 来 确定 布 隆 过 滤器 大 小 mm 的 公式 。 








布 隆 过 滤器 会 有 误 报 ， 对 已 经 发 现 的 误 报 样本 可 以 通过 建立 白 名 单 


来 防止 误 报 。 比 如 ， 已 经 发 现 “aaaaaa5” 这 个 样本 不 在 布 隆 过 滤器 中 ， 但 
是 每 次 计算 后 的 结果 都 显示 其 在 布 降 过 滤器 中 ， 那 么 就 可 以 把 这 个 样本 
加 入 到 白 名单 中 ， 以 后 就 可 以 知道 这 个 样本 确实 不 在 布 隆 过 滤器 中 。 








在 此 特别 感谢 本 篇 文章 参考 网 文 的 作者 Allen 
Sun Chttp://www.cnblogs.com/allensun/archive/2011/02/16/1956532.html) . 


只 用 2GB 内 存在 20 亿 个 整数 中 找到 出 
现 次 数 最 多 的 数 
[Gå] 
有 一 个 包含 20 亿 个 全 是 32 位 整数 的 大 文件 ， 在 其 中 找到 出 现 次 数 最 
多 的 数 。 
【 要求】 
内 存 限 制 为 2GB。 
[ERE] 
E KG 
【 解答】 


想 要 在 很 多 整数 中 找到 出 现 次 数 最 多 的 数 ， 通 常 的 做 法 是 使 用 哈 希 
表 对 出 现 的 每 一 个 数 做 词 频 统计 ， 哈 希 表 的 key 是 某 一 个 整数 ，value 是 
这 个 数 出 现 的 次 数 。 束 本 题 来 说 ， 一 共有 20 亿 个 数 ， 哪 怕 只 是 一 个 数 出 
现 了 20 亿 次 ， 用 32 位 的 整数 也 可 以 表示 其 出 现 的 次 数 而 不 会 产生 洲 出 ， 
所 以 哈 希 表 的 key 需 要 占用 4B，value 也 是 4B。 那 么 哈 希 表 的 一 条 记录 
(key，value) 需 要 占用 8B， 当 哈 希 表 记 录 数 为 2 亿 个 时 ， 需 要 至 少 1.6GB 
的 内 存 。 





但 如 果 20 亿 个 数 中 不 同 的 数 超过 2 亿 种 ， 最 极端 的 情况 是 20 亿 个 数 








都 不 同 ， 那 么 在 哈 希 表 中 可 能 需要 产生 20 亿 条 记录 ， 这 样 内 存 会 不 够 
用 ， 所 以 一 次 性 用 哈 希 表 统计 20 亿 个 数 的 办 法 是 有 很 大 风险 的 。 


解决 办 法 是 把 包含 20 亿 个 数 的 大 文件 用 哈 希 函数 分 成 16 个 小 文件 ， 
根据 哈 希 函数 的 性 质 ， 同 一 种 数 不 可 能 被 哈 希 到 不 同 的 小 文件 上 ， 同 时 
每 个 小 文件 中 不 同 的 数 一 定 不 会 大 于 2 亿 种 ， 假 设 哈 硕 函数 足够 好 。 然 
后 对 每 一 个 小 文件 用 哈 希 表 来 统计 其 中 每 种 数 出 现 的 次 数 ， 这 样 我 们 束 
得 到 了 16 个 小 文件 中 各 上 自 出 现 次 数 最 多 的 数 ， 还 有 各 目的 次 数 统计 。 接 
下 来 只 要 选 出 这 16 个 小 文件 各 目的 第 一 名 中 谁 出 现 的 次 数 最 多 即 可 。 








把 一 个 大 的 集合 通过 哈 希 函数 分 配 到 多 人 台 机 器 中 ， 或 者 分 配 到 多 个 
文件 里 ， 这 种 技巧 是 处 理 大 数据 面试 题 时 最 常用 的 技巧 之 一 。 但 是 到 底 
分 配 到 多 少 台 机 器 、 分 配 到 多 少 文件 ， 在 解 题 时 一 定 要 确定 下 来 。 可 能 
古 在 与 面试 官 沟 通 的 过 程 中 由 面试 官 指定 ， 也 可 能 是 根据 具体 的 限制 来 
确定 ， 比 如 本 题 确 定 分 成 16 个 文件 ， 束 是 根据 内 存 限制 2GB 的 条 件 来 确 
定 的 。 
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【题目 了 

32 位 无 符号 整数 的 范围 是 0 一 4294967295， 现 在 有 一 个 正好 包含 40 
亿 个 无 符号 整数 的 文件 ， 所 以 在 整个 范围 中 必然 有 没 出 现 过 的 数 。 可 以 
使 用 最 多 1GB 的 内 存 ， 怎 么 找到 所 有 没 出 现 过 的 数 ? 


进 阶 : 内 存 限 制 为 0MB， 但 是 只 用 找到 一 个 没 出 现 过 的 数 即 可 。 
【难度 】 

W kk 
【解答 】 


原 问题 。 如 果 用 哈 希 表 来 保存 出 现 过 的 数 ， 那 么 如 果 40 亿 个 数 都 不 
同 ， 则 哈 希 表 的 记录 数 为 40 亿 条 ， 存 一 个 32 位 整数 需要 4B， 上 所 以 最 差 情 
况 下 需要 40 亿 x4B=160 亿 字 节 ， 大 约 需 要 16GB 的 空间 ， 这 是 不 符合 要 求 
的 。 


哈 希 表 需 要 占用 很 多 空间 ， 我 们 可 以 使 用 bit map 的 方式 来 表示 数 出 
现 的 情况 。 有 共 体 地 说 ， 是 申请 一 个 长 度 为 4294967295 的 bit 类 型 的 数组 
bitArr，bitAr 上 的 每 个 位 置 只 可 以 表示 0 或 1 状态 。8 个 bit 为 1B， 所 以 长 
度 为 4294967295 的 bit 类 型 的 数组 占用 500MB 空 间 。 














怎么 使 用 这 个 bitArr 数 组 呢 ? 就 是 过 历 这 40 亿 个 无 符号 数 ， 例 如 ， 
遇 到 7000， 就 把 bitArr[7000] 设 置 为 1。 遇 到 所 有 的 数 时 ， 就 把 bitArr 相 应 


位 置 的 值 设置 为 1。 





过 有 历 完成 后 ， 再 依次 过 历 bitArr， 哪 个 位 置 上 的 值 没 被 设置 为 1， 哪 
个 数 就 不 在 40 亿 个 数 中 。 人 例如， 发现 bitArr[8001]j==0， 那 么 8001 就 是 没 
出 现 过 的 数 ， 明 历 完 bitAr 之 后 ， 所 有 没 出 现 的 数 融 都 找 出 来 了 。 





进 阶 问题 。 现 在 只 有 10MB 的 内 存 ， 但 也 只 要 求 找到 其 中 一 个 没 出 
现 过 的 数 即 可 。 首 先 ，0 一 4294967295 这 个 范围 是 可 以 平均 分 成 64 个 区 
间 的 ， 每 个 区 间 是 67108864 个 数 ， 例 如 : 第 0 区 间 〈0 一 67108863) | $ 
1 区 间 〈67108864 一 134217728) . Zi 区间 (67108864xi —67108864x(i 
+1)-1) ，...... , 635 lA] (4227858432~ 4294967295) 。 因 为 一 共 只 
有 40 亿 个 数 ， 所 以 ， 如 果 统 计 沙 在 每 一 个 区 间 上 的 数 有 多 少 ， 肯 定 有 人 至 
少 一 个 区 间 上 的 计数 少 于 67108864。 利 用 这 一 点 可 以 找 出 其 中 一 个 没 出 
现 过 的 数 。 具 体 过 程 为 : 





第 一 次 过 历时 ， 先 申请 长 度 为 64 的 整 型 数组 countArr[0..63]， 
countArr[i] 用 来 统计 区 则 i 上 的 数 有 多 少 。 过 有 历 40 亿 个 数 ， 根 据 当 前 数 是 
多 少 来 决定 哪 一 个 区 间 上 的 计数 增加 。 例 如 ， 如 有 果 当 前 数 是 
3422552090，3422552090/67108864=51， 所 以 第 51 区 间 上 的 计数 增加 
countArr[51]++。 裔 历 完 40 亿 个 数 之 后 ， 裔 历 countArr， 必 然 会 有 某 一 个 
位 置 上 的 值 (countAxr[i]) 小 于 67108864， 表 示 第 i 区 间 上 人 至少 有 一 个 数 没 
出 现 过 。 我 们 肯定 会 至 少 找到 一 个 这 样 的 区 间 。 此 时 使 用 的 内 存 就 是 
countArr 的 大 小 (64x4B) ， 是 非常 小 的 。 





假设 我 们 找到 第 37 区 间 上 的 计数 小 于 67108864， 以 下 为 第 二 次 遍历 
的 过 程 : 


1. 申请 长 度 为 67108864 的 bit map， 这 占用 大 约 8MB 的 空间 ， 记 为 


bitArr[0..67108863]; 


2. 再 遍历 一 次 40 亿 个 数 ， 此 时 的 遍历 只 关注 落 在 第 37 区 间 上 的 
数 ， 记 为 num (num/67108864==37) ， 其 他 区 间 的 数 全 部 忽略 。 


3. 如 果 步 又 2 的 num 在 第 37 区 间 上 ， 将 bitArr[num - 67108864*37] 的 
值 设 置 为 1， 也 就 是 只 做 第 37 区 间 上 的 数 的 bitArr 了 映射。 


4. 遍历 完 40 亿 个 数 之 后 ， 在 bitArr 上 必然 存在 没 被 设置 成 1 的 位 
置 ， 假 设 第 i 个 位 置 上 的 值 没 设 置 成 1， 那 么 67108864x37+i 这 个 数 就 是 
一 个 没 出 现 过 的 数 。 


总 结 一 下 进 阶 的 解法 : 





1. 根据 10OMB 的 内 存 限 制 ， 确 定 统计 区 间 的 大 小 ， 就 是 第 二 次 遍历 
时 的 bitArr 大 小 。 


2. 利用 区 间 计 数 的 方式 ， 找 到 那个 计数 不 足 的 区 间 ， 这 个 区 间 上 
肯定 有 没 出 现 的 数 。 


3. 对 这 个 区 间 上 的 数 做 bit mapki, Fak bit map， 找 到 一 个 没 
出 现 的 数 即 可 。 


找到 100 亿 个 URL 中 重复 的 URL 以 及 
搜索 词汇 的 top K 问题 


LAH] 


有 一 个 包含 100 亿 个 URL 的 大 文件 ， 假 设 每 个 URL 占 用 64B， 请 找 出 
其 中 所 有 重复 的 URL。 


【补充 题目 】 





某 搜 索 公司 一 天 的 用 户 搜索 词汇 是 海量 的 《〈 百 亿 数据 量 ) ， 请 设计 
一 种 求 出 每 天 最 热 top 100 词 汇 的 可 行 办 法 。 


【 难度 】 
E Kr 
【 解答 】 


原 问 题 的 解法 使 用 解决 大 数据 问题 的 一 种 常规 方法 : 把 大 文件 通过 
哈 希 函数 分 配 到 机 器 ， 或 者 通过 哈 希 函数 把 大 文件 拆 成 小 文件 。 一 直 进 
行 这 种 划分 ， 直 到 划分 的 结果 满足 资源 限制 的 要 求 。 首 先 ， 你 要 回 面 试 
官 询问 在 资源 上 的 限制 有 哪些 ， 包 括 内 存 、 计 算 时 间 等 要 求 。 在 明确 了 
限制 要 求 之 后 ， 可 以 将 每 条 URL 通 过 哈 希 函数 分 配 到 行 干 机 器 或 者 拆 分 
成 在 干 小 文件 ， 这 里 的 “ 知 干 ?由 具体 的 资源 限制 来 计算 出 精确 的 数量 。 





例如 ， 将 100 亿 字 节 的 大 文件 通过 哈 希 函数 分 配 到 100 台 机 右上 ， 然 








后 每 一 台 机 器 分 别 统 计 分 给 自己 的 URL 中 是 否 有 重复 的 URL， 同 时 哈 希 
函数 的 性 质 决 定 了 同一 条 URL 不 可 能 分 给 不 同 的 机 器 ; 或 者 在 单机 上 将 
大 文件 通过 哈 希 函数 拆 成 1000 个 小 文件 ， 对 每 一 个 小 文件 再 利用 哈 希 表 
遍历 ， 找 出 重复 的 URL; 或 者 在 分 给 机 器 或 拆 完 文件 之 后 ， 进 行 排序 ， 
排序 过 后 再 看 是 否 有 重复 的 URL 出 现 。 总 之 ， 牢 记 一 点 ， 很 多 大 数据 问 
题 都 离 不 开 分 流 ， 要 么 是 哈 希 函数 把 大 文件 的 内 容 分 配给 不 同 的 机 器 ， 
要 么 是 哈 希 函数 把 大 文件 拆 成 小 文件 ， 然 后 处 理 每 一 个 小 数量 的 集合 。 

















补充 问题 最 开始 还 是 用 哈 布 分 流 的 思路 来 处 理 ， 把 包含 百 亿 数据 量 
的 词汇 文件 分 流 到 不 同 的 机 器 上 上， 有 基体 多 少 台 机 需 由 面试 官 规定 或 者 由 
更 多 的 限制 来 决定 。 对 每 一 台 机 器 来 说 ， 如 果 分 到 的 数据 量 依 然 很 大 ， 
比如 ， 内 存 不 够 或 其 他 问题 ， 可 以 再 用 哈 希 函数 把 每 台 机 融 的 分 流 文件 
拆 成 更 小 的 文件 处 理 。 处 理 每 一 个 小 文件 的 时 候 ， 哈 和 希 表 统计 每 种 词 及 
HA, RIRE SE DUA, HEAR, ER RATE 
使 用 大 小 为 100 的 小 根 堆 来 选 出 每 一 个 小 文件 的 top 100 整体 未 排序 的 
top 100) 。 每 一 个 小 文件 部 有 自己 词 频 的 小 根 堆 〈 整 体 未 排序 的 top 
100) ， 将 小 根 堆 里 的 词 按 照 词 频 排 序 ， 残 得 到 了 每 个 小 文件 的 排序 后 
top 100。 然 后 把 各 个 小 文件 排序 后 的 top 100 进 行 外 排序 或 者 继续 利用 小 
根 堆 ， 就 可 以 选 出 每 台 机 器 上 的 top 100。 不 同 机 器 之 间 的 top100 再 进行 
外 排序 或 者 继续 利用 小 根 堆 ， 最 终 求 出 整个 百 亿 数据 量 中 的 top 100。 对 
于 top K 的 问题 ， 除 哈 希 函数 分 流 和 用 哈 硕 表 做 词 频 统 计 之 外 ， 还 经 常 
用 堆 结 构 和 外 排序 的 手段 进行 处 理 。 





40 亿 个 非 负 整数 中 找到 出 现 两 次 的 数 
和 所 有 数 的 中 位 数 


LAH] 





32 位 无 符号 整数 的 范围 是 0 一 4294967295， 现 在 有 40 亿 个 无 符号 整 
数 ， 可 以 使 用 最 多 1GB 的 内 存 ， 找 出 所 有 出 现 了 两 次 的 数 。 


【补充 题目 】 

可 以 使 用 最 多 10MB 的 内 存 ， 怎 么 找到 这 40 亿 个 整数 的 中 位 数 ? 
【难度 】 

Wo wk 
【解答 】 


对 于 原 问题 ， 可 以 用 bit ”map 的 方式 来 表示 数 出 现 的 情况 。 具 体 地 
说 ， 是 申请 一 个 长 度 为 4294967295x2 的 bit 类 型 的 数组 bitArr， 用 2 个 位 置 
表示 一 个 数 出 现 的 词 频 ，1B 占 用 8 个 bit， 所 以 长 度 为 4294967295x2 的 bit 
类 型 的 数组 占用 1GB 空 间 。 怎 么 使 用 这 个 bitArr 数 组 呢 ? 亿 历 这 40 亿 个 
无 符 写 数 ， 如 果 初 次 遇 到 num， 就 把 bitArrf[num*2 + 1] Abit Arr[num*2]1% 
置 为 01， 如 果 第 二 次 遇 到 num， 就 把 bitArrInum*2+1] 和 bitArr[num*2] 设 
置 为 10， 如 果 第 三 次 遇 到 num， 就 把 bitAr[num*2+1] 和 bitArr[num*2] 设 
置 为 11。 以 后 再 遇 到 num， 发 现 此 时 bitArr[numx2+1] 和 bitArr[nums*2] 已 
经 被 设置 为 11， 束 不 再 做 任何 设置 。 壳 历 完 成 后 ， 再 依次 遇 历 bitArr， 








如 果 发 现 bitAr[i*2+1] 和 bitAxr[i*2] 设 置 为 10， 那 么 i EH TS PAA 
数 。 


对 于 补充 问题 ， 用 分 区 间 的 方式 处 理 ， 长 度 为 2MB 的 无 符号 整 型 数 
组 占用 的 空间 为 8MB， 上 所 以 将 区 间 的 数量 定 为 4294967295/2M， 问 上 取 
整 为 2148 个 区 间 。 第 0 区 间 为 0 一 2M -1， 第 1 区 间 为 2M ~4M -1, Fi 区 
间 为 2M xi ~2M x(i +1)-1...... 


申请 一 个 长 度 为 2148 的 无 符号 整 型 数组 arr[0..2147]，arr[i] 表 示 第 i 

区 间 有 多 少 个 数 。arr 必 然 小 于 10MB。 然 后 遍历 40 亿 个 数 ， 如 果 遍 历 到 
当前 数 为 num， 先 看 num 落 在 哪个 区 间 上 (num/2M) ， 然 后 将 对 应 的 进 
行 arrfinum/2M]++ 操 作 。 这 样 遍 历 下 来 ， 束 得 到 了 每 一 个 区 间 的 数 的 出 
现状 况 ， 通 过 累加 每 个 区 间 的 出 现 次 数 ， 就 可 以 找到 40 亿 个 数 的 中 位 数 
《也 就 是 第 20 亿 个 数 ) 到 底 落 在 哪个 区 间 上 。 比 如 ，0 一 天 -1 区 间 上 数 
的 个 数 为 19.998 亿 ， 但 是 发 现 当 加 上 第 K 个 区 间 上 数 的 个 数 之 后 就 超过 
了 20 亿 ， 那 么 可 以 知道 第 20 亿 个 数 是 第 K 区 间 上 的 数 ， 并 且 可 以 知道 第 
20 亿 个 数 是 第 K 区 间 上 的 第 0.002 亿 个 数 。 











接 下 来 申请 一 个 长 度 为 2MB 的 无 符号 整 型 数组 countArr[0..2M-1]， 
占用 衬 间 8MB。 然 后 再 禹 历 40 亿 个 数 ， 此 时 只 关心 处 在 第 天 区 间 的 数 记 
为 numi， 其 他 的 数 省 略 ， 然 后 将 countArr[numi-K*2M]++， 也 就 是 只 对 
第 K 区 间 的 数 做 频率 统计 。 这 次 过 历 完 40 亿 个 数 之 后 ， 就 得 到 了 第 开 区 
间 的 词 频 统计 结果 countArr， 最 后 只 在 第 K 区 间 上 找到 第 0.002 亿 个 数 即 
A. 


一 致 性 哈 硕 算法 的 基本 原理 


LAH] 


工程 师 常 使 用 服务 器 集群 来 设计 和 实现 数据 缓存 ， 以 下 是 常见 的 集 
HÅ: 


1. JAN, GEM» ASC BE AY idi LE #5 PR 
数 转换 成 一 个 哈 希 值 ， 记 为 key。 





2. 如 果 目 前 机 器 有 N 人 台 ， 则 计算 key%N 的 值 ， 这 个 值 就 是 该 数据 
所 属 的 机 喜 编 号 ， 无 论 是 添加 、 删 除 还 是 查询 操作 ， 都 只 在 这 合 机 器 上 
进行 。 





请 分 析 这 种 缓存 策略 可 能 带 来 的 问题 ， 并 提出 改进 的 方案 。 
【 难度】 

Mh kkk 
【解答 】 


题目 中 描述 的 缓存 策略 的 潜在 问题 是 如 果 增 加 或 删除 机 器 时 (N 变 
化 ) 代价 会 很 高 ， 所 有 的 数据 都 不 得 不 根据 id 重新 计算 一 过 哈 希 值 ， 并 
将 哈 希 值 对 新 的 机 器 数 进行 取 模 操 作 ， 然 后 进行 大 规模 的 数据 迁移 。 











为 了 解决 这 些 问 题 ， 下 面 介 绍 一 下 一 致 性 哈 希 算法 ， 这 是 一 种 很 好 
的 数据 缓存 设计 方案 。 我 们 假设 数据 的 id 通过 哈 希 函数 转换 成 的 哈 希 值 


CRE, WES 2 )-1 的 数字 空间 中 。 现 在 我 们 可 以 将 这 些 数 字 
头 尾 相 连 ， 想 象 成 一 个 闭合 的 环形 ， 那 么 一 个 数据 id 在 计算 出 哈 希 值 之 
后 认为 对 应 到 环 中 的 一 个 位 置 上 ， 如 图 6-3 所 示 。 





接 下 来 想象 有 三 台 机 器 也 处 在 这 样 一 个 环 中 ， 这 三 台 机 器 在 环 中 的 
位 置 根据 机 器 id 计算 出 的 哈 希 值 来 决定 。 那 么 一 条 数据 如 何 确定 归属 哪 
GALE? 首 移 把 该 数据 的 id 用 哈 希 函数 算出 哈 硕 值 ， 并 映射 到 环 中 的 
相应 位 置 ， 然 后 顺 时 针 找 寻 离 这 个 位 置 最 近 的 机 器 ， 那 台 机 器 就 是 该 数 
据 的 归属 ， 如 图 6-4 所 示 。 





data4 machine I 






data2 
图 6-4 


在 图 6-4 中 ，datal 根 据 其 id 计算 出 的 哈 希 值 为 key1， 顺 时 针 的 第 一 
台 机 器 是 machine2， 所 以 datal 归 属 machine2; FJ, data2 HÆ 
machine3，data3 和 data4 都 归属 machine1l。 


增加 机 器 时 的 处 理 。 假 设 有 两 台 机 器 (m1, m2) 和 三 个 数据 
(datal, data2, data3) ， 数 据 和 机 器 在 环 中 的 结构 如 图 6-5 所 示 。 


(Ydatal 


(2) data2 


6-5 





如 果 此 时 想 加 入 新 的 机 器 m3， 同 时 算出 机 器 m3 的 id 在 m1 与 m2 右 半 


侧 的 环 中 ， 那 么 发 生 的 变化 如 图 6-6 所 示 。 


(Wdatal 





| |m3 (新 加 机 器 ) 


在 没有 添加 m3 之 前 ， 从 m1 到 现在 m3 位 置 上 的 这 一 段 是 m2 掌管 范围 
的 一 部 分 ; 添加 m3 之 后 则 统一 归属 于 m3， 同 时 要 把 这 一 段 旧 数据 从 m2 
迁移 到 m3 上 。 由 此 可 见 ， 添 加 机 器 时 的 调整 代价 是 比较 小 的 。 在 删除 
机 器 时 也 一 样 ， 只 要 把 要 删除 机 器 的 数据 全 部 复制 到 顺 时 针 找 到 的 下 一 
台 机 器 上 即 可 。 比 如 ， 要 在 图 6-6 中 删除 机 器 m2，m2 上 有 数据 data2， 那 
么 只 用 把 data2 迁 移 到 m1 上 即 可 。 


机 器 负载 不 均 时 的 处 理 。 如 果 机 器 较 少 ， 很 有 可 能 造成 机 器 在 整个 
环 上 的 分 布 不 均 飞 ， 从 而 导致 机 器 之 间 的 负载 不 均衡 ， 比 如 ， 图 6-7 所 
示 的 两 台 机 器 ，m1 可 能 比 m2 面 临 更 大 的 负载 。 


m2 W 


为 了 解决 这 种 数据 倾斜 问题 ， 一 致 性 哈 希 算法 引入 了 虚拟 节点 机 
制 ， 即 对 每 一 台 机 器 通过 不 同 的 哈 希 函数 计算 出 多 个 哈 希 值 ， 对 多 个 位 
置 都 放置 一 个 服务 节点 ， 称 为 虚拟 节点 。 具 体 做 法 可 以 在 机 器 ip 或 主机 
名 的 后 面 增加 编号 或 端口 号 来 实现 。 以 图 6-7 的 情况 ， 可 以 为 每 台 机 器 
计算 两 个 虚拟 节点 ， 分 别 计算 m1-1、m1-2、m2-1 和 m2-2 的 哈 希 值 ， 于 
是 形成 四 个 虚拟 节点 ， 节 点 数 变 多 了 ， 根 据 哈 希 函数 的 性 质 ， 平 衡 性 自 
然 会 变 好 ， 如 图 6-8 所 示 。 











ml-1 
(实际 是 ml) 


m2—2 m2-1 
(实际 是 m2) (实际 是 m2) 


ml-2 (实际 是 ml) 
图 6-8 











此 时 数据 定位 算法 不 变 ， 只 是 多 了 一 步 虚 拟 节 点 到 实际 节点 的 映 
射 ， 比 如 下 表 : 





虚拟 节点 对 应 的 实际 节点 


mi-1 mi 





当 某 一 条 数据 计算 出 归属 于 m1-2 时 ， 再 根据 上 表 的 转 跳 ， 数 据 将 最 
终归 属于 实际 的 m1 节操 。 基 于 一 致 性 哈 希 的 原理 有 多 种 具体 的 实现 ， 
包括 Chord 算 法 、KAD 算 法 等 。 有 兴趣 的 读者 可 以 进一步 学 习 ， 本 书 由 
于 篇 幅 所 限 ， 在 此 不 再 详 述 。 








第 7 章 
y— JA 


位 运算 


不 用 额外 变量 交换 两 个 整数 的 值 
【题目 】 

如 何不 用 任何 额外 变量 交换 两 个 整数 的 值 ? 
【 难度 】 

E HAS 


【解答 】 





如 果 给 定 整 数 a 和 b， 用 以 下 三 行 代码 即 可 交换 a 和 b 的 值 。 


a = a À b; 
b = à A b; 
a = a À b; 





如 何 理解 这 三 行 代码 的 具体 功能 呢 ? EG BKT RUS TR 
Fi: 


e 假设 a 异 或 b 的 结果 记 为 c，c 就 是 a 整 数位 信息 和 b 整 数位 信息 的 
所 有 不 同 信 息 。 比 如 ，a=4=100，b=3=011，aAb=c=000。 


e a 异 或 c< 的 结果 就 是 b。 比 如 a=4=100，c=000，a^c=011=3=b。 


e hb 异 或 c 的 结果 就 是 a。 比 如 b=3=011，c=000，bAc=100=4=a。 








所 以 ， 在 执行 上 面 三 行 代码 之 前 ， 假 设 有 a 信 息 和 b 信 息 。 执 行 完 第 
一 行 代码 之 后 ，a 变 成 了 c，b 还 是 b; 执行 完 第 二 行 代码 之 后 ，a 仍 然 是 
c，b 变 成 了 a; 执行 完 第 三 行 代 码 之 后 ，a 变 成 了 b，b 仍 然 是 8。 过 程 结 
Wo 





BIS FE H A EAB i SRA RAT RIRE, ENEE E 
备 阶 段 需 要 做 足够 多 的 题 ， 面 试 时 才 会 有 民 好 的 感觉。 


个 用 任何 比较 判断 找 出 两 个 效 中 较 大 
的 数 


【题目 】 

给 定 两 个 32 位 整数 a 和 b， 返 回 a 和 b 中 较 大 的 。 
(ZX 1 

不 用 任何 比较 判断 。 
DER] 

BE kkk 


【解答 】 





第 一 种 方法 。 得 到 a-b 的 值 的 符 写 ， 就 可 以 知道 是 返回 a 还 是 返回 
b。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 getMax1 方 法 。 


public int flip(int n) { 
return n A1; 


) 


public int sign(int n) I 
return flip((n >> 31) & 1); 
i; 


public int getMax1(int a, int b) I 
int c = a - b; 
int scA = sign(c); 
int scB = flip(scA); 
return a * scA + b * scB; 


} 


sign PR ITR RE Min 的 符号 ， 正 数 和 0 返回 1， 负 数 则 返回 
0。flip 函 数 的 功能 是 如 果 m_ 为 1， 返 回 9， 如 果 n 为 0， 返 回 1。 所 以 ， 如 
果 a-b 的 结果 为 0 或 正 数 ， 那 么 scA 为 1，scB 为 0;” 如 果 a-b 的 值 为 负数 ， 那 
么 scA 为 0，scB 为 1。scA 和 scB 必 有 一 个 为 1， 男 一 个 必 为 0。 所 以 return a 
* SCA + b * scB;， 束 是 根据 a-b 的 值 的 状况 ， 选 择 要 么 返回 a， 要 么 返回 
bo 


(TIE ÆR aR PERN, APE MR ab ME MIRE, RER 
就 不 正确 。 


第 二 种 方法 可 以 彻底 解决 洪 出 的 问题 ， 也 就 是 如 下 代码 中 的 
getMax2 方 法 。 


public int getMax2(int a, int b) { 
int c = a - b; 
int sa = sign(a); 
int sb = sign(b); 
int sc = sign(c); 
int difSab = sa N sb; 


int sameSab = flip(difSab); 


int returnA = difSab * sa + sameSab * sc; 
int returnB = flip(returnA); 


return a * returnA + b * returnB; 


解释 一 下 getMax2 方 法 。 





如 果 a 的 符号 与 b 的 符号 不 同 (difSab==1, sameSab==0) , NA: 
e 如 果 a 为 0 或 正 ， 那 么 b 为 负 (sa==1, sb==0) ， 应 该 返回 ai 


e 如果 a 为 负 ， 那 么 b 为 0 或 正 (sa==0, sb==1) ， 应 该 返回 b。 





如 果 a 的 符号 与 b 的 符号 相同 (difSab==0，sameSab==1) ， 这 种 情 
况 下 ，a-b 的 值 绝对 不 会 洲 出 : 


e 如果 a-b 为 0 或 正 (sc==1) ， 返 回 ai 
e 如 果 a-b 为 负 (sc==0) ， 返 回 b; 


综 上 所 述 ， 应 该 返回 a* (difSab * sa + sameSab * sc) + b * flip(difSab 


* sa + sameSab * sc). 


只 用 位 运算 不 用 算术 运算 实现 整数 的 
加 减 乘除 运算 
【题目 】 


给 定 两 个 32 位 整数 a 和 b， 可 正 、 可 负 、 可 0。 不 能 使 用 算术 运算 
符 ， 分 别 实现 a 和 b 的 加 减 乘 除 运算 。 


【要 求 】 


如 果 给 定 的 a 和 b 执 行 加 减 乘除 的 菜 些 结果 本 来 就 会 导致 数据 的 洲 
出 ， 那 么 你 实现 的 函数 不 必 对 那些 结果 负责 。 


【 难度 】 
BR kkk 
【解答 】 


用 位 运算 实现 加 法 运算 。 如 果 在 不 考虑 进位 的 情况 下 ，a^b 就 是 正 
确 结 果 ， 因 为 0 加 0 为 0(0&0)，0 加 1 为 1(0&1)，1 加 0 为 1(1&0)，1 加 1 为 
0(1&1). 


例如 : 
a: 001010101 


b: 000101111 


无 进位 相 加 ， 即 aAb:001111010 


在 只 算 进 位 的 情况 下 ， 也 就 是 只 考虑 a 加 b 的 过 程 中 进位 产生 的 值 是 
什么 ， 结 果 就 是 (a&b)<<1， 因 为 在 第 i 位 上 只 有 1 与 1 相 加 才 会 产生 i -1 位 
的 进位 。 


例如 : 
a: 001010101 
b: 000101111 


只 考虑 进位 的 值 ， 即 (a&b)<<1:000001010 

把 完全 不 考虑 进位 的 相 加 值 与 只 考虑 进位 的 产生 值 再 相 加 ， 就 是 最 
终 的 结果 。 也 束 是 说 ， 一 直 重 复 这 样 的 过 程 ， 直 到 进位 产生 的 值 完 全 消 
失 ， 说 明 所 有 的 过 程 都 加 完了 。 





例如 : 

a: 001010101 

b: 000101111 

上 边 两 值 的 ^ 结 果 : 001111010 


上 边 两 值 的 &<<1 结 果 : 000001010 


上 边 两 值 的 ^ 结 果 : 001110000 


上 边 两 值 的 &<<1 结 果 : 000010100 


上 边 两 值 的 ^ 结 果 : 001100100 


上 边 两 值 的 &<<1 结 果 : 000100000 


上 边 两 值 的 ^ 结 果 : 001000100 


上 边 两 值 的 &<<1 结 果 : 001000000 


上 边 两 值 的 ^ 结 果 : 000000100 


上 边 两 值 的 &<<1 结 果 : 010000000 


上 边 两 值 的 ^ 结 果 : 010000100 


上 边 两 值 的 &<<1 结 果 : 000000000 


最 后 &<<1 结 果 为 0， 则 过 程 终 止 ， 返 回 010000100。 具 体 请 参看 如 
下 代码 中 的 add 方 法 。 


public int add(int a, int b) { 

int sum = a; 

while (b ! = 0) I 
sum = à À b; 
b = (a & b) << 1; 
a = sum; 

} 

return sum; 


} 





用 位 运算 实现 减法 运算 。 实 现 a-b 只 要 实现 a+(-b) 即 可 ， 根 据 二 进 制 
数 在 机 器 中 表达 的 规则 ， 得 到 一 个 数 的 相反 数 ， 就 是 这 个 数 的 二 进 制 数 
表达 取 反 加 1《〈 补 码 ) 的 结果 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 negNum 方 法 。 
实现 减法 运算 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minus 方 法 。 





public int negNum(int n) { 


return add(~n, 1); 


public int minus(int a, int b) { 


return add(a, negNum(b) ); 


用 位 运算 实现 乘法 运算 。a*b 的 结果 可 以 写成 a*20 *bO+a*2! *b1+.. 
+a*2! *bit+...+ a*231 *b31， 其 中 ，bi 为 0 或 1 代表 整数 b 的 二 进 制 数 表 达 中 
第 i 位 的 值 。 举 一 个 例子 ，a=22= 000010110, b=13=000001101, 


res=0。 


a: 000010110 
b: 000001101 
res:000000000 
b 的 最 左 侧 为 1， 
a: 000101100 
b: 000000110 
res:000010110 
b 的 最 左 侧 为 0， 
a: 001011000 
b: 000000011 
res:000010110 
b 的 最 左 侧 为 1， 
a: 010110000 
b: 000000001 
res:001101110 
b 的 最 左 侧 为 1， 


a: 101100000 


所 以 res=resta， 同 时 b 右 移 一 位 ，a 左 移 一 位 。 


所 以 res 不 变 ， 同 时 b 右 移 一 位 ，a 左 移 一 位 。 


所 以 res=res+a， 同 时 b 右 移 一 位 ，a 左 移 一 位 。 


所 以 res=res+a， 同 时 b 右 移 一 位 ，a 左 移 一 位 。 


b: 000000000 
res:100011110 
此 时 b 为 0， 过 程 停 止 ， 返 回 res= 100011110, E/ 286. 


不 管 a 和 b 是 正 、 负 ， 还 是 0， 以 上 过 程 都 是 对 的 ， 因 为 都 满足 
a*b=a*20 #b0+a*21 *b1+...ta*2! *bi+...+a*231 *b31。 具 体 请 参看 如 下 代 
码 中 的 multi 方 法 。 


public int multi(int a, int b) { 
int res = 0; 
while (b ! = 0) I 
if ((b & 1) ! = 0) € 


res = add(res, a); 


return res; 


用 位 运算 实现 除法 运算 ， 其 实 就 是 乘法 的 逆 运 算 。 先 举例 说 明 一 种 
最 普通 的 情况 ，a 和 b 都 不 为 负数 ， 假 设 a=286= 100011110，b=22= 
000010110, res=0: 


a: 100011110 


b: 000010110 
res:000000000 


b 向 右 位 移 31 位 、30 位 、.…… 、4 位 时 ， 得 到 的 结果 都 大 于 a。 而 当 b 
向 右 位 移 3 位 的 结果 为 010110000， 此 时 a>=b。 根 据 乘法 的 范式 ， 如 果 
b*res=a, Mla=b*20 *res0+b*21 *res1+...+b*2! *resi+...+b*231 *res31. 
为 b 在 向 右 位 移 31 位 、30 位 、.………. 、4 位 时 ， 得 到 的 结果 都 比 ai 大， 说 明 a 
包含 不 下 b*231 一 b*24 的 任何 一 个 ， 所 以 res4~res31 这 些 位 置 上 应 该 都 
为 0。 而 b 在 向 右 位 移 3 位 时 ，a>=b， 说 明 a 可 以 包含 一 个 b*23 » BẸ 
res3=1。 接 下 来 看 剩 下 的 a， 即 a-b*23 ， 还 能 包含 什么 。 











a: 001101110 


b: 000010110 


res:000001000 





b 向 右 位 移 2 位 之 后 为 001011000， 此 时 a>=b， 说 明 剩 下 的 a 可 以 包含 
一 个 b*22 ， 即 res2=1， 然 后 让 剩 下 的 a 减 掉 一 个 b*2“ ” ， 看 还 能 包含 什 


a: 000010110 
b: 000010110 


res:000001100 





ba ABI Ra, WHR Rahn Eb! 。b 向 右 位 移 0 


位 之 后 a==b， 说 明 剩 下 的 a 还 能 包含 一 个 b*20 ， 即 res0=1。 当 剩 下 的 a 再 
减 去 一 个 b 之 后 ， 结 果 为 0， 说 明 a 已 经 完全 被 分 解 和 干净， 结果 就 是 此 时 
的 res， 即 000001101=13。 


以 上 过 程 其 实 就 是 先 找到 a 能 包含 的 最 大 部 分 ， 然 后 让 a 减 去 这 个 最 
大 部 分 ， 再 让 剩 下 的 a 找 到 次 大 部 分 ， 并 依次 找 下 去 。 
以 上 过 程 只 适用 于 当 a 和 b 都 不 是 负数 的 时 候 ， 所 以 ， 如 果 a 和 b 中 有 


一 个 为 负数 或 者 都 为 负数 时 ， 可 以 先 把 a 和 b 转 成 正 数 ， 计 算 完 成 后 再 看 
res 的 真实 符号 是 什么 就 可 以 。 











具体 请 参看 如 下 代码 中 的 div 方 法 ，sign 方 法 是 判断 整数 1 是 否 为 
人 负 ， 人 负数 返回 true， 否 则 返回 false。 


public boolean isNeg(int n) { 


return n < 0; 


public int div(int a, int b) { 
int x = isNeg(a) ? negNum(a) : a; 
int y = isNeg(b) ? negNum(b) : b; 
int res = 0; 
for (int i = 31; 1 > -1; i = minus(i, 1)) { 
if ((x >> i) >= y) € 
res |= (1 << i); 


X = minus(x, y << i); 


return isNeg(a) “ isNeg(b) ? negNum(res) : res; 


} 


除法 实现 还 剩 非常 关键 的 最 后 一 步 。 以 上 方法 可 以 算 绝 大 多 数 的 情 
况 ， 但 我 们 知道 32 位 整数 的 最 小 值 为 -2147483648， 最 大 值 为 
2147483647， 最 小 值 的 绝对 值 比 最 大 值 的 绝对 值 大 1， 所 以 ， 如 果 a 或 b 
等 于 最 小 值 ， 是 转 不 成 相对 应 的 正 数 的 。 可 以 总 结 一 下 : 





e 如 果 a 和 Pb 都 不 为 最 小 值 ， 直 接 使 用 以 上 过 程 ， 返 回 div(a，b)。 
e 如 果 a 和 b 都 为 最 小 值 ，ab 的 结果 为 1， 直 接 返 回 1。 

e 如 果 a 不 为 最 小 值 ， 而 b 为 最 小 值 ，a/b 的 结果 为 0， 直 接 返 回 0。 
e 如 果 a 为 最 小 值 ， 而 b 不 为 最 小 值 ， 怎 么 办 ? 


第 1 一 3 情况 处 理 都 比较 容易 ， 对 于 情况 4 就 埋 手 很 多 。 我 们 举 个 简 
单 的 例子 说 明 本 书 是 如 何 处 理 这 种 情况 的 。 为 了 方便 说 明 ， 我 们 假设 整 
数 的 最 大 值 为 9， 而 最 小 值 为 -10。 当 a 和 b 属 于 [0，9] 的 范围 时 ， 我 们 可 
以 正确 地 计算 ab。 当 a 和 b 都 属于 [-9，9] 时 ， 我 们 可 以 计算 ， 也 就 是 情况 
1; 当 a 和 b 都 等 于 -10 时 ， 我 们 也 可 以 计算 ， 就 是 情况 2;， 当 a 属于 [-9， 
9]， 而 b 等 于 -10 时 ， 我 们 也 能 计算 ， 就 是 情况 3; 当 a 等 于 -10， 而 b 属 于 
[-9，9] 时 ， 如 何 计算 呢 ? 


1. 假设 a=-10，b=5。 


2. 计算 (a+1D)mb 的 结果 ， 记 为 c。 对 本 例 来 讲 就 是 -9/5 的 结果 ， 


c=-1, 


3. 计算 c*b 的 结果 。 对 本 例 来 讲 ，-1*5=-5。 


4. 计算 a-(c*b)， 妈 -10-(-5)=-5。 
5. 计算 (a-(c*b))/b 的 结果 ， 记 为 rest， 意 义 是 修正 值 ， 即 -5/5=-1。 
6. 返回 ctrest 的 结果 。 


也 就 是 说 ， 既 然 我 们 对 最 小 值 无 能 为 力 ， 那 么 就 把 最 小 值 增加 一 
扩 ， 计 算出 一 个 结果 ， 然 后 根据 这 个 结果 再 修正 一 下 ， 得 到 最 终 的 结 
果 。 





除法 运算 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 divide 方 法 。 


US 


public int divide(int a, int b) { 
if (b == 0) { 
throw new RuntimeException("divisor is 
} 
if (a == Integer.MIN VALUE && b == Integer.MIN_ 
return 1; 
} else if (b == Integer.MIN VALUE) { 
return 0; 
} else if (a == Integer.MIN VALUE) { 
int res = div(add(a, 1), b); 
return add(res, div(minus(a, multi(res, 
} else { 


return div(a, b); 


整数 的 二 进 制 表 过 中 有 多 少 个 1 


LAH] 


给 定 一 个 32 位 整数 nm。 ， 可 为 0， 可 为 正 ， 也 可 为 员 ， 返 回 该 整数 二 
进 制 表达 中 1 的 个 数 。 


【 难度 】 
BR kkk 
【解答 】 


最 简单 的 解法 。 整 数 n 每 次 进行 无 符号 右 移 一 位 ， 检 查 最 右边 的 bit 
是 否 为 1 来 进行 统计 。 有 具体 请 参看 如 下 代码 中 的 count1 方 法 。 





public int counti(int n) { 
int res = 0; 
while (n ! = 0) I 
res += n & 1; 
n >>>= 1; 
} 
return res; 


} 


如 上 方法 在 最 复杂 的 情况 下 要 经 过 32 次 循环 ， 下 面 看 一 个 循环 次 数 
只 与 1 的 个 数 有 关 的 解法 ， 如 下 代码 中 的 count2 方 法 。 


public int count2(int n) { 
int res = 0; 
while (n ! = 0) { 
n &= (n - 1); 
res++; 
) 


return res; 


每 次 进行 h&=(n-1) 操 作 ， 接 下 来 在 while 循 环 中 就 可 以 忽略 掉 bit 位 上 
为 0 的 部 分 。 


例如 ，n=01000100，n-1=01000011，n&(n-1)=01000000， 说 明 处 理 
到 01000100 之 后 ， 下 一 步 还 得 处 理 ， 因 为 01000000! =0. n=01000000, 
n-1=00111111，n&(n-1)=00000000， 说 明 处 理 到 01000000 之 后 ， 下 一 步 
就 不 用 处 理 ， 因 为 接 下 来 没有 1。 所 以 ，n&=(n-1) 操 作 的 实质 是 抹 掉 最 
右边 的 1。 


与 count2 方 法 复杂 上 度 一 样 的 是 如 下 代码 中 的 count3 方 法 。 


public int count3(int n) { 
int res = 0; 
while (n ! = 0) I 
n -= n& (œn +1); 
res++; 
} 


return res; 


每 次 进行 n-=n&(~n+1) 操 作 时 ， 这 也 是 移 除 最 右 侧 的 1 的 过 程 。 等 
号 右边 n & (~n + 1) 的 含义 是 得 到 n 中 最 右 侧 的 1， 这 个 操作 在 位 运算 的 
BH HAH. Blu, n=01000100, n&(~n+1)=00000100, n-(n&(~ 
n+1))=01000000. n=01000000, n&(~n+1)=01000000, n-(n&(—n+1)) = 
00000000。 接 下 来 不 用 处 理 了 ， 因 为 没有 1。 








接 下 来 介绍 一 种 看 上 去 很 “超自然 ”的 方法 ， 叫 作 和 平行 算法 ， 参 看 如 
下 代码 中 的 count4 方 法 。 


public int count4(int n) { 


n = (n & 0x55555555) + ((n >>> 1) & 0x55555555) 
n = (n & 0x33333333) + ((n >>> 2) & 0x33333333) 
n = (n & Oxofofofof) + ((n >>> 4) & oxofofofof) 
n = (n & OxOOFFOOFF) + ((n >>> 8) & OxOOFFOOFF ) 
n = (n & OxXOO000FFFF) + ((n >>> 16) & OxO000FFFF 


return n; 





下 面 解释 一 下 这 个 过 程 。 


0x55555555 即 01010101010101010101010101010101。(n & 
0x55555555) + ((n>>>1) &0x55555555) 的 结果 描述 了 每 两 个 bit 成 一 组 1 的 
数量 分 布 。 以 n=-1(11111111111111 11111111111111) 为 例 进行 说 明 ，n= 
(n & 0x55555555) + ((n >>> 1) & 0x55555555) 为 
10101010101010101010101010101010， 可 以 看 到 每 两 个 bit 成 一 组 1 的 数 
量 状况 为 10， 也 就 是 每 组 2 个 。 


接 下 来 ，0x33333333 即 00110011001100110011001100110011， 所 以 


(n & 0x33333333) +((n >>> 1) & 0x33333333) 就 描述 了 4 个 bit 成 一 组 1 的 数 
量 分 布 。 此 时 n=(n & 0x33333333) +((n >>> 1) & 0x33333333) 为 
01000100010001000100010001000100， 它 就 代表 4 个 bit 位 成 一 组 的 1 数量 
状况 为 0100， 也 就 是 每 组 4 个 。 


接 下 来 n 依 次 为 00001000000010000000100000001000， 代 表 8 个 bit 位 
成 一 组 1 的 数量 状况 为 00001000， 也 就 是 每 组 8 个 。 
00000000000100000000000000010000 代 表 16 个 bit 成 一 组 1 的 数量 状况 为 
0000000000010000， 也 就 是 每 组 16 个 。 
00000000000000000000000000100000 代 表 32 个 bit 成 一 组 1 的 数量 状况 为 
00000000000000000000000000100000， 也 就 是 每 组 32 个 。 


类 似 并 归 的 过 程 ， 组 与 组 之 间 的 数量 合并 成 一 个 大 组 ， 进 行 下 一 步 
的 并 归 。 
除 此 之 外 ， 还 有 很 多 极为 逆 天 的 算法 可 以 解决 这 个 问题 ， 比 如 MIT 


hackmem 算 法 等 。 有 兴趣 的 读者 可 以 去 网 上 查找， 但 对 面试 来 说 ， 那 些 
方法 实在 太 偏 、 难 、 怪 ， 所 以 本 书 不 再 介绍 。 


TE KAE ACAR HH NE BOX HI BEE AKA 
出 现 奇 数 次 的 数 


LAH] 


给 定 一 个 整 型 数组 arr， 其 中 只 有 一 个 数 出 现 了 奇数 次 ， 其 他 的 数 都 
出 现 了 偶数 次 ， 打 印 这 个 数 。 


DEK ] 


有 了 两 个 数 出 现 了 奇数 次 ， 其 他 的 数 都 出 现 了 偶数 次 ， 打 印 这 两 个 
数 。 


时 间 复 杂 度 为 O(N )， 人 额外 空间 复杂 度 为 O (1)。 
DER] 

W kkk 
【解答 】 


整数 n 与 0 异 或 的 结果 是 n ， 整 数 n 与 整数 n 异 或 的 结果 是 0。 所 以 ， 
先 申 请 一 个 整 型 变量 ， 记 为 eO。 在 过 历数 组 的 过 程 中 ， 把 seO 和 每 个 数 
异 或 (eO=eO^ 当 前 数 ) ， 最 后 eO 的 值 束 是 出 现 了 奇数 次 的 那个 数 。 这 
是 什么 原因 呢 ? 因 为 异 或 运算 满足 交换 律 与 结合 律 。 为 了 方便 说 明 ， 我 
们 假设 A，B，C 这 三 个 数 出 现 了 偶数 次 ，D 这 个 数 出 现 了 奇数 次 ， 并 且 





出 现 的 顺序 为 : C，B，D，A，A，B，C。 因 为 异 或 运算 满足 交换 律 和 
结合 律 ， 所 以 任意 调整 异 或 的 顺序 也 不 会 改变 最 终 eO 的 值 ， 那 么 按照 原 
始 顺 序 异 或 得 到 的 eO 结 果 与 按照 如 下 顺序 异 或 出 的 eO 结 果 是 相同 的 : 
A，A，B，B，C，C，D。 而 按照 这 个 顺序 的 异 或 最 终结 果 束 是 D。 也 
就 是 说 ， 先 异 或 还 是 后 异 或 某 一 个 数 ， 对 最 终 的 结果 是 没有 任何 影响 
的 ， 最 终结 果 等 同 于 连续 异 或 同一 个 出 现 偶数 次 的 数 之 后 ， 再 连续 异 或 
下 一 个 出 现 偶 数 次 的 数 ， 每 到 所 有 出 现 侦 数 次 的 数 异 或 完 ， 异 或 结果 肯 
定 是 0， 最 后 再 去 居 或 出 现 奇 数 次 的 数 ， 最 终结 果 上 自然 是 出 现 奇数 次 的 
树 。 所 以 对 任何 排列 的 数组 ， 只 要 这 个 数组 有 一 个 数 出 现 了 奇数 次 ， 另 
外 的 数 出 现 了 偶数 次 ， 最 终 异 或 结果 都 是 出 现 了 奇数 次 的 数 。 请 参看 
printOddTimesNum1 方 法 。 





























public void printOddTimesNumi(int[] arr) { 
int e0 = 0; 
for (int cur : arr) { 
eO A= cur; 
} 


System.out.println(eo); 
) 


如 果 只 有 a 和 和 b 出 现 了 奇数 次 ， 那 么 最 后 的 异 或 结果 eO 就 是 aAb。 所 
以 ， 如 果 数 组 中 有 两 个 出 现 了 奇数 次 的 数 ， 最 终 的 eO 一 定 不 等 于 0。 那 
么 肯定 能 在 32 位 整数 eO 上 找到 一 个 不 等 于 0 的 bit 位 ， 假 设 是 第 k 位 不 等 
于 0。eO 在 第 k 位 不 等 于 0， 说 明 a 和 b 的 第 K 位 肯定 一 个 是 1 另 一 个 是 0。 
接 下 来 再 设置 一 个 变量 记 为 eOhasOne， 然 后 再 遍历 一 次 数组 。 在 这 次 遍 
历时 ，eOhasOne 只 与 第 k 位 上 是 1 的 整数 异 或 ， 其 他 的 数 忽略 。 那 么 在 
第 二 次 遇 历 结束 后 ，eOhasOne 就 是 a 或 者 b 中 的 一 个 ， 而 eOAeOhasOne 束 











是 另外 一 个 出 现 奇数 次 的 数 。 请 参看 printOddTimesNum2 方 法 。 


public static void printOddTimesNum2(int[] arr) { 
int eO = 0, eOhasOne = 0; 
for (int curNum : arr) { 
eO ^= curNum; 
} 
int rightOne = eO & (一 e0 + 1); 
for (int cur : arr) { 
if ((cur & rightOne) ! = 0) I 


eOhasOne ^= cur; 


} 


System.out.printin(eOhasOne + " " + (e0 ^ eOhas 


在 其 他 数 都 出 现 k 次 的 数组 中 找到 只 
出 现 一 次 的 数 
【题目 】 


给 定 一 个 整 型 数组 arr 和 一 个 大 于 1 的 整数 K 。 已 知 arr 中 只 有 1 个 数 出 
现 了 1 次 ， 其 他 的 数 都 出 现 了 Kk 次 ， 请 返回 只 出 现 了 1 次 的 数 。 


【要 求 】 

时 间 复 杂 上 度 为 O(N )， 人 额外 空间 复杂 度 为 O (1)。 
DER] 

W kkk 
【解答 】 


以 下 的 例子 是 两 个 七 进 制 数 的 无 进位 相 加 ， 即 忽略 进位 的 相 加 ， 比 
如 : 


七 进 制 数 a: 6432601 
七 进 制 数 b: 3450111 
无 进位 相 加 结果 : 2112012 


可 以 看 出 ， 两 个 七 进 制 的 数 a 和 b， 在 i 位 上 无 进位 相 加 的 结果 就 是 
(a()+b(i))%7. HHE, k 进 制 的 两 个 数 c 和 d， 在 i 位 上 无 进位 相 加 的 结 


就 是 (c(i)+d(i))%k。 那 么 ， 如 果 k 个 相同 的 k 进 制 数 进行 无 进位 相 加 ， 相 
加 的 结果 一 定 是 每 一 位 上 都 是 0 的 k 进 制 数 。 


理解 了 上 述 过 程 之 后 ， 解 这 道 题 就 变 得 简单 了 ， 首 先 设 置 一 个 变量 
eO， 它 是 一 个 32 位 的 k 进 制 数 ， 且 每 个 位 置 上 都 是 0。 然 后 过 历 arr， 把 
授 历 到 的 每 一 个 整数 都 转换 为 k 进 制 数 ， 然 后 与 EO 进行 无 进位 相 加 。 遍 
历 结 束 时 ， 把 32 位 的 k 进 制 数 eORes 转 换 为 十 进 制 整数 ， 就 是 我 们 想 要 
的 结果 。 因 为 k 个 相同 的 k 进 制 数 无 进位 相 加 ， 结 果 一 定 是 每 一 位 上 都 
是 0 的 K 进 制 数 ， 所 以 只 出 现 一 次 的 那个 数 最 终 就 会 剩 下 来 。 有 具体 请 参看 
如 下 代码 中 的 onceNum 方 法 。 





public int onceNum(int[] arr, int k) { 
int[] eO = new int[32]; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
setExclusiveOr(e0, arr[i], k); 
i; 
int res = getNumFromKSysNum(eO, k); 


return res; 


public void setExclusiveOr(int[] e0, int value, int k) 
int[] curKSysNum = getKSysNumFromNum(value, k); 
for (int i = 0; i ! = eO.length; i++) { 


eO[i] = (eO[i] + curkKSysNum[i]) % k; 


public int[] getKSysNumFromNum(int value, int k) I 


int[] res = new int[32]; 
int index = 0; 
while (value ! = 0) { 


res[index++] = value % k; 
value = value / k; 


} 


return res; 


public int getNumFromKSysNum(int[] e0, int k) { 
int res = 0; 
for (int i = eO.length - 1; i ! = -1; i--) I 
res = res * k + eO[il; 
} 


return res; 


第 8 章 
数组 和 和 矩阵 问题 


Fe Fl +) ERE FF 


【题目 】 
给 定 一 个 整 型 矩阵 matrix， 请 按照 转圈 的 方式 打印 它 。 
例如 : 


1 2 3 4 
5 6 7 8 
9 10 11 12 
13 14 15 16 


打印 结果 为 : 1, Då 3, 4， 8; 12, 16, 15, 14, 13, 9, By 6, 
7, 11, 10 


(ZX 1 


额外 空间 复杂 度 为 O (1)。 


【 难度 】 
E xs 
【解答 】 


本 题 在 算法 上 没有 难度 ， 关 键 在 于 设计 一 种 逻辑 容易 理解 、 代 人 码 易 
于 实现 的 转圈 遍历 方式 。 这 里 介绍 这 样 一 种 矩阵 处 理 方式 ， 该 方式 不 仅 
可 用 于 这 道 题 ， 还 适合 很 多 其 他 的 面试 题 ， 就 是 矩阵 分 圈 处 理 。 在 矩阵 
中 用 左上 角 的 坐标 (CR，tC) 和 右 下 角 的 坐标 (4R，dC) 就 可 以 表示 一 个 子 
矩阵， 比如 ， 题 目 中 的 和 矩阵， 当 (R，tC)=(0，0)、(dR，dC)=(3，3) 时 ， 
表示 的 子 和 矩阵 就 是 整个 矩阵 ， 那 么 这 个 子 矩 阵 最 外 层 的 部 分 如 下 : 





1 2 3 4 
5 8 
9 12 


如 果 能 把 这 个 子 矩 阵 的 外 层 转圈 打印 出 来 ， 那 么 在 (IR，tC)=(0， 
0)、(dR，dC)=(3，3) 时 ， 打 印 的 结果 为 : 1，2，3，4，8，12，16， 
15, 14, 13, 9, 5. FH MtRANCHIL, EVR, tC)=(1, 1), #dRAI 
dC 减 1， 即 (dR，dC)=(2，2)， 此 时 表示 的 子 矩 阵 如 下 : 





6 7 
10 11 


FREI FEE FT EHO, ZEN: 6, 7, 11, 10. RAC 
tii, BIR, tC)=(2, 2), SdRAIdCH1, EN(dR, dC)=(1, 1). WRK 
ME EAA] T A PAAR PR, FE Patek. OA 


打印 的 所 有 结果 连 起 来 就 是 我 们 要 求 的 打印 结果 。 具 体 请 参看 如 下 代码 
中 的 spiralOrderPrint 方 法 ， 其 中 printEdge 方 法 是 转圈 打印 一 个 子 矩 阵 的 
外 层 。 





public void spiralOrderPrint(int[][] matrix) { 
int tR = 0; 
int tC = 0; 
int dR = matrix.length - 1; 
int dC = matrix[0].length - 1; 


while (tR <= dR && tC <= dC) I 


printEdge(matrix, tR++, tC++, dR--, dC- 


public void printEdge(int[][] m, int tR, int tC, int dR 
if (tR == dR) { // 子 和 矩阵 只 有 一 行 时 


for (int i = tC; i <= dC; I++) { 














System.out.print(m[tR][i] + " " 
} 
} else if (tC == dC) { // 子 矩 阵 只 有 一 列 时 


for (int i = tR; i <= dR; i++) { 








System.out.print(m[i][tC] + " " 
} 
} else { // 一 般 情 况 


int curC = tC; 





int curR = tR; 


while (curC ! = dC) { 


System.out.print(m[tR][curC] 
curC++; 

} 

while (curR ! = dR) { 
System.out.print(m[curR] [dC] 
CUrR++; 

} 

while (curC ! = tC) { 
System.out.print(m[dR][curC] 
curC--; 

} 

while (curR ! = tR) { 


System.out.print(m[curR] [tC] 


CUrR--; 


+ 


+ 


+ 


+ 


将 正方 形 矩 阵 顺 时 针 转 动 90? 


LAH] 


给 定 一 个 N xN 的 矩阵 matrix， 把 这 个 矩阵 调整 成 顺 时 针 转 动 90? 后 
的 形式 。 


例如 : 


顺 时 针 转 动 90? 后 为 : 


13 9 5 1 
14 10 6 2 
15 11 7 3 
16 12 8 4 


【要 求 】 
额外 空间 复杂 度 为 O (1)。 
【难度 】 


E KKK 


【解答 】 


这 里 仍 使 用 分 圈 处 理 的 方式 ， 在 矩阵 中 用 左上 和 角 的 化 标 (tR，tC) 和 
右 下 角 的 坐标 (dR，dC) 就 可 以 表示 一 个 子 矩 阵 。 比 如 ， 题 目 中 的 矩阵 ， 
当 ( 疏 ，tC)=(0，0)、(d4R，dC)=(3，3) 时 ， 表 示 的 子 和 矩阵 就 是 整个 矩阵 ， 
那么 这 个 子 矩 阵 最 外 层 的 部 分 如 下 。 


在 这 个 外 圈 中 ，1，4，16，13 为 一 组 ， 然 后 让 1 占据 4 的 位 置 ，4 占 
据 16 的 位 置 ，16 占 据 13 的 位 置 ，13 占 据 1 的 位 置 ， 一 组 就 调整 完了 。 然 
后 2，8，15，9 为 一 组 ， 继 续 占 据 调 整 的 过 程 ， 最 后 3，12，14，5 为 一 
组 ， 继 续 占 据 调 整 的 过 程 。 然 后 (tR，tC)=(0，0)、(dR，dC)=(3，3) 的 子 
矩阵 外 层 就 调整 完毕 。 接 下 来 令 t 和 tC 加 1， 即 CR，tC)=(1，1), 4dR 
和 dC 减 1， 即 (4R，dC)=(2，2)， 此 时 表示 的 子 矩阵 如 下 。 





这 个 外 层 只 有 一 组 ， 就 是 6，7，11，10， 占 据 调整 之 后 即 可 。 所 
以 ， 如 果子 矩阵 的 大 小 是 M xM > EM -1 组 ， 分 别 进 行 占 据 调 整 
BAY 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 rotate 方 法 。 


public void rotate(int[][] matrix) { 


int tR = 0; 

int tC = 0; 

int dR = matrix.length - 1; 
int dC = matrix[0].length - 1; 
while (tR < dR) { 


rotateEdge(matrix, tR++, tC++, dR--, dC 


public void rotateEdge(int[][] m, int tR, int tC, int d 
int times = dC - tC; // times 就 是 总 的 组 数 
int tmp = 0; 
for (int i = 0; i ! = times; i++) { // 一 次 循环 就 
tmp = m[tR][tC + il; 
m[tR][tC + i] = m[dR - i][tC]; 
m[dR - i][tC] = m[dR][dC - i]; 
m[dR][dc - i] = m[tR + i][dC]; 
mLtR + 1][dC] = tmp; 


“之 ”字形 打印 矩阵 


LAH] 


SIE TVR Mematrix, FR FEKTAN AAEE, Bi OU: 


12 


额外 空间 复杂 度 为 O (1). 
【难度 】 
E KARAK 


【解答 】 





本 书 提供 的 实现 方法 是 这 样 处 理 的 : 


1. 上 坐标 ((R，tC) 初 始 为 (0，0)， 先 沿 着 矩阵 第 一 行 移动 (tC++)， 
当 到 达 第 一 行 最 右边 的 元 素 后 ， 再 沿 着 矩阵 最 后 一 列 移动 ({R++)。 


2. 下 坐标 (4R，dC) 初 始 为 (0，0)， 先 治 着 矩阵 第 一 列 移动 (dR++)， 


当 到 达 第 一 列 最 下 边 的 元 素 时 ， 再 沿 大 矩阵 最 后 一 行 移动 (dC++)。 





3. 上 坐标 与 下 坐标 同步 移动 ， 每 次 移动 后 的 上 坐标 与 下 坐标 的 连 
线 就 是 矩阵 中 的 一 条 和 斜 线 ， 打 印 斜 线 上 的 元 素 即 可 。 








4. 如 果 上 次 和 斜 线 是 从 左下 同 右 上 打印 的 ， 这 次 一 定 是 从 右上 同 左 
下 打印 ， 肥 之 亦 然 。 忌 之 ， 可 以 把 打印 的 方 辐 用 boolean 值 表示 ， 每 次 取 
反 即 可 。 





具体 请 参看 如 下 代码 中 的 printMatrixZigZag 方 法 。 


public void printMatrixZigZag(int[][] matrix) { 


int tR = 0; 
int tC = 0; 
int dR = 0; 
int dC = 0; 


int endR = matrix.length - 1; 

int endC = matrix[0].length - 1; 

boolean fromUp = false; 

while (tR ! = endR + 1) { 
printLevel(matrix, tR, tC, dR, dC, from 
ER = tC == endt ? tR + 1: tR; 
tC = tC == endC ? tC : tC + 1; 
dc = dR == endR ? dC + 1: dC; 
dR = dR == endR ? dR : dR + 1; 
fromUp = ! fromUp; 

} 

System.out.println(); 


public void printLevel(int[][] m, int tR, int tC, int d 


if CP) Å 
while (tR ! = dR + 1) I 
System.out.print(m[tR++][tC--] 
} 
} else { 
while (dR ! = tR - 1) { 
System.out.print(m[dR--][dC++] 
} 
} 


找到 无 序数 组 中 最 小 的 k 个 数 


LAH] 
给 定 一 个 无 序 的 整 型 数组 arr， 找 到 其 中 最 小 的 k 个 数 。 
【要 求 】 


如 果 数 组 arr 的 长 度 为 N ， 排 序 之 后 自然 可 以 得 到 最 小 的 k 个 数 ， 此 
时 时 间 复 杂 度 与 排序 的 时 间 复 杂 度 相同 ， 均 为 O (CN logN )。 本 题 要 求 读 
者 实现 时 间 复 杂 度 为 O(N logk )MO (N ) 的 方法 。 








DER] 
O(N logk ) 的 方法 IN wk 
O(N ) 的 方法 将 kokk 
【解答 】 


依靠 把 arr 进 行 排 序 的 方法 太 简 单 ， 时 间 复 杂 度 也 不 好 ， 所 以 本 书 不 
再 详 述 。 





O (N logk ) 的 方法 。 说 起 来 也 非常 简单 ， 就 是 一 直 维 护 一 个 有 K 个 
数 的 大 根 堆 ， 这 个 堆 代 表 目 前 选 出 的 k 个 最 小 的 数 ， 在 堆 里 的 k 个 元 素 
中 堆 顶 的 元 素 是 最 小 的 k 个 数 里 最 大 的 那个 。 


接 下 来 扣 历 整个 数组 ， 表 历 的 过 程 中 看 当前 数 是 人 否 比 堆 顶 元 系 小 。 
如 果 是 ， 就 把 堆 项 的 元 素 玲 换 成 当前 的 数 ， 然 后 从 堆 顶 的 位 置 调整 整个 


HE, LEE RRR VE Ja HEN BOK TT RR ARE HE ME 如 果 不 是 ， 则 不 
EITEM ERE, ARBOR PN VEG HER, HEP VÆRE 
所 有 数组 中 最 小 的 k 个 数 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 getMinKNumsByHeap 方 法 ， 代 码 中 的 
heapInsert 和 heapify 方 法 分 别 为 推 排序 中 的 建 堆 和 调整 堆 的 实现 。 


public int[] getMinKNumsByHeap(int[] arr, int k) { 
if (k< 1 || k > arr.length) { 
return arr; 
} 
int[] kHeap = new int[k]; 
for (int i = 0; i! = k; i++) I 


heapInsert(kHeap, arr[i], i); 


} 
for (int i = k; i ! = arr.length; i++) { 
if (arr[i] < kHeap[0]) { 
kHeap[0] = arr[i]; 
heapify(kHeap, 0, k); 
} 
} 


return kHeap; 


public void heapInsert(int[] arr, int value, int index) 
arr[index] = value; 


while (index ! = 0) { 


int parent = (index - 1) / 2; 

if (arr[parent] < arr[index]) { 
swap(arr, parent, index); 
index = parent; 

} else { 


break; 


public void heapify(int[] arr, int index, int heapSize) 

int left = index * 2 + 1; 
int right = index * 2 + 2; 
int largest = index; 
while (left < heapSize) { 

if (arr[left] > arr[index]) { 

largest = left; 
} 
if (right < heapSize && arr[right] > ar 


largest = right; 


) 
if (largest ! = index) ( 
swap(arr, largest, index); 
} else { 
break; 
) 


index = largest; 


left = index * 2 + 1; 


right = index * 2 + 2; 


public void swap(int[] arr, int index1, int index2) { 
int tmp = arr[index1]; 
arr[index1] = arr[index2]; 
arr[index2] = tmp; 


} 


O (N ) 的 解法 。 需 要 用 到 一 个 经 典 的 算法 一 一 BFPRT 算 法 ， 该 算法 
于 1973 年 由 Blum、Floyd、Pratt、Rivest 和 Tarjan 联 合 发 明 ， 其 中 强 含 的 
深刻 思想 改变 了 世界 。BFPRT 算 法 解决 了 这 样 一 个 问题 ， 在 时 间 复 杂 度 
O(N ) 内 ， 从 无 序 的 数组 中 找到 第 k 小 的 数 。 显 而 易 见 的 是 ， 如 果 我 们 
找到 了 第 k 小 的 数 ， 那 么 想 求 arr 中 最 小 的 K 个 数 ， 束 是 再 授 历 一 次 数组 
的 工作 量 而 已 ， 所 以 关键 问题 就 变 成 了 如 何 理解 并 实现 BFPRT 算 法 。 





BFPRT 算 法 是 如 何 找到 第 k 小 的 数 ? 以 下 是 BFPRT 算 法 的 过 程 ， 假 
设 BFPRT 算 法 的 函数 是 int select(int[] arr，k)， 该 函数 的 功能 为 在 arr 中 找 
到 第 k 小 的 数 ， 然 后 返回 该 数 。 


select(arr，k) 的 过 程 如 下 : 


1. 将 arr 中 的 n 个 元 素 划 分 成 ma /5 组 ， 每 组 5 个 元 素 ， 如 果 最 后 的 组 
不 够 5 个 元 素 ， 那 么 最 后 剩 下 的 元 素 为 一 组 (n %5 个 元 素 ) 。 





2. 对 每 个 组 进行 插入 排序 ， 只 针对 每 个 组 最 多 5 个 元 素 之 间 的 组 内 


排序 ， 组 与 组 之 间 并 不 排序 。 排 序 后 找到 每 个 组 的 中 位 数 ， 如 宋 组 的 元 
素 个 数 为 偶数 ， 这 里 规定 找到 下 中 位 数 。 


3. 步 又 2 中 一 共 会 找到 n /5 个 中 位 数 ， 让 这 些 中 位 数组 成 一 个 新 的 
数组 ， 记 为 mArr。 递 归 调 用 select(mArr，mArr.length/2)， 意 义 是 找到 
mArr 这 个 数组 中 的 中 位 数 ， 即 mArr 中 的 第 (mArr.length/2)〉 小 的 数 。 


4. 假设 步骤 3 中 递归 调用 selecttmAr，mArrlengthM2) 后 ， 返 回 的 数 
为 x。 根 据 这 个 x 划分 整个 arr 数 组 (partition 过 程 》》， 划 分 的 过 程 为 : 在 
arr 中 ， 比 x 小 的 数 都 在 x 的 左边 ， 大 于 x 的 数 都 在 x 的 右边 ，x 在 中 间 。 假 
设 划 分 完成 后 ，x 在 arr 中 的 位 置 记 为 i。 





5. 如 果 i==k， 说 明 x 为 整个 数组 中 第 k 小 的 数 ， 直 接 返 回 。 





o 如果 i<k， 说 明 x 处 在 第 k 小 的 数 的 左边 ， 应 该 在 x 的 右边 寻找 第 K 
小 的 数 ， 所 以 递归 调用 select 函 数 ， 在 左 半 区 寻找 第 K 小 的 数 。 





e 如果 i>k， 说 明 x 处 在 第 k 小 的 数 的 右边 ， 应 该 在 x 的 左边 寻找 第 kK 
小 的 数 ， 所 以 递归 调用 select 函 数 ， 在 右 半 区 寻找 第 (i -k ) 小 的 
数 。 





BFPRT 算 法 为 什么 在 时 间 复 杂 度 上 可 以 做 到 稳定 的 O (N ) 呢 ?以 下 
是 BFPRT 的 时 间 复 杂 度 分 析 ， 我 们 假设 BFPRT 算 法 处 理 大 小 为 N 的 数组 
时 ， 时 间 复 杂 度 函数 为 了 (CN )。 


1. 如 上 过 程 中 ， 除 了 步骤 3 和 步骤 5 要 递归 调用 select 国 数 之 外 ， 其 
他 所 有 的 处 理 过 程 都 可 以 在 O(N ) 的 时 间 内 完成 。 


2. 步骤 3 中 有 递归 调用 select 的 过 程 ， 且 递归 处 理 的 数组 大 小 最 大 
为 n /5， 即 TT(N /5)。 


3. 步骤 5 也 递归 调用 了 select， 那 么 递归 处 理 的 数组 大 小 最 大 为 多 
DE? 有 具体 地 说 ， 我 们 关心 的 是 由 x 划 分 出 的 左 半 区 最 大 有 多 大 和 由 X 划 
分 出 的 左 半 区 最 大 有 多 大 。 以 下 是 右 半 区 域 的 大 小 计算 过 程 〈 左 半 区 域 
的 计算 过 程 也 类 似 ) ， 这 也 是 整个 BFPRT 算 法 的 精髓 。 


e@ 因为 x 是 5 个 数 一 组 的 中 位 数组 成 的 数组 (mArr) 中 的 中 位 数 ， 
所 以 在 mArr 中 (mArr 大 小 为 N /5) ， 有 一 半 的 数 CN /10 个 ) 
都 比 x 要 小 。 





e 所 有 在 mArr 中 比 x 小 的 所 有 数 ， 在 各 目的 组 中 又 肯定 比 2 个 数 要 
大 ， 因 为 在 mArr 中 的 每 一 个 数 都 是 各 目 组 中 的 中 位 数 。 





e 所 以 至 少 有 (CN /10)x3 的 数 比 x 要 小 ， 这 里 必须 减 去 两 个 特殊 的 
组 ， 一 个 是 x 自己 所 在 的 组 ， 一 个 是 可 能 元 素数 量 不 足 5 个 的 
组 ， 所 以 至 少 有 (N /10-2)x3 的 数 比 x 要 小 。 








e HEREDAN /10-2)x3 的 数 比 x 要 小 ， 那 么 至 多 有 N -(N /10-2)x3 
的 数 比 x 要 大 ， 也 就 是 7N /10+6 个 数 比 x 要 大 ， 即 右 半 区 最 大 的 


i=! 


里 。 


e 左 半 区 可 以 用 类 似 的 分 析 过 程 求 出 依然 是 至 多 有 7N 110+6 NÅ 


比 x 要 小 。 
所 以 整个 步 又 5 的 复杂 度 为 T (7N /10 + 6). 


综 上 所 述 ，T(N )= O(N)+T(N/5)+T(7N /10+6)， 可 以 在 数学 上 
证 明 T(N ) 的 复杂 度 就 是 O CN )， 详 细 证 明 过 程 请 参看 相关 图 书 〈 例 如 ， 
《算法 导论 》 中 9.3 节 的 内 容 ) ， 本 书 不 再 详 述 。 


为 什么 要 如 此 费力 地 这 么 处 理 arr 数 组 昵 ? 要 5 个 数 分 1 组 ， 又 要 求 中 
位 数 的 中 位 数 ， 还 要 划分 ， 好 麻烦 。 这 是 因为 以 中 位 数 的 中 位 数 x 划 分 
的 数组 可 以 在 步骤 5 的 递归 时 ， 确 保 肯 定 淘汰 一 定 的 数据 量 ， 起 码 淘 汰 
FEIN /10-6 的 数据 量 。 


不 得 不 说 的 是 ， 关 于 选择 划分 元 系 的 问题 ， 很 多 实现 部 是 随便 找 一 
个 数 进 行 数组 的 划分 ， 也 就 是 类 似 随机 快速 排序 的 划分 方式 ， 这 种 划分 
方式 无 法 达到 时 间 复 杂 上 度 为 O CN ) 的 原因 是 不 能 确定 淘汰 的 数据 量 ， 而 
BFPRT 算 法 在 划分 时 ， 使 用 的 是 中 位 数 的 中 位 数 进行 划分 ， 从 而 确定 了 
淘汰 的 数据 量 ， 最 后 成 功 地 让 时 间 复 杂 度 收敛 到 O (N ) 的 程度 。 





本 书 的 实现 对 BFPRT 算 法 做 了 更 好 的 改进 ， 主 要 改进 的 地 方 是 当中 
位 数 的 中 位 数 x 在 ar 中 大 量 出 现 的 时 候 ， 那 么 在 划分 之 后 到 底 返 回 什 么 
位 置 上 的 x 呢 ? 


在 本 书 的 实现 中 ， 返 回 在 通过 x 划分 arr 后 ， 等 于 x 的 整个 位 置 区 间 。 
比如 ，pivotRange=[a，b] 表 示 arr[a..b] 上 都 是 x， 并 以 此 区 间 去 命中 第 k 小 
的 数 ， 如 果 在 [a，b] 上 ， 就 是 命中 ， 如 果 没 在 [a，b] 上 ， 表 示 没 命中 。 
这 样 既 可 以 尽量 少 地 进行 递归 过 程 ， 又 可 以 增加 淘汰 的 数据 量 ， 使 得 步 
又 5 的 递归 过 程 变 得 数据 量 更 少 。 





具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getrMinKNumsByBFPRT 方 法 。 


public int[] getMinKNumsByBFPRT(int[] arr, int k) I 
if (k< 1 || k > arr.length) { 
return arr; 
) 
int minKth = getMinKthByBFPRT(arr, k); 


int[] res = new int[k]; 

int index = 0; 

for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
if (arr[i] < minkth) { 


res[index++] = arr[i]; 


) 

} 

for (; index ! = res.length; index++) { 
res[index] = minkth; 

) 


return res; 


public int getMinKthByBFPRT(int[] arr, int K) { 
int[] copyArr = copyArray(arr); 


return select(copyArr, 0, copyArr.length - 1, K 


public int[] copyArray(int[] arr) { 
int[] res = new int[arr.length]; 
for (int i = 0; i ! = res.length; i++) { 
res[i] = arr[i]; 
) 


return res; 


public int select(int[] arr, int begin, int end, int i) 


if (begin == end) { 
return arr[begin]; 
} 
int pivot = medianOfMedians(arr, begin, end); 
int[] pivotRange = partition(arr, begin, end, p 
if (i >= pivotRange[O] && i <= pivotRange[1]) { 
return arr[i]; 
} else if (i < pivotRange[0]) I 
return select(arr, begin, pivotRange[0] 
} else { 


return select(arr, pivotRange[1] + 1, e 


public int medianOfMedians(int[] arr, int begin, int en 
int num = end - begin + 1; 
int offset = num % 5 == 0 ? O : 1; 
int[] mArr = new int[num / 5 + offset]; 
for (int i = 0; i < mArr.length; i++) { 
int beginI = begin + i * 5; 
int endI = beginI + 4; 
mArr[i] = getMedian(arr, beginI, Math.m 
i; 


return select(mArr, 0, mArr.length - 1, mArr.le 


public int[] partition(int[] arr, int begin, int end, i 


int small = begin - 1; 
int cur = begin; 
int big = end + 1; 
while (cur ! = big) { 
if (arr[cur] < pivotValue) { 
swap(arr, ++small, cur++); 
} else if (arr[cur] > pivotValue) { 
swap(arr, cur, --big); 
} else { 


cur++; 


} 

int[] range = new int[2]; 
range[0] = small + 1; 
range[1] = big - 1; 


return range; 


public int getMedian(int[] arr, int begin, int end) { 
insertionSort(arr, begin, end); 
int sum = end + begin; 
int mid = (sum / 2) + (sum % 2); 


return arr[mid]; 


public void insertionSort(int[] arr, int begin, int end 


for (int i = begin + 1; i ! = end + 1; itt) { 


for (int j = i; j ! = begin; j--) I 
if (arr[j > 1] > arr[j]) & 
swap(arr, j - 1, j); 
} else { 


break; 


nine HE HT EC RE ATH KR FE 


LAH] 





给 定 一 个 无 序数 组 arr， 求 出 需要 排序 的 最 短 子 数组 长 度 。 





例如 : arr = [1，5，3，4，2，6，7] 返 回 4， 因 为 只 有 [5，3，4，2] 
需要 排序 。 


【 难度 】 
E kk kk 
【解答 】 


解决 这 个 问题 可 以 做 到 时 间 复 杂 上 度 为 O(N )、 额 外 空间 复杂 上 度 为 O 
(1)- 





UR LE EinoMinIndex=-1> MA HAW, MA AGE PERKA 
侧 出 现 过 的 数 的 最 小 值 ， 记 为 min。 假 设 当 前 数 为 arr[i， 如 果 
arr[i]>min， 说 明 如 果 要 整体 有 序 ，min 值 必然 会 挪 到 amr[i] 的 左边 。 用 
noMinIndex 记 录 最 左边 出 现 这 种 情况 的 位 置 。 如 果 遍 历 完 成 后 ， 
noMinIndex 依 然 等 于 -1， 说 明 从 石 到 左 始终 不 升序 ， 原 数组 本 来 就 有 
序 ， 直 接 返 回 0， 即 完全 不 需要 排序 。 








Be FM MA, W AASE tor Ar AN] HE EDLE AA OM OS 
值 ， 记 为 max。 假 设 当前 数 为 arr[i]|， 如 果 arr[i]<max， 说 明 如 果 排 序 ， 
max 值 必然 会 挪 到 arr[ 订 的 右边 。 用 变量 noMaxIndex 记 录 最 右边 出 现 这 种 


情况 的 位 置 。 


遍历 完成 后 ，arr[noMinIndex..noMaxIndex] 是 真正 需要 排序 的 部 
分 ， 返 回 它 的 长 度 即 可 。 


具体 过 程 参 看 如 下 代码 中 的 getMinLength 方 法 。 


public int getMinLength(int[] arr) { 


if (arr == null || arr.length < 2) { 


return 0; 
} 
int min = arr[arr.length - 1]; 
int noMinIndex = -1; 
for (int i = arr.length - 2; i! = -1; i--) { 


if (arr[i] > min) { 
noMinIndex = i; 
} else { 


min = Math.min(min, arr[i]); 


i; 
} 
if (noMinIndex == -1) { 
return 0; 
} 
int max = arr[0]; 
int noMaxIndex = -1; 
for (int i = 1; i ! = arr.length; i++) { 


if (arr[i] < max) { 


noMaxIndex = i; 


} else { 


max = Math.max(max, arr[i]); 


} 


return noMaxIndex - noMinIndex + 1; 


TER RE EE MUR EUX FN IK 的 数 


LAH] 


PRE NN Har, FERE LRAT EX, MRA 
这 样 的 数 ， 打 印 提示 信息 。 


DEK ] 


给 定 一 个 整 型 数组 arr， 再 给 定 一 个 整数 K ， 打 印 所 有 出 现 次 数 大 于 
N/K 的 数 ， 如 果 没 有 这 样 的 数 ， 打 印 提示 信息 。 


【要 求 】 


原 问题 要 求 时 间 复 共度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1)。 进 阶 问 
题 要 求 时 间 复 杂 度 为 O(N xK )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (K )。 


【 难度 】 
校 i 


【解答 】 





无 论 是 原 问 题 还 是 进 阶 问题 ， 都 可 以 用 哈 希 表 记 录 每 个 数 及 其 出 现 
的 次 数 ， 但 是 额外 空间 复杂 度 为 O (N )， 不 符合 题目 要 求 ， 所 以 本 书 不 
再 详 述 这 种 简单 的 方法 。 本 书 提供 方法 的 核心 思路 是 ， 一 次 在 数组 中 删 
HK 个 不 同 的 数 ， 不 停 地 删除 ， 直 到 剩 下 数 的 种 类 不 足 开 就 停止 删除 ， 
那么 ， 如 采 一 个 数 在 数组 中 出 现 的 次 数 大 于 NAK ， 则 这 个 数 最 后 一 定 会 


BER] PA. 


对 于 原 问题 ， 出 现 次 数 大 于 一 半 的 数 最 多 只 会 有 一 个 ， 还 可 能 不 存 
在 这 样 的 数 。 具 体 的 过 程 为 ， 一 次 在 数组 中 删 掉 两 个 不 同 的 数 ， 不 俘 地 
删除 ， 直 到 剩 下 的 数 只 有 一 种 ， 如 果 一 个 数 出 现 次 数 大 于 一 半 ， 这 个 数 
最 后 一 定 会 剩 下 来 。 如 下 代码 中 的 printHalfMajor 方 法 就 是 这 种 思路 的 具 
体 实现 ， 我 们 先 列 出 代码 ， 然 后 进行 解释 。 


public void printHalfMajor(int[] arr) { 
int cand = 0; 
int times = 0; 
for (int i = 0; i! = arr.length; i++) { 
if (times == 0) { 
cand = arr[i]; 
times = 1; 
} else if (arr[i] == cand) { 
times++; 
} else { 


times--; 


} 

times = 0; 

for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
if (arr[i] == cand) { 


times++; 


if (times > arr.length / 2) { 
System.out.println(cand); 
} else { 


System.out.println("no such number."); 


} 


PrintHalfMajor 方 法 中 第 一 个 for 循 环 就 是 一 次 在 数组 中 删 掉 两 个 不 
同 的 数 的 代码 实现 。 我 们 把 变量 cand 叫 作 候选 ，times 叫 作 次 数 ， 读 者 先 
不 用 纠结 这 两 个 变量 是 什么 意义 ， 我 们 看 在 第 一 个 for 循 环 中 发 生 了 什 
eis 
e times==OWNM, Ka MATRA RE, WIFE SB arri ik RE, 
同时 把 times 设 置 成 1。 
e times! =O, RAA TRE, UR AY Barr [i] 5 ft — 


样 ， 就 把 times 加 1; WRAY Mani] 5 eve THE, FE 
times 减 1， 减 到 0 则 表示 又 没有 候选 了 。 





这 具体 是 什么 意思 呢 ? 当 没 有 候选 时 ， 我 们 把 当前 的 数 作 为 候选 ， 
说 明 我 们 找到 了 两 个 不 同 的 数 中 的 第 一 个 ， 当 有 候选 且 当 前 的 数 和 候选 
一 样 时 ， 说 明 目 前 没有 找到 两 个 不 同 的 数 中 的 男 外 一 个 ， 反 而 是 同一 种 
数 反 复出 现 了 ， 那 么 就 把 times++ 表 示 反 复出 现 的 数 在 累计 自己 的 点 
数 。 当 有 候选 且 当 前 的 数 和 候选 不 一 样 时 ， 说 明 找 全 了 两 个 不 同 的 数 ， 
但 是 候选 可 能 在 之 前 多 次 出 现 ， 如 果 此 时 把 候选 完全 换 邱 ， 候 选 的 这 个 
数 相 当 于 一 下 被 删 掉 了 多 个 ， 对 吧 ? 所 以 这 时 候选 “付出 ”一 个 自己 的 点 
数 ， 即 times 减 1， 然 后 当前 数 也 被 删 挥 。 这 样 还 古 相 当 于 一 次 删 挥 了 两 
个 不 同 的 数 。 当 然 ， 如 果 times 锐 减 到 为 0， 说 明 候 选 的 点数 完全 被 消 耗 











完 ， 那 么 又 表示 候选 空缺 ，arr 中 的 下 一 个 数 (arr[i+1]) 束 又 被 作为 候选 。 


综 上 上 所 述 ， 第 一 个 for 循 环 的 实质 就 是 我 们 的 核心 解 题 思 路 ， 一 次 在 
数组 中 删 挥 两 个 不 同 的 数 ， 不 停 地 删除 ， 直 到 剩 下 的 数 只 有 一 种 ， 如 果 
一 个 数 出 现 次 数 大 于 一 半 ， 则 这 个 数 最 后 一 定 会 被 剩 下 来 ， 也 就 是 最 后 
的 cand 值 。 


这 里 请 注意 一 点 ， 一 个 数 出 现 次 数 虽 然 大 于 一 半 ， 它 肯定 会 被 剩 下 
来 ， 但 那 并 不 表示 剩 下 来 的 数 一 定 是 符合 条 件 的 。 例 如 ，1，2，1。 其 
中 1 符合 出 现 次 数 超过 了 一 半 ， 所 以 1 肯定 会 剩 下 来 。 再 如 1，2，3， 其 
中 没有 任何 一 个 数 出 现 的 次 数 超过 了 一 半 ， 可 3 最 后 也 剩 下 来 了 。 上 所 以 

PrintHalfMajor 方 法 中 第 二 个 for 循 环 的 工作 就 是 检验 最 后 剩 下 来 的 那个 

aX (Blcand) 是否 真 的 是 出 现 次 数 大 于 一 半 的 数 。 如 有 果 cand 都 不 符合 条 
件 ， 那 么 其 他 的 数 也 一 定 都 不 符合 ， 说 明 arr 中 没有 任何 一 个 数 出 现 了 一 
半 以 上 。 











进 阶 问 题解 法 核心 也 是 类 似 的 ， 一 次 在 数组 中 删 掉 开 个 不 同 的 数 ， 
不 停 地 删除 ， 直 到 剩 下 的 数 的 种 类 不 足 K ， 那 么 ， 如 果 某 些 数 在 数组 中 
出 现 次 数 大 于 N/K ， 则 这 些 数 最 后 一 定 会 被 剩 下 来 。 原 问题 中 ， 我 们 解 
决 了 找到 出 现 次 数 超过 N /2 的 数 ， 解 决 的 办 法 是 立 了 1 个 候选 cand， 以 及 
这 个 候选 的 times 统 计 。 进 阶 问题 具体 的 实现 也 类 似 ， 只 要 立 K -1 个 候 
选 ， 然 后 有 K -1 个 times 统 计 即 可 ， 具 体 过程 如 下 。 


遍历 到 amr[i] 时 ， 看 an[i] 是 否 与 已 经 被 选 出 的 某 一 个 候选 相同 
如 果 与 某 一 个 候选 ， 就 把 属于 那个 候选 的 点 数 统计 加 1。 


如 果 与 所 有 的 候选 都 不 相同 ， 先 看 当前 的 候选 是 否 选 满 了 ，K -10 
E MENA: 


e 如 果 不 满 ， 把 arr[ 作 为 一 个 新 的 候选 ， 属 于 它 的 点 数 初始 化 为 
1. 


e 如 果 已 满 ， 说明 此 时 发 现 了 K 个 不 同 的 数 ，arr[] 就 是 第 K 个 。 
此 时 把 每 一 个 候选 各 目的 点 数 全 部 减 1， 表 示 每 个 候选 “ 付 
出 ”一 个 自己 的 点 数 。 如 果菜 些 候选 的 点 数 在 减 1 之 后 等 于 0， 
则 还 需要 把 这 些 候选 都 删除 ， 候 选 又 变 成 不 满 的 状态 。 








在 遍历 过 程 结 束 后 ， 再 遍历 一 次 arr， 验 证 被 选 出 来 的 所 有 候选 有 哪 
些 出 现 次 数 真 的 大 于 N /K ， 符 合 条 件 的 候选 就 打印 。 具 体 请 参看 如 下 代 
人 码 中 的 printKMajor 方 法 。 


public void printkMajor(int[] arr, int K) { 
if (K< 2) { 
System.out.println("the value of K is i 
return, 
) 
HashMap<Integer, Integer> cands = new HashMap<I 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
if (cands.containsKey(arr[i])) I 
cands.put(arr[i], cands.get(arr 
} else { 
if (cands.size() == K - 1) { 
allCandsMinusOne(cands) 
} else { 


cands.put(arr[i], 1); 


) 
HashMap<Integer, Integer> reals = getReals(arr, 
boolean hasPrint = false; 
for (Entry<Integer, Integer> set : cands.entrys 
Integer key = set.getKey(); 
if (reals.get(key) > arr.length / K) { 
hasPrint = true; 


System.out.print(key + " "); 


) 


System.out.println(hasPrint ? "" : "no such num 


public void allCandsMinusOne(HashMap<Integer, Integer> 
List<Integer> removeList = new LinkedList<Integ 
for (Entry<Integer, Integer> set : map.entrySet 
Integer key = set.getKey(); 
Integer value = set.getValue(); 
if (value == 1) { 
removeList.add(key); 
} 
map.put(key, value - 1); 
i; 
for (Integer removeKey : removeList) { 


map , remove (removeKey ) ; 


public HashMap<Integer, Integer> getReals(int[] arr, 
HashMap<Integer, Integer> cands) { 
HashMap<Integer, Integer> reals = new HashMap<I 
for (int i = 0; i! = arr.length; i++) { 
int curNum = arr[i]; 
if (cands.containsKey(curNum)) { 
if (reals.containsKey(curNum)) 
reals.put(curNum, reals 
} else { 


reals.put(curNum, 1); 


} 


return reals; 


【扩展 】 


这 种 一 次 删 掉 K 个 不 同 的 数 的 思想 在 面试 中 通常 会 变形 之 后 反复 出 
现 。 例 如 ， 下 面 这 着 面试 真题 : 有 一 场 投 票 ， 投 票 有 效 的 条 件 是 必须 有 
一 个 候选 人 得 票数 超过 半数 ， 但 是 验 标 人员 不 能 看 到 每 张 选 票 上 选 了 
谁 ， 只 能 把 任意 两 张 选 票 放 到 一 合 机 器 上 看 这 两 张 选 票 是 人 否 一 样 ， 行 一 
样 ， 则 机 器 给 出 true 的 提醒 ， 不 一 样 则 给 出 false 的 提醒 。 如 果 你 作为 验 
票 的 人 员 ， 怎 么 判断 这 场 投 票 是 有 效 的 ? 


























这 着 题目 就 是 原 问 题 的 变形 ， 但 是 “不 能 看 到 每 张 选 昧 上 选 了 谁 ? 的 
这 个 限制 实际 上 把 用 哈 希 表 来 解 题 的 可 能 性 完全 堵 死 了 了。 但 本 文 的 方法 


却 可 以 满足 题目 的 要 求 ， 因 为 我 们 实现 的 方法 只 需要 当前 数 和 候选 数 做 
比较 ， 而 不 需要 知道 每 个 数 的 值 。 


在 行列 都 排 好 序 的 窍 阵 中 找 数 


LAH] 


给 定 一 个 有 N xM PRE PEmatrix 0 — NÆK ，matrix 的 每 一 行 
和 每 一 列 都 是 排 好 序 的 。 实 现 一 个 函数 ， 判 断 K 是 否 在 matrix 中 。 





例如 : 


0 1 2 5 
2 3 4 7 


4 4 4 8 
5 7 7 9 


如 果 K 为 7， 返 回 true; 如 果 K 为 6， 返 回 false。 
【要 求 】 

时 间 复 杂 度 为 O(N +M )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1)。 
DER] 

E Kr 
【解答 】 


符合 要 求 的 解法 比较 巧妙 且 易 于 理解 。 


可 以 用 以 下 步骤 解决 : 


1 


2. 


3: 


ME PB LÆ BT aa IK (row=0, col=M-1). 
比较 当前 数 matrix[row][col] 与 K 的 关系 : 


如 果 与 K 相等 ， 说 明 已 找到 ， 直接 返回 true。 





如 果 比 K 大 ， 因 为 矩阵 每 一 列 都 已 排 好 序 ， 所 以 在 当前 数 所 在 
的 列 中 ， 处 于 当前 数 下 方 的 数 都 会 比 K 大 ， 则 没有 必要 继续 在 
第 col 列 上 寻找 ， 令 col=col-1， 重 复 步 驰 2。 








如 果 比 K 小 ， 因 为 矩阵 每 一 行 都 已 排 好 序 ， 所 以 在 当前 数 所 在 
的 行 中 ， 人 处 于 当前 数 左 方 的 数 都 会 比 K 小 ， 则 没有 必要 继续 在 
第 row 行 上 寻找 ， 令 row=row+1， 重 复 步 又 2。 





如 果 找 到 越界 都 没有 发 现 与 K 相等 的 数 ， 则 返回 false。 


或 者 ， 也 可 以 用 以 下 步骤 : 


1. 


2. 


从 和 矩阵 最 左下 角 的 数 开 始 寻 找 (row=N-1, col=0) 。 
比较 当前 数 matrix[row][col] 与 K 的 关系 : 


如 果 与 K 相等 ， 说 明 已 找到 ， 直接 返回 true。 








如 果 比 K 大， 因为 矩阵 每 一 行 都 已 排 好 序 ， 所 以 在 当前 数 所 在 
的 行 中 ， 处 于 当前 数 右 方 的 数 都 会 比 K 大 ， 则 没有 必要 继续 在 
第 row 行 上 寻找 ， 令 row=row-1， 重 复 步 驰 2。 





如 果 比 K 小 ， 因 为 息 阵 每 一 列 都 已 排 好 序 ， 所 以 在 当前 数 所 在 


的 列 中 ， 处 于 当前 数 上 方 的 数 都 会 比 K 小 ， 则 没有 必要 继续 在 
第 col 列 上 寻找 ， 令 col=col+1， 重 复 步 又 2。 





3. 如 果 找 到 越界 都 没有 发 现 与 K 相等 的 数 ， 则 返回 false。 
具体 请 参看 如 下 代码 中 的 isContains 方 法 : 


public boolean isContains(int[][] matrix, int K) I 
int row = 0; 
int col = matrix[0].length - 1; 
while (row < matrix.length && col > -1) { 
if (matrix[row][col] == K) { 
return true; 
} else if (matrix[row][col] > K) { 
col--; 
} else { 


rOW++ ; 


} 


return false; 


最 长 的 可 整合 子 数 组 的 长 度 


LAH] 





WA HERE. AR TVAMÆEHR LA» BRAA 
数 过 的 绝对 值 都 为 1， 则 该 数组 为 可 整合 数组 。 例 如 ，[5，3，4，6，2] 
排序 之 后 为 2，3，4，5，6]， 符 合 每 相 邻 两 个 数 关 的 绝对 值 都 为 1， 所 
以 这 个 数组 为 可 整合 数组 。 


给 定 一 个 整 型 数组 arr， 请 返回 其 中 最 大 可 整合 子 数组 的 长 度 。 例 
如 ，[5，5，3，2，6，4，3] 的 最 大 可 整合 子 数 组 为 [5，3，2，6，4]， 
所 以 返回 5。 


【 难度 】 
BR kkk 


【解答 】 





时 间 复 杂 度 高 但 容易 理解 的 做 法 。 对 arr 中 的 每 一 个 子 数组 arr[i..j] 
(0<=i<=j<=N-1)， 都 验证 一 下 是 否 符 合 可 整合 数组 的 定义 ， 也 束 是 把 
arr[i..j] 排 序 一 下 ， 看 是 否 依 次 递增 且 每 次 递增 1。 然 后 在 所 有 符合 可 整 
合 数 组 定义 的 子 数组 中 ， 记 录 最 大 的 那个 长 度 ， 返 回 即 可 。 需 要 注意 的 
是 ， 在 考 得 每 一 个 arr[i..j] 是 否 符合 可 整合 数组 定义 的 时 候 ， 都 得 把 
arr[i..j] 单 独 复 制 成 一 个 新 的 数组 ， 然 后 把 这 个 新 的 数组 排序 、 验 证 ， 而 
不 能 直接 改变 arr 中 元 素 的 顺序 。 所 以 大 体 过 程 如 下 : 


























1. 依次 考查 每 一 个 子 数组 arr[i..j](0<=i<=j<=N-1)， 一 共有 O (N 2 ) 


Oo 


Ale 


2. 对 每 一 个 子 数 组 arr[i..j]， 复 制 成 一 个 新 的 数组 ， ee 
把 newArr 排 序 ， 然 后 验证 是 否 符 合 可 整合 数组 的 定义 ， 这 一 步 代 价 为 O 
(N logN ). 











3. 步骤 2 中 符合 条 件 的 、 最 大 的 那个 子 数 组 的 长 度 就 是 结果 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 getLIL1 方 法 ， 时 间 复 杂 度 为 O (N * )XO (N 
logN )->O (N ° logN )。 


public int getLIL1i(int[] arr) I 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 
) 
int len = 0; 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
for (int j = i; j < arr.length; j++) { 
if (isIntegrated(arr, i, j)) I 


len = Math.max(len, j - 


) 


return len; 


public boolean isIntegrated(int[] arr, int left, int ri 


int[] newArr = Arrays.copyOfRange(arr, left, ri 
Arrays.sort(newArr); // O(N*logN) 
for (int i = 1; i < newArr.length; i++) { 

if (newArr[i - 1] ! = newArr[i] - 1) { 


return false; 


} 


return true; 


} 


第 一 种 方法 严格 按照 题目 的 意思 来 验证 每 一 个 子 数组 是 否 是 可 整合 
数组 ， 但 是 验证 可 整合 数组 真 的 需要 如 此 麻烦 吗 ? 有 没有 更 好 的 方法 来 
加 速 验证 过 程 ? 这 也 是 本 书 提供 方法 的 核心 。 判 断 一 个 数组 是 否 是 可 整 
合 数组 还 可 以 用 以 下 方法 来 判断 ， 一 个 数组 中 如 果 没 有 重复 元 素 ， 并 且 
如 果 最 大 值 减 去 最 小 值 ， 再 加 1 的 结果 等 于 元 素 个 数 (max-min+1==7t 
素 个 数 ) ， 那 么 这 个 数组 就 是 可 整合 数组 。 比 如 [3，2，5，6，4]， 
max-min+1=6-2+1=5== 元 系 个 数 ， 所 以 这 个 数组 是 可 整合 数组 。 





这 样 ， 验 证 每 一 个 子 数组 是 否 是 可 整合 数组 的 时 间 复 杂 度 可 以 从 第 
一 种 方法 的 O(N logN ) 加 速 至 O (1)， 整 个 过 程 的 时 间 复 杂 度 就 可 加 速 
到 O(N“*)。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 getLIL2 方 法 。 





public int getLIL2(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 


) 


int len = 0; 


int max = 0; 
int min = 0; 
HashSet<Integer> set = new HashSet<Integer>(); 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
max = Integer.MIN VALUE; 
min = Integer.MAX VALUE; 
for (int j = i; j < arr.length; j++) I 
if (set.contains(arr[j])) { 


break; 


set.add(arr[j]); 

max = Math.max(max, arr[j]); 
min = Math.min(min, arr[j]); 

if (max - min == j - i) { // 新 | 


len = Math.max(len, j - 


} 


set.clear(); 


} 


return len; 


不 重复 打印 排序 数组 中 相 加 和 为 给 定 
值 的 所 有 二 元 组 和 三 元 组 


LAH] 


给 定 排 序数 组 arr 和 整数 K ， 不 重复 打印 arr 中 所 有 相 加 和 为 k 的 不 降 
序 二 元 组 。 


例如 ，arr=[-8，-4，-3，0，1，2，4，5，8，9]，k=10， 打 印 结果 


【补充 题目 了】 


给 定 排序 数组 arr 和 整数 K ， 不 重复 打印 arr 中 所 有 相 加 和 为 K 的 不 降 
序 三 元 组 。 


例如 ，arr=[-8，-4，-3，0，1，2，4，5，8，9]，k=10， 打 印 结果 
为 : 


0, 1, 9 

0, 2, 8 

1, 4, 5 
DER] 

W kk 
【解答 】 


利用 排序 后 的 数组 的 特点 ， 打 印 二 元 组 的 
AAR EAS ETR ERT AS, RA 


程 可 以 用 一 个 左 指针 和 
程 为 : 


过 
过 
1. 设置 变量 left=0，right=arr.length-1。 


2. 比较 arr[leftj+arr[right] 的 值 (sum) 与 K 的 大 小 : 


U&sumETk, FTE “arr[left], arrfright]”, Wlleft++, right--. 


如 果 sum 大 于 k , right--. 
e 如果 sum 小 于 k ，left++。 


3. 如 果 left<right， 则 一 直 重 复 步 又 2， 和 否则 过 程 结 束 。 








那么 如 何 保 证 不 重复 打印 相同 的 二 元 组 呢 ? 只 需 在 打印 时 增加 一 个 
检查 即 可 ， 检 查 arr[left] 是 否 与 它 前 一 个 值 arr[left-1] 相 等 ， 如 果 相 等 就 不 
打印 。 有 具体 解释 为 : 因为 整体 过 程 是 从 两 头 癌 中 间 压 缩 的 过 程 ， 如 果 
arr[left]+arr[right]==k， 叉 有 arr[left]==arr[left-1]， 那 么 之 前 一 定 已 经 打印 





过 这 个 二 元 组 ， 此 时 无 有 顷 重 复 打 印 。 比 如 arr=[1，1，1，9]，k=10。 首 
先 打 印 arr[0] 和 arr[3] 的 组 合 ， 接 下 来 就 不 再 重复 打印 1 和 9 这 个 二 元 组 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printUniquePair 方 法 ， 时 间 复 杂 上 度 O 
(N )。 


public void printUniquePair(int[] arr, int k) { 
if (arr == null || arr.length < 2) { 
return; 
} 
int left = 0; 
int right = arr.length - 1; 
while (left < right) { 
if (arr[left] + arr[right] < k) { 
left++; 
} else if (arr[left] + arr[right] > k) 
right--; 
} else { 
if (left == © || arr[left - 1] 
System.out.println(arr[left 
) 
left++; 


right--; 


三 元 组 的 问题 类 似 于 二 元 组 的 求解 过 程 。 


例如 : 
arr=[-8, -4, -3, 0, 1, 2, 4, 5, 8, 9], k=10. 


e 当 三 元 组 的 第 一 个 值 为 -8 时 ， 寻 找 -8 后 面 的 子 数组 中 所 有 相 加 
为 18 的 不 重复 二 元 组 。 


e 当 三 元 组 的 第 一 个 值 为 -4 时 ， 寻 找 -4 后 面 的 子 数组 中 所 有 相 加 
为 14 的 不 重复 二 元 组 。 


e 当 三 元 组 的 第 一 个 值 为 -3 时 ， 寻 找 -3 后 面 的 子 数组 中 所 有 相 加 
为 13 的 不 重复 二 元 组 。 


依 此 类 推 。 


如 何不 重复 打印 相同 的 三 元 组 呢 ? 痛 先 要 保证 每 次 寻找 过 程 开 始 





选 定 的 三 元 组 中 第 一 个 值 不 重复 ， 其 次 就 是 和 原 问 题 的 打印 检查 一 
要 保证 不 重复 打印 二 元 组 。 





具体 请 参看 如 下 代码 中 的 printUnigueTriad 方 法 ， 时 间 复 杂 上 度 为 O (N 


public void printUniqueTriad(int[] arr, int k) { 
if (arr == null || arr.length < 3) { 
return; 
} 
for (int i = 0; i < arr.length - 2; i++) { 
if (i == © || arr[i] ! = arr[i - 1]) I 


printRest(arr, i, i + 1, arr.length 


public void printRest(int[] arr, int f, int 1, int r, i 
while (1 <r) I 

if (arr[l] + arr[r] < k) I 
1++; 

} else if (arr[l] + arr[r] > k) { 
Pang 

} else { 
if (1 = f + 1 || arr[l - 1] ! = arr[1] 


System.out.println(arr[f] +", "+ 


未 排序 正 数 数组 中 累加 和 为 给 定 值 的 
最 长 子 数 组 长 度 
【题目 】 


给 定 一 个 数组 arr， 该 数组 无 序 ， 但 每 个 值 均 为 正 数 ， 再 给 定 一 个 正 
Bik 。 求 arr 的 所 有 子 数组 中 所 有 元 系 相 加 和 为 k 的 最 长 子 数组 长 度 。 


例如 ，arr=[1，2，1，1，1]，K=3。 

累加 和 为 3 的 最 长 子 数组 为 [1，1，1]， 所 以 结果 返回 3。 
DER] 

W kkk 
【解答 】 


最 优 解 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1). Å 
先 用 两 个 位 置 来 标记 子 数组 的 左右 两 头 ， 记 为 left 和 right， 开 始 时 都 在 
数组 的 最 左边 (left=0，right=0)。 整 体 过 程 如 下 : 


1. 开始 时 变量 left=0，right=0， 代 表 子 数组 arr[left..right]。 


2. 变量 sum 始 终 表 示 子 数组 arr[left..right] 的 和 。 开 始 时 sum=arr[0]， 
即 arr[0..0] 的 和 。 


3. 变量 len 一 直 记 录 累 加 和 为 K ”的 所 有 子 数组 中 最 大 子 数组 的 长 


FE. Hé, len=0. 


4. 根据 sum 与 K ”的 比较 结果 决定 是 left 移 动 还 是 right 移 动 ， 具 体 如 
下 : 


e 如 果 sum==k， 说 明 arr[left..right] 累 加 和 为 K_ ， 如 果 arr[left..right] 
长 度 大 于 len， 则 更 新 len， 此 时 因为 数组 中 所 有 的 值 都 为 正 
数 ， 那 么 所 有 从 left 位 置 开始 ， 在 right 之 后 的 位 置 结束 的 子 数 
组 ， 即 arr[left..i(i>right)]， 囚 加 和 一 定 大 于 k ”。 所 以 ， 令 left 加 
1， 这 表示 我 们 开始 考查 以 left 之 后 的 位 置 开始 的 子 数组 ， 同 时 
令 sum-=arr[left]，sum 此 时 开始 表示 arr[left+1..right] 的 累加 和 。 


e 如果 sum 小 于 k ”， 说 明 arr[left..right] 还 需要 加 上 right 后 面 的 值 ， 
其 和 才 可 能 达到 k ， 所 以 ， 令 right 加 1，sum+=arr[right]。 需 要 
注意 的 是 ，right 加 1 后 是 否 越 界 。 


e 如果 sum 大 于 k ， 说 明 所 有 从 left 位 置 开始 ， 在 right 之 后 的 位 置 结 
束 的 子 数组 ， 即 arr[left..i(i>right)]， 累 加 和 一 定 大 于 k 。 所 以 ， 
令 left 加 1， 这 表示 我 们 开始 考查 以 left 之 后 的 位 置 开始 的 子 数 
组 ， 同 时 令 sum-=arr[left]，sum 此 时 表示 arr[left+1..right] 的 办 加 
和 。 


5. 如 采 right<arr.length， 重 复 步骤 4。 人 否则 直接 返回 len， 全 部 过 程 
结束 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 getMaxLength 方 法 。 


public int getMaxLength(int[] arr, int k) { 
if (arr == null || arr.length == © || k <= 0) { 


return 0; 
) 
int left = 0; 
int right = 0; 
int sum = arr[0]; 
int len = 0; 
while (right < arr.length) { 
if (sum == k) { 
len = Math.max(len, right - lef 
sum -= arr[left++]; 
} else if (sum < k) { 
right++; 


if (right == arr.length) { 


break; 
} 
sum += arr[right]; 
} else { 
sum -= arr[left++]; 
} 


} 


return len; 


未 排序 数组 中 累加 和 为 给 定 值 的 最 长 
子 数组 系列 问题 


LAH] 





给 定 一 个 无 序数 组 arr， 其 中 元 素 可 正 、 可 负 、 可 0， 给 定 一 个 整数 K 
。 求 arr 所 有 的 子 数组 中 累加 和 为 k 的 最 长 子 数组 长 度 。 





【补充 题目 了 】 
给 定 一 个 无 序数 组 arr， 其 中 元 素 可 正 、 可 人 负 、 。 求 arr 所 有 的 子 


数组 中 正 数 与 负数 个 数 相等 的 最 长 子 数组 长 度 。 
【补充 题目 】 


给 定 一 个 无 序数 组 arr， 其 中 元 素 只 古 1 或 0。 求 arr 所 有 的 子 数 组 中 0 
和 1 个 数 相 等 的 最 长 子 数组 长 度 。 


【 难度 】 
BR kkk 
【解答 | 


本 书 提供 的 方法 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O0 NN )、 额 外 空间 复杂 度 
为 O(N )， 首 先 来 看 原 问 题 。 


为 了 说 明 解 法 ， 先 定义 的 概念 ，s@) 代 表 子 数组 arr[0..i] 所 有 元 素 的 


Fn. WA FHHanlj.. i(0<=j<=i<arr.length) Å] In As(i)-s(j-1), 
JAREN, s(=arr[0..i] 4 R Jin =arr[0..j-1] HÆ In AI +arr[j.. i] R N 
Al, MA arr[0..j-1]4) BUNA As(j-1). FLL, arr[j..iJ 4) NA Ns(i)-s(j- 
1)， 这 个 结论 是 求解 这 道 题 的 核心 。 


原 问 题解 法 只 授 历 一 次 arr， 具 体 过 程 为 : 


1. 设置 变量 sum=0， 表 示 从 0 位 置 开始 一 直 加 到 i 位 置 所 有 元 素 的 
和 。 设 置 变量 len=0， 表 示 累 加 和 为 k 的 最 长 子 数 组 长 度 。 设 置 哈 希 表 
map， 其 中 ，key 表 示 从 arr 最 左边 开始 累加 的 过 程 中 出 现 过 的 sum 值 ， 对 
应 的 value 值 则 表示 sum 值 最 早出 现 的 位 置 。 


2. 从 左 到 右 开 始 遇 历 ， 过 历 的 当前 元 素 为 arr[j]。 





1) 令 sum=sum+arr[ 订 ， 即 之 前 所 有 元 素 的 累加 和 s(i)， 在 map 中 查看 
是 否 存在 sum-k。 


e 如 果 sum-k 存 在 ， 从 map 中 取出 sum-k 对 应 的 value 值 ， 记 为 j，j 代 
表 从 左 到 右 不 断 累 加 的 过 程 中 第 一 次 加 出 sum-k 这 个 累加 和 的 
位 置 。 根 据 之 前 得 出 的 结论 ，arr[j+1. 和 的 累加 和 为 si)-sj)， 此 
时 sG)=sum， 又 有 s(j)=sum-k， 上 所 以 arr[j+1. 昌 的 累加 和 为 k。 同 
时 因为 map 中 只 记录 每 一 个 累加 和 最 早出 现 的 位 置 ， 所 以 此 时 
的 arr[j+1. 昌 是 在 必须 以 arr[] 结 尾 的 所 有 子 数 组 中 ， 最 长 的 累加 
和 为 k 的 子 数组 ， 如 果 该 子 数 组 的 长 度 大 于 len， 束 更 新 len。 





e 如果 sum-k 不 存在 ， 说 明 在 必须 以 arr 中 结尾 的 情况 下 没有 蛇 加 和 
为 k 的 子 数组 。 


2) 检查 当前 的 sum〈 即 s(i)) 是 否 在 map 中 。 如 果 不 存在 ， 说 明 此 


IN sum À KHAT, itic»*(sum, DIA Elmap#,. SE sum 
存在 ， 说 明之 前 已 经 出 现 过 sum，map 只 记录 一 个 累加 和 最 早出 现 的 位 
置 ， 所 以 此 时 什么 记录 也 不 加 。 


3. 继续 饥 历 下 一 个 元 素 ， 直 到 所 有 的 元 系 人 过 历 完 。 





大 体 过 程 如 上 ， 但 还 有 一 个 很 重要 的 问题 需要 处 理 。 根 据 arr[j+1..i] 
的 累加 和 为 si)-G)， 所 以 ， 如 果 从 0 位 置 开始 累加 ， 会 导致 j+1>=1。 也 就 
是 说 ， 所 有 从 0 位 置 开始 的 子 数组 都 没有 考虑 过 。 所 以 ， 应 该 从 -1 位 置 
开始 累加 ， 也 就 是 在 遍历 之 前 先 把 (0，-1) 这 个 记录 放 进 map， 这 个 记录 
的 意义 是 如 果 任 何 一 个 数 也 不 加 时 ， 累 加 和 为 0。 这 样 ， 从 0 位 置 开 始 的 
子 数组 就 被 我 们 考虑 到 了 。 








比如 ， 数 组 [L，2，3，3]，k=6。 如 果 从 0 位 置 开 始 累 加 ， 也 就 是 过 
历 之 前 不 加 入 (0，-TD 记 录 ， 当 通 历 到 第 一 个 3 时 ，sum=6， 在 map 中 的 记 
录 是 : 


key value 
1 0 -> 累加 和 1 最 早出 现在 0 位 置 
3 1 -> 累加 和 3 最 早出 现在 1 位 置 


此 时 sum-k=6-6=0， 所 以 在 map 中 查询 累加 和 0 最 早出 现 的 位 置 ， 友 
现 没 有 出 现 过 。 那 么 子 数 组 [L，2，3] 就 被 我 们 忽略 。 接 下 来 过 历 到 第 二 
个 3 时 ，sum=9， 在 map 中 的 记录 是 : 


key value 


1 | 0 -> 累加 和 1 最 早出 现在 0 位 置 


3 1 -> 累加 和 3 最 早出 现在 1 位 置 
6 2 -> 累加 和 2 最 早出 现在 2 位 置 


此 时 sum-k=9-6=3， 所 以 在 map 中 查询 累 加 和 3 最 早出 现 的 位 置 ， 发 
现 累 加 和 3 最 早出 现在 1 位 置 ， 所 以 arr[j+1. 即 arr[2..3]〈 也 即 [3，3]) 被 
找到 。 但 很 明显 ，[1，2，3] 这 个 子 数组 才 是 正确 的 ， 所 以 不 加 入 (0，-1) 
会 导致 这 样 的 问题 。 


如 果 裔 历 之 前 先 加 入 (0，-1) 这 个 记录 ， 当 裔 历 到 第 一 个 3 时 ， 
sum=6， 在 map 中 的 记录 是 : 


key value 


-1 -> 累加 和 0 最 早出 现在 -1 位 





0 置 ， 即 一 个 元 素 也 没有 时 ， 累 加 
和 为 0 

1 0 -> 累加 和 1 最 早出 现在 0 位 置 

3 1 -> 累加 和 3 最 早出 现在 1 位 置 


此 时 sum-k=6-6=0， 所 以 ， 在 map 中 查询 累加 和 0 最 早出 现 的 位 置 ， 
发 现 累加 和 0 最 早出 现在 -1 位 置 ， 所 以 arr[fj+1.. 让 ] 妈 arr[0..2] (HEI, 2, 
3]) 被 找到 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 maxLength 方 法 。 


public int maxLength(int[] arr, int k) { 


if (arr == null || arr.length == 0) { 


return 0; 


} 


HashMap<Integer, Integer> map = new HashMap<Int 





map.put(0, -1); // 重要 
int len = 0; 
int sum = 0; 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
sum += arr[i]; 
if (map.containsKey(sum - k)) I 
len = Math.max(i - map.get(sum 
} 
if (! map.containsKey(sum)) { 


map.put(sum, i); 


} 


return len; 


} 





理解 了 原 问 题 的 解法 后 ， 补 充 问 题 是 可 以 迅速 解决 的 。 第 一 个 补充 
问题 ， 先 把 数组 arr 中 的 正 数 全 部 变 成 1， 负 数 全 部 变 成 -1，0 不 变 ， 然 后 
求 累 加 和 为 0 的 最 长 子 数 组 长 度 即 可 。 第 二 个 补充 问题 ， 先 把 数组 arr 中 
的 0 全 部 变 成 -1，1 不 变 ， 然 后 求 累 加 和 为 0 的 最 长 子 数组 长 度 即 可 。 两 
个 补充 问题 的 代码 略 。 


未 排序 数组 中 素 加 和 小 于 或 等 于 给 定 
值 的 最 长 子 数 组 长 度 


LAH] 





给 定 一 个 无 序数 组 arr， 其 中 元 素 可 正 、 可 负 、 可 0， 给 定 一 个 整数 K 
。 求 arr 所 有 的 子 数组 中 昧 加 和 小 于 或 等 于 K 的 最 长 子 数 组 长 度 。 


例如 : arr=[3, -2, -4, 0, 6], k =-2， 相 加 和 小 于 或 等 于 -2 的 最 长 
子 数组 为 {3，-2，-4，0}， 所 以 结果 返回 4。 


【 难度 】 
校 kkk 
【解答 】 


本 书 提供 的 方法 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O CN logN )， 额 外 空间 复杂 
ÆNO (N )。 


依次 求 以 数组 的 每 个 位 置 结尾 的 、 累 加 和 小 于 或 等 于 k 的 最 长 子 数 
组 长 度 ， 其 中 最 长 的 那个 子 数组 的 长 度 吕 是 我 们 要 的 结果 。 为 了 便于 读 
者 理解 ， 我 们 举 一 个 比较 具体 的 例子 。 

假设 我 们 处 理 到 位 置 30， 从 位 置 0 到 位 置 30 的 累加 和 为 


100 (sum[0..30]=100〉， 现 在 想 求 以 位 置 30 结 尾 的 、 累 加 和 小 于 或 等 于 
10 的 最 长 子 数组 长 度 。 再 假设 从 位 置 0 开始 囚 加 到 位 置 10 的 时 候 ， 累 加 





和 第 一 次 大 于 或 等 于 90 (sum[0..10]>=90) ， 那 么 可 以 知道 以 位 置 30 结 
尾 的 相 加 和 小 于 或 等 于 10 的 最 长 子 数组 就 是 arr[11..30]。 也 就 是 说 ， 如 
果 从 0 位 置 到 位置 的 累加 和 为 sum[0..j]， 此 时 想 求 以 位 置 结尾 的 相 加 和 
小 于 或 等 于 k 的 最 长 子 数组 长 度 。 那 么 只 要 知道 大 于 或 等 于 sum[0..j]-k 这 
个 值 的 累加 和 最 早出 现在 ) 之 前 的 什么 位 置 就 可 以 ， 假 设 那 个 位 置 是 i 位 
置 ， 那 么 arr[i+1..j] 就 是 在 i 位 置 结尾 的 相 加 和 小 于 或 等 于 k 的 最 长 子 数 
2 














N SAR TT EBB ERB KF Be FR MEL) RATE HIL 
可 以 按照 如 下 方法 生成 辅助 数组 helpArr。 





1. 冯 先 生成 arr 每 个 位 置 从 左 到 右 的 累加 和 数组 sumArr。 以 [1， 
2，-1，5，-2] 为 例 ， 生 成 的 sumArr=[0，1，3，2，7，5]。 注 意 ， 
sumArr 中 的 第 一 个 数 为 0， 表 示 当 没有 任何 一 个 数 时 的 累加 和 为 0。 


2. 生成 sumAr 的 左 侧 最 大 值 数 组 heljpArr，sumArr={0，1，3，2， 
7, 5) -> helpArr={0，1，3，3，7，7}。 为 什么 原来 的 sumArr 数 组 中 的 2 
和 5 变 为 3 和 7 呢 ? 因为 我 们 只 关心 大 于 或 等 于 某 一 个 值 的 蒜 加 和 最 早出 
现 的 位 置 ， 而 累加 和 3 出 现在 2 之 前 ， 并 且 大 于 或 等 于 3 必然 大 于 2。 所 
以 ， 当 然 要 保留 一 个 更 大 的 、 出 现 更 早 的 累加 和 。 





3.helpArr 是 sumArr 每 个 位 置 上 的 左 侧 最 大 值 数 组 ， 那 么 它 当然 是 有 
序 的 。 在 这 样 一 个 有 序 的 数组 中 ， 就 可 以 二 分 得 找 大 于 或 等 于 某 一 个 值 
的 累加 和 最 早出 现 的 位 置 。 例 如 ， 在 [0，1，3，3，7，7] 中 查找 大 于 或 
等 于 4 这 个 值 的 位 置 ， 就 是 第 一 个 7 的 位 置 。 





以 原 题 中 给 的 例子 来 说 明 整 个 计算 过 程 。 


arr = [3, -2, -4, 0, 6], k = -2。 


Larr=[3, -2, -4, 0, 6], Karri) £J1XZHsumarr=[0, 3, 
1，-3，-3，3]， 进 一 步 求 得 sumAr 的 左 侧 最 大 值 数 组 [0，3，3，3，3， 
3]. 


2. j =0 时 ，sum[0..0]=3， 所 以 在 helpArr 中 二 分 查找 大 于 或 等 于 3-k 
=3-(-2)=5 这 个 值 第 一 次 出 现 的 位 置 ， 结 果 是 没有 。 所 以 ， 可 知 以 位 置 0 
结尾 的 所 有 子 数组 累加 后 没有 小 于 或 等 于 K〈 即 -2) 的 。 





3. j =1 时 ，sum[0..1]=1， 所 以 在 helpArr 中 二 分 查找 大 于 或 等 于 1-k 
=1-(-2)=3 这 个 值 第 一 次 出 现 的 位 置 ， 在 helpArr 中 的 位 置 是 1， 对 应 的 arr 
中 的 位 置 是 0， 所 以 ，arr[1..1] 是 满足 条 件 的 最 长 数组 。 





4. j =2 时 ，sum[0..2]=-3， 所 以 在 helpArr 中 二 分 查找 大 于 或 等 于 -3-k 
=-3-(-2)=-1 这 个 值 第 一 次 出 现 的 位 置 ， 在 helpAr 中 的 位 置 是 0， 对 应 的 
arr 中 的 位 置 是 -1， 表 示 一 个 数 都 不 累加 的 情况 ， 所 以 arr[0..2] 是 满足 条 
件 的 最 长 数组 。 





5. j =3 时 ，sum[0..3]=-3， 所 以 在 helpArr 中 二 分 查找 大 于 或 等 于 -3-K 
=-3-(-2)=-1 这 个 值 第 一 次 出 现 的 位 置 ， 在 helpAr 中 的 位 置 是 0， 对 应 的 
arr 中 的 位 置 是 -1， 表 示 一 个 数 都 不 累加 的 情况 ， 所 以 arr[0..3] 是 满足 条 
件 的 最 长 数组 。 





6. j =4 时 ，sum[0..4]=3， 所 以 在 helpArr 中 二 分 查找 大 于 或 等 于 3-k 
=3-(-2)=5 这 个 值 第 一 次 出 现 的 位 置 ， 结 果 是 没有 有。 所以， 可知 以 位 置 4 
结尾 的 所 有 子 数组 累加 后 没有 小 于 或 等 于 K 〈 即 -2) Å. 








全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 maxLength 方 法 。 


public int maxLength(int[] arr, int k) { 


int[] h = new int[arr.length + 1]; 

int sum = 0; 

h[O] = sum; 

for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) I 
sum += arr[i]; 
h[i + 1] = Math.max(sum, h[i]); 

} 

sum = 0; 

int res = 0; 

int pre = 0; 

int len = 0; 

for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
sum += arr[i]; 
pre = getLessIndex(h, sum - k); 
len = pre == -1 ? 0 : i - pre + 1; 
res = Math.max(res, len); 


} 


return res; 


public int getLessIndex(int[] arr, int num) { 
int low = 0; 
int high = arr.length - 1; 
int mid = 0; 
int res = -1; 
while (low <= high) { 
mid = (low + high) / 2; 


if (arr[mid] >= num) { 
res = mid; 
high = mid - 1; 
} else { 


low = mid + 1; 


} 


return res; 


计算 数组 的 小 和 


LAH] 
数组 小 和 的 定义 如 下 : 


例如 ， 数 组 s=[1，3，5，2，4，6]， 在 s[0] 的 左边 小 于 或 等 于 s[0] 的 
数 的 和 为 0， 在 s[1] 的 左边 小 于 或 等 于 s[1] 的 数 的 和 为 1， 在 s[2] 的 左边 小 
于 或 等 于 s[2] 的 数 的 和 为 1+3=4， 在 s[3] 的 左边 小 于 或 等 于 s[3] 的 数 的 和 
为 1， 在 s[4] 的 左边 小 于 或 等 于 s[4] 的 数 的 和 为 1+3+2=6， 在 s[5] 的 左边 小 
于 或 等 于 s[5] 的 数 的 和 为 1+3+5+2+4=15， 所 以 s 的 小 和 为 
0+1+4+1+6+15=27. 


给 定 一 个 数组 s， 实 现 函 数 返 回 s 的 小 和 。 
DER] 

BE kkk 
【解答 】 


用 时 间 复 杂 度 为 O(N“ ) 的 方法 比较 简单 ， 按 照 题 目 例子 描述 的 求 小 
和 的 方法 求解 即 可 ， 本 书 不 再 详 述 。 下 面 介 绍 一 种 时 间 复 杂 度 为 DO (N 
logN )、 额 外 空间 复杂 上 度 为 O (N ) 的 方法 ， 这 是 一 种 在 归并 排序 的 过 程 
中 ， 利 用 组 间 在 进行 合并 时 产生 小 和 的 过 程 。 


1. 假设 左 组 为 II]， 右 组 为 中 ， 左 右 两 个 组 的 组 内 都 已 经 有 序 ， 现 
在 要 利用 外 排序 合并 成 一 个 大 组 ， 并 假设 当前 外 排序 是 1[ 订 与 中 ] 在 进行 








比较 。 


2. 如 果 ][]<=r[j]， 那 么 产生 小 和 。 假 设 从 r[j] 往 右 一 直到 r[] 结 束 ， 
元 了 系 的 个 数 为 m ， 那 么 产生 的 小 和 为 l[i]j*m。 


3. 如 果 1[ij>r[j]， 不 产生 任何 小 和 。 


4. 整个 归并 排序 的 过 程 该 怎么 进行 就 怎么 进行 ， 排 序 过 程 没 有 任 
何 变化 ， 只 是 利用 步骤 1 一 步骤 3， 也 就 是 在 组 间 合 并 的 过 程 中 累加 所 有 
产生 的 小 和 ， 总 共 的 累加 和 就 是 结 


还 是 以 题目 的 例子 来 说 明 计算 过 程 。 


1. 归并 排序 的 过 程 中 会 进行 拆 组 再 合并 的 过 程 。[1，3，5，2， 
4，6] 拆 分 成 左 组 [1，3，5] 和 右 组 [2，4，6]，[1，3，5] 再 拆 分 成 [1，3] 
和 [5]，[2，4，6] 再 拆 分 成 2，4] 和 [6]，[1，3] 再 拆 分 成 [和 [3]，[2，4] 
再 拆 分 成 [2] 和 [4]， 如 图 8-1 所 示 。 
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图 8-1 





2.[1] 与 [3] 合 并 。1 和 3 比较 ， 左 组 的 数 小 ， 石 组 从 3 开始 到 最 后 一 共 
只 有 1 个 数 ， 所 以 产生 小 和 为 1x1=1， 合 并 为 [1，3]。 


3.[1，3] 与 [5] 合 并 。1 和 5 比较 ， 左 组 的 数 小 ， 右 组 从 5 开始 到 最 后 一 
共 只 有 1 个 数 ， 所 以 产生 小 和 为 1x1=1。 同 理 ，3 和 5 比较 ， 产 生 小 和 为 
3x1=3， 合 并 为 [1，3，5]。 


4.[2] 与 [4] 合 并 。2 和 4 比较 ， 左 组 的 数 小 ， 右 组 从 4 开始 到 最 后 一 共 
只 有 1 个 数 ， 所 以 产生 小 和 为 2x1=2， 合 并 为 [2，4]。 


5.[2，4j] 与 [6] 合 并 。 与 步骤 3 同 理 ， 产 生 小 和 为 6， 合 并 为 [2，4， 
6]. 


6.[1，3，5] 与 [2，4，6] 合 并 。1 和 2 比较 ， 左 组 的 数 小 ， 右 组 从 2 开 
始 到 最 后 一 共有 3 个 数 ， 所 以 产生 小 和 为 1x3=3。3 和 2 比较 ， 右 组 的 数 
小 ， 不 产生 小 和 。3 和 4 比较 ， 左 组 的 数 小 ， 右 组 从 4 开始 到 最 后 一 共有 -2 
个 数 ， 所 以 产生 小 和 为 3x2=6。5 和 4 比较 ， 右 组 的 数 小 ， 不 产生 小 和 。5 
和 6 比较 ， 左 组 的 数 小 ， 右 组 从 6 开始 到 最 后 一 共有 1 个 数 ， 所 以 产生 小 
AAS, AHA, 2, 3, 4, 5, 6]. 


7. 归并 过 程 结 束 ， 总 的 小 和 为 1+1+3+2+6+3+6+5=27。 合 并 的 全 部 
过 程 如 图 8-2 所 示 。 







合并 ， 产 生 小 和 
=1x3+3x2+5=14 


合并 ， 产 生 合并 ， 产 生 
小 和 1+3=4 小 和 2+4=6 


GI @ 4) 


合并 ， 产 生 小 和 1 Re 
OE 


1+4+2+6+14=27 
图 8-2 
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生 小 和 2 








在 归并 排序 中 ， 尤 其 是 在 组 与 组 之 间 进 行 外 排序 合并 的 过 程 中 ， 按 
照 如 上 方式 把 小 和 一 点 一 点 地 “ 榨 ” 出 来 ， 最 后 收集 到 所 有 的 小 和 。 具 体 
过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getSmallSum 方 法 。 


public int getSmallSum(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 


) 


return func(arr, 0, arr.length - 1); 


public int func(int[] s, int 1, int r) I 


rs 


return 0; 
i; 
int mid = (l +r) / 2; 


return func(s, 1, mid) + func(s, mid + 1, r) + 


public int merge(int[] s, int left, int mid, int right) 
int[] h = new int[right - left + 1]; 
int hi = 0; 
int i = left; 
int j = mid + 1; 
int smallSum = 0; 
while (1 <= mid && j <= right) { 
if (s[i] <= s[j]) I 
smallSum += s[i] * (right - j + 
h[hit+] = s[i++]; 
} else { 
h[hi++] = s[j++]; 


} 

for (; (j < right + 1) || (i < mid + 1); j++, i 
h[hi++] = i > mid ? s[j] : s[i]; 

) 

for (int k = 0; k ! = h.length; k++) { 
s[left++] = h[k]; 

) 


return smallSum; 


自然 数 数组 的 排序 


LAH] 


给 定 一 个 长 度 为 N 的 整 型 数组 arr， 其 中 有 N 个 互 不 相等 的 自然 数 1 
~N ， 请 实现 arr 的 排序 ， 但 是 不 要 把 下 标 0~N -1 位 置 上 的 数 通 过 直接 
BUE AT EKN 。 








【要 求 】 
时 间 复 杂 上 度 为 O(N )， 人 额外 空间 复杂 度 为 O (1)。 
DER] 
E krr 
【解答 】 


ar 在 调整 之 后 应 该 是 下 标 从 0 到 N_ -1 的 位 置 上 依次 放 着 1~N > BP 


arrfindex|=index+1 . 
本 书 提供 两 种 实现 方法 ， 先 介绍 方法 一 : 
1. 从 左 到 右 裔 历 arr， 假 设 当前 遍历 到 i 位置。 


2. 如 果 arr[i==i+1， 说 明 当 前 的 位 置 不 需要 调整 ， 继 续 遍 历 下 一 个 
位 置 。 


3. 如 果 arr[i! =i+1， 说 明 此 时 i 位 置 的 数 arr[j 不 应 该 放 在 i 位 置 上 ， 


接 下 来 将 进行 跳 的 过 程 。 


举例 来 说 明 ， 比 如 [1，2，5，3，4]， 假 设 遍 历 到 位 置 2， 也 就 是 5 这 
个 数 。5 应 该 放 在 位 置 4 上 ， 所 以 把 5 放 过 去 ， 数 组 变 成 [1，2，5，3， 
5]。 同 时 ，4 这 个 数 是 被 5 蔡 下 来 的 数 ， 应 该 放 在 位 置 3， 所 以 把 4 放 过 
去 ， 数 组 变 成 [L，2，5，4，5]。 同 时 3 这 个 数 是 被 4 蔡 下 来 的 数 ， 应 该 放 
在 位 置 2， 所 以 把 3 放 过 去 ， 数 组 变 成 [L，2，3，4，5]。 当 跳 了 一 圈 回 到 
原 位置 后 ， 会 发 现 此 时 arr[==i+1， 继 续 遍 历 下 一 个 位 置 。 


方法 一 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 sort1 方 法 。 


public void sorti(int[] arr) { 
int tmp = 0; 
int next = 0; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
tmp = arrfil; 
while (arr[i] ! = i + 1) I 
next = arr[tmp - 1]; 
arr[tmp - 1] = tmp; 


tmp = next; 


} 
下 面 介绍 方法 二 : 
1. WB ar, CSA Bi 位 置 。 


2. 如 果 arr[i==i+1， 说 明 当 前 的 位 置 不 需要 调整 ， 继 续 遍 历 下 一 个 


位 置 。 


3. 如 果 arr[i! =i+1， 说 明 此 时 i 位 置 的 数 arr[j 不 应 该 放 在 i 位 置 上 ， 
接 下 来 将 在 i 位 置 进行 交换 过 程 。 


比如 [L，2，5，3，4]， 假 设 遍历 到 位 置 2， 也 就 是 5 这 个 数 。5 应 该 
放 在 位 置 4 上 ， 所 以 位 置 4 上 的 数 4 和 5 交换 ， 数 组 变 成 [1，2，4，3，5]。 
但 此 时 还 是 arr[2]! =3，4 这 个 数 应 该 放 在 位 置 3 上 ， 所 以 3 和 4 交换 ， 数 组 
变 成 [L，2，3，4，5]。 此 时 ar[2]==3， 遍 历 下 一 个 位 置 。 





方法 二 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 sort2 方 法 。 


public void sort2(int[] arr) { 
int tmp = 0; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
while (arr[i] ! = i + 1) I 
tmp = arr[arr[i] - 11; 
arr[arr[i] - 1] = arr[i]; 


arr[i] = tmp; 


Ay LB ty a å HA ET FR AE 
LE 


LAH] 


给 定 一 个 长 度 不 小 于 2 的 数组 arr， 实 现 一 个 函数 调整 arr， 要 么 让 所 
有 的 偶数 下 标 都 是 偶数 ， 要 么 让 所 有 的 奇数 下 标 都 是 奇数 。 





【要 求 】 


如 果 arr 的 长 度 为 N ， 函 数 要 求 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 
EXO (1). 


【 难度 】 
E kk kk 


【解答 】 








实现 方法 有 很 多 ， 本 书 介绍 一 种 易于 实现 的 方法 ， 步 又 如 下 : 





1. 设置 变量 even， 表 示 目 前 ar 最 左边 的 偶数 下 标 ， 初 始 时 


even=0. 
2. 设置 变量 odd， 表 示 目 前 arr 最 左边 的 奇数 下 标 ， 初 始 时 odd=1。 


3. 不 断 检查 arr 的 最 后 一 个 数 ， 即 arr[N-1]。 如 果 arr[N-1] 是 偶数 ， 
交换 arr[IN-1] 和 arr[feven]， 然 后 令 even=even+2。 如 果 arr[N-1] 是 奇数 ， 交 


换 arr[N-1] 和 arr[oddj]， 然 后 令 odd=odd+2。 继 续 重 复 步 又 3。 
4. 如 果 even 或 者 odd 大 于 或 等 于 N ， 过 程 停止 。 


举例 说 明 整 个 过 程 。 比 如 [1，8，3，2，4，6]， 当 前 最 后 一 个 数 记 
为 end=6，even=0，odd=1。 此 时 end=6 为 偶数 ， 所 以 6 和 arr[even=0] 交 
换 ， 数 组 变 成 [6，8，3，2，4，1]，even=even+2=2。 此 时 end=1 为 奇 
数 ， 所 以 1 和 arr[odd=1] 交 换 ， 数 组 变 成 [6，1，3，2，4，8]， 
odd=odd+2=3。 此 时 end=8 为 偶数 ， 所 以 8 和 arr[even=2] 交 换 ， 数 组 变 成 
[6，1，8，2，4，3]，even=even+2=4。 此 时 end=3 为 奇数 ， 所 以 3 和 
arr[odd=3] 交 换 ， 数 组 变 成 [6，1，8，3，4，2]，odd=odd+2=5。 此 时 
end=2 为 偶数 ， 所 以 2 和 arr[odd=4] 交 换 ， 数 组 变 成 [6，1，8，3，2，4]， 
even=even+2=6。 此 时 even 大 于 或 等 于 长 度 6， 说 明 偶数 下 标 已 经 都 是 偶 
数 ， 过 程 停止 。 








再 解释 得 直 白 一 点 ， 最 后 位 置 的 数 是 偶数 ， 就 问 偶数 下 标 发 送 ， 最 
后 位 置 的 数 是 奇数 ， 就 向 奇数 下 标 发 送 ， 如 果 侦 数 下 标 或 者 奇数 下 标 已 
经 无 法 再 向 右 移 动 ， 说 明 调整 结束 。 调 整 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 
的 modify 方 法 。 








public void modify(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length < 2) { 
return; 
) 
int even = 0; 
int odd = 1; 
int end = arr.length - 1; 


while (even <= end && odd <= end) { 


if ((arr[end] & 1) == 0) { 
swap(arr, end, even); 
even += 2; 

} else { 
swap(arr, end, odd); 


odd += 2; 


public void swap(int[] arr, int index1, int index2) 
int tmp = arr[index1]; 
arr[index1] = arr[index2]; 


arr[index2] = tmp; 


FE AI EE KN He 


LAH] 
给 定 一 个 数组 arr， 返 回 子 数组 的 最 大 累加 和 。 


例如 ，arr=[1，-2，3，5，-2，6，-1]， 所 有 的 子 数组 中 ，[3 
5，-2，6] 可 以 累加 出 最 大 的 和 12， 所 以 返回 12。 


如 果 arr 长 度 为 N ， 要 求 时 间 复 杂 度 为 O (CN )， 额 外 空间 复杂 上 度 为 O 
(1). 


【 难度 】 
T PEST 
【解答 】 


如 果 arr 中 没有 正 数 ， 产 生 的 最 大 累加 和 一 定 是 数组 中 的 最 大 值 。 








如 果 arr 中 有 正 数 ， 从 左 到 右 遍 历 arr， 用 变量 cur 记 录 每 一 步 的 累加 
和 ， 授 历 到 正 数 cur 增 加 ， 裔 历 到 负数 cur 减 少 。 当 cur<0 时 ， 说 明 囚 加 到 
当前 数 出 现 了 小 于 0 的 结果 ， 那 么 累加 的 这 一 部 分 肯定 不 能 作为 产生 最 
大 累加 和 的 子 数组 的 左边 部 分 ， 此 时 令 cur=0， 表 示 重 新 从 下 一 个 数 开 
始 累 加 。 当 cur>=0 时 ， 每 一 次 累加 都 可 能 是 最 大 的 囚 加 和 ， 所 以 ， 用 男 
外 一 个 变量 max 全 程 跟踪 记录 cur 出 现 的 最 大 值 即 可 。 


举例 来 说 明 一 下 ，arr=[1，-2，3，5，-2，6，-1]， 开 始 时 ，max= 极 
小 值 ，cur=0。 


遍历 到 1，cur=cur+1=1，max 更 新 成 1。 遍 历 到 -2，cur=cur-2=-1， 开 
始 出 现 负 的 累加 和 ， 所 以 ， 说 明 [1L，-2] 这 一 部 分 肯定 不 会 作为 产生 最 大 
累 加 和 的 子 数组 的 左边 部 分 ， 于 是 令 cur=0，max 不 变 。 遇 历 到 3， 
cur=cur+3=3, max TEX3. HANS, cur=cur+5=8, max HJT AX8. X 
历 到 -2，cur=cur-2=6， 虽 然 累 加 了 一 个 负数 ， 但 是 cur 依 然 大 于 0， 说 明 
累加 的 这 一 部 分 (也 束 是 [3，5，-2]) 仍 可 能 作为 最 大 累加 和 的 子 数 组 
的 左边 部 分 。max 不 更 新 。 遍 历 到 6，cur=cur+6=12，max 更 新 成 12。 通 
历 到 -1，cur=cur-1=11，max 不 更 新 。 最 后 返回 12。 解 释 得 再 直 日 一 点 ， 
cuUr 累 加 成 为 负数 就 清 零 重新 累加 ，max 记 录 cur 的 最 大 值 即 可 。 





求解 最 大 累加 和 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 maxSum 方 法 。 


public int maxSum(int[] arr) { 

if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 

} 

int max = Integer.MIN VALUE; 

int cur = 0; 

for (int i = 0; i! = arr.length; i++) { 
cur += arr[i]; 
max = Math.max(max, cur); 
cur = cur < 0 ? 0 : Cur; 

} 


return max; 


FREE HY Be DNT A] ei 


LAH] 





给 定 一 个 矩阵 matrix， 其 中 的 值 有 正 、 有 人 负 
大 累加 和 。 


例如 ， 和 矩阵 matrix 为 : 


-90 48 78 
64 -40 64 
-81 -7 66 


RE, BOR OMATT EPER: 


所 以 返回 累加 和 209。 


例如 ，matrix 为 : 


1 -1 1 
1 2 2 
1 -1 1 


RE, BOR OMATT EPER: 


、 有 0， 返 回 子 矩 阵 的 最 


22 
所 以 返回 累加 和 4。 
[EE] 
it kur 
【解答 】 


在 阅读 本 题 的 解释 之 前 ， 请 先 阅 读 上 一 道 题 “ 子 数组 的 最 大 累加 和 
问题 ”， 因 为 本 题 的 最 优 解 深度 利用 了 上 一 题 的 解法 。 首 先 来 看 这 样 一 
个 例子 ， 假 设 一 个 2 行 4 列 的 矩阵 如 下 : 





如 何 求 必须 含有 2 行 元 素 的 子 滤 阵 中 的 最 大 累加 和 ? 可 以 把 两 列 的 
元 素 累加 ， 然 后 得 到 累加 数组 [-1，7，-6，4]， 接 下 来 求 这 个 累加 数组 
MØKKA, RET. BEN. DATT TITT REE AN 
大 和 为 7， 且 这 个 子 和 矩阵 是 : 








3 
4 





也 就 是 说 ， 如 果 一 个 矩阵 一 共有 K 行 且 限定 必须 含有 K 行 元 素 的 情 
况 下 ， 我 们 只 要 把 矩阵 中 每 一 列 的 k 个 元 素 累 加 生成 一 个 累加 数组 ， 然 
后 求 出 这 个 数组 的 最 大 累加 和 ， 这 个 最 大 累加 和 就 是 必须 含有 K TT 
的 子 和 矩阵 中 的 最 大 累加 和 。 





请 读者 务必 理解 以 上 解释 ， 下 面 看 原 问 题 如 何 求解 。 为 了 方便 讲 
述 ， 我 们 用 题目 的 第 一 个 例子 来 展示 求解 过 程 ， 首 先 考虑 只 有 一 行 的 托 
阵 [-90，48，78]， 因 为 只 有 一 行 ， 所 以 办 加 数组 arr 就 是 [-90，48，78]， 
这 个 数组 的 最 大 累加 和 为 126。 








接 下 来 考虑 含有 两 行 的 矩阵 ; 


-90 48 78 
64 -40 64 


这 个 矩阵 的 累加 数组 就 是 在 上 一 步 的 累加 数组 [-90，48，78] 的 基础 
上 ， 依 次 在 每 个 位 置 上 加 上 和 矩阵 最 新 一 行 [64，-40，64] 的 结果 ， 即 
[-26，8，142]， 这 个 数组 的 最 大 累加 和 为 150。 








接 下 来 考虑 含有 三 行 的 矩阵 : 


-90 48 78 
64 -40 64 
-81 -7 66 


这 个 矩阵 的 累加 数组 就 是 在 上 一 步 累 加 数组 [-26，8，142] 的 基础 
上 ， 依 次 在 每 个 位 置 上 加 上 算 阵 最 新 一 行 [-81，-7，66] 的 结果 ， 即 
[-107，1，208]， 这 个 数组 的 最 大 累加 和 为 209。 











此 时 ， 必 须 从 窃 阵 的 第 一 行 元 素 开 始 ， 并 往 下 的 所 有 子 和 矩阵 已 经 得 
找 完毕 ， 接 下 来 从 矩阵 的 第 二 行 开 始 ， 继 续 这 样 的 过 程 ， 含 有 一 行 矩 
BE: 


64 -40 64 


因为 只 有 一 行 ， 所 以 累加 数组 就 是 [64，-40，64]， 这 个 数组 的 最 大 
累加 和 为 88。 


接 下 来 考虑 含有 两 行 的 矩阵 ; 


64 -40 64 
-81 -7 66 


XNE PE AR IN ETE LE 5 ANE [64, -40, 64H HAE 
E, PURER LS bn LEM BORT —47[-81, -7, 66JMÆR, Bl 
[-17，-47，130]， 这 个 数组 的 最 大 办 加 和 为 130。 








此 时 ， 必 须 从 窍 阵 的 第 二 行 元 素 开 始 ， 并 往 下 的 所 有 子 矩 阵 已 经 得 
找 完毕 ， 接 下 来 从 矩阵 的 第 三 行 开 始 ， 继 续 这 样 的 过 程 ， 含 有 一 行 矩 
BE: 


-81 -7 66 


MARNE — 47, MURIM ELB1, -7, 661, IX AH BIER 
累加 和 为 66。 


全 部 过 程 结 束 ， 所 有 的 子 和 矩阵 都 已 经 考虑 到 了 ， 结 果 为 以 上 所 有 最 
大 累加 和 中 最 大 的 209。 


整个 过 程 最 关键 的 地 方 有 两 处 : 


e 用 求 累加 数组 的 最 大 累加 和 的 方式 得 到 每 一 步 的 最 大 子 矩 阵 的 
RIM. 


e 每 一 步 的 累加 数组 可 以 利用 前 一 步 求 出 的 累加 数组 很 方便 地 更 


新 得 到 。 


如 果 和 矩阵 大 小 为 N XN 的 ， 以 上 全 部 过 程 的 时 间 复 和 杂 度 为 O (N 3 )， 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 maxSum 方 法 。 


public int maxSum(int[][] m) { 


if (m == null || m.length == 
return 0; 

} 

int max = Integer.MIN VALUE; 


int cur = 0; 


int[] s = null; // 累加 数组 
for (int i = 0; i! = m.leng 
s = new int[m[0].len 
for (int j = i; j ! 
cur = 0; 
for (int k = 
s[k] 
cur 
max 
cur 
} 
} 
} 


return max; 


© || m[O].length = 


th; i++) { 
gth]; 
= m.length; j++) { 


0; k ! = s.length; 
+= m[j][k]; 
+= s[k]; 


= Math.max(max, cur 


= cur < 0 ? 0 : cur 


在 数组 中 找到 一 个 局 部 最 小 的 位 置 


LAH] 


定义 局 部 最 小 的 概念 。arr 长 度 为 1 时 ，arr[0] 是 局 部 最 小 。arr 的 长 度 
AN (N >1) 时 ， 如 果 arr[0]<ar[1]， 那 么 ar[0] 是 局 部 最 小 ， 如 果 arr[N-1] 
<arr[IN-2]， 那 么 arr[N-1] 是 局 部 最 小 ; 如 果 0<i <N -1， 既 有 arr[i]<arr[i- 
1I]， 又 有 arr[ij<arr[i+1， 那 么 arr[ 是 局 部 最 小 。 


给 定 无 序数 组 arr， 已 知 arr 中 任意 两 个 相 邻 的 数 都 不 相等 。 写 一 个 
函数 ， 只 需 返 回 arr 中 任意 一 个 局 部 最 小 出 现 的 位 置 即 可 。 








【 难度 】 
BR kkk 
【解答 】 


本 题 可 以 利用 二 分 查找 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (logN )、 额 外 空间 复杂 
度 为 O (1)， 步 又 如 下 : 








1 如果 arr 为 空 或 者 长 度 为 0， 返 回 -1 表 示 不 存在 局 部 最 小 。 


2. 如 果 arr 长 度 为 1 或 者 arr[0]<arr[1]， 说 明 arr[0] 是 局 部 最 小 ， 返 回 


3. 如 果 arr[N-1]<arr[N-2]， 说 明 arr[N-1] 是 局 部 最 小 ， 返 回 N-1。 


4. 如 果 arr 长 度 大 于 2 且 arr 的 左右 两 头 都 不 是 局 部 最 小 ， 则 令 


left=1，right=N-2， 然 后 进入 步 又 5 做 二 分 但 找 。 
5. 令 mid=deft+righb/2， 然 后 进行 如 下 判断 ; 


1) 如 果 arr[mid]>arrfmid-1]， 可 知 在 arr[left..mid-1] 上 肯定 存在 局 部 
最 小 ， 令 right=mid-1， 重 复 步 又 5。 


2) 如 果 不 满足 D)， 但 arr[mid]>arr[mid+1l]， 可 知 在 arr[mid+1..right] 
上 肯定 存在 局 部 最 小 ， 令 left=mid+1， 重 复 步 又 5。 








3) 如 果 既 不 满足 1)， 也 不 满足 2)， 那 么 arr[mid] 就 是 局 部 最 小 ， 直 
接 返 回 mid。 


6. 步 又 5 一 直 进 行 二 分 查找 ， 直 到 left==right 时 停 上 上 ， 返 回 left 即 


如 此 可 见 ， 二 分 查找 并 不 是 数组 有 序 时 才能 使 用 ， 只 要 你 能 确定 二 
分 两 侧 的 某 一 侧 表 定 存在 你 要 找 的 内 容 ， 就 可 以 使 用 二 分 查找 。 具 体 过 
程 请 参看 如 下 的 getLessIndex 方 法 。 


public int getLessIndex(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return -1; // 不 存在 


if (arr.length == 1 || arr[0] < arr[1]) I 


return 0; 


if (arr[arr.length - 1] < arr[arr.length - 2]) 


return arr.length - 1; 


) 
int left = 1; 
int right = arr.length - 2; 
int mid = 0; 
while (left < right) { 
mid = (left + right) / 2; 
if (arr[mid] > arr[mid - 1]) { 
right = mid - 1; 
) else if (arr[mid] > arr[mid + 1]) I 
left = mid + 1; 
} else { 


return mid; 


} 


return left; 


数组 中 子 数组 的 最 大 累 乘 积 


LAH] 





给 定 一 个 double 类 型 的 数组 arr， 其 中 的 元 素 可 正 、 可 负 、 可 0， 返 
回 子 数组 累 乘 的 最 大 乘积 。 例 如 ，arr=[-2.5，4，0，3，0.5，8，-1]， 子 
数组 [3，0.5，8] 囚 和 乘 可 以 获得 最 大 的 乘积 122， 所 以 返回 12。 


【 难度 】 
HO kkk 
【解答 1 


本 题 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (N )、 人 额外 空间 复杂 度 为 O (1)。 所 有 
的 子 数组 都 会 以 某 一 个 位 置 结束 ， 所 以 ， 如 有 果 求 出 以 每 一 个 位 置 结尾 的 
子 数 组 最 大 的 累 乘 积 ， 在 这 么 多 最 大 累 乘 积 中 最 大 的 那个 就 是 最 终 的 结 
果 。 也 就 是 说 ， 结 果 =Maxt{ 以 arr[0] 结 尾 的 所 有 子 数组 的 最 大 累 乘 积 ， 以 
arr[1] 结 尾 的 所 有 子 数 组 的 最 大 累 乘 积 ....….. 以 arr[arr.length-1] 结 尾 的 所 有 
子 数 组 的 最 大 累 乘 积 }。 





如 何 快 速 求 出 所 有 以 i 位置 结尾 (arr[i 让 的 子 数组 的 最 大 乘积 呢 ? 假 
设 以 arr[i-1] 结 尾 的 最 小 累 乘 积 为 min， 以 arr[i-1] 结 尾 的 最 大 累 乘 积 大 
max. 那么 ， 以 arr[i] 结 尾 的 最 大 囚 乘 积 只 有 以 下 三 种 可 能 : 














e 可 能 是 max*arr[i]。max 既 然 表 示 以 arr[i-1] 结 尾 的 最 大 囚 乘 积 ， 
那么 当然 有 可 能 以 arr[] 结 尾 的 最 大 累 乘 积 是 max*xarr[i。 例 





如 ，[3，4，5] 在 算 到 5 的 时 候 。 


e 可 能 是 min*arr[i]。min 既 然 表 示 以 arr[i-1] 结 尾 的 最 小 累 乘 积 ， 当 
然 有 可 能 min 是 负数 ， 而 如 果 arr[i 也 是 负数 ， 两 个 负数 相 乘 的 
结果 也 可 能 很 大 。 例 如 ，[-2，3，-4] 在 算 到 -4 的 时 候 。 





e 可 能 仅 是 arr[i] 的 值 。 以 arr[i] 结 尾 的 最 大 黑 乘 积 并 不 一 定 非 要 包 
含 ar[ 让 之 前 的 数 。 例 如 ，[0.1，0.1，100] 在 算 到 100 的 时 候 。 





这 三 种 可 能 的 值 中 最 大 的 那个 就 作为 以 i 位 置 结尾 的 最 大 索 乘 积 ， 
最 小 的 作为 最 小 罕 乘 积 ， 然 后 继续 计算 以 i +1 位 置 结 尾 的 时 候 ， 如 此 重 
复 ， 直 到 计算 结束 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 maxProduct 方 法 。 


public double maxProduct(double[] arr) { 

if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 

) 

double max = arr[0]; 

double min = arr[0]; 

double res = arr[0]; 

double maxEnd = 0; 

double minEnd = 0; 

for (int i = 1; i < arr.length; ++i) { 
maxEnd = max * arr[il; 
minEnd = min * arr[i]; 


max = Math.max(Math.max(maxEnd, minEnd) 


3 
B. 
=) 
Il 


Math.min(Math.min(maxEnd, minEnd) 


res Math.max(res, max); 


} 


return res; 


FT ENN 个 数组 整体 最 大 的 Top K 


LAH] 


AN 个 长 度 不 一 的 数组 ， 所 有 的 数组 都 是 有 序 的 ， 请 从 大 到 小 打印 
这 NN 个 数组 整体 最 大 的 前 K 个 数 。 


例如 ， 输 入 含有 N 行 元素 的 二 维 数 组 可 以 代表 NN 个 一 维 数组 。 


219, 405, 538, 845, 971 
148, 558 
52,99, 348, 691 


再 输入 整数 k =5， 则 打印 : 
Top 5: 971, 845, 691, 558, 538 
【要 求 】 
1. 如 果 所 有 数组 的 元 素 个 数 小 于 K ， 则 从 大 到 小 打印 所 有 的 数 。 
2. SEIN [a] ZAR) NO (K logN )。 
【难度 】 
nt wk 


【解答 】 


本 题 的 解法 是 利用 堆 结 构 和 扒 排 序 的 过 程 完成 的 ， 有 具体 过 程 如 下 : 


1. 构建 一 个 大 小 为 N ”的 大 根 堆 heap， 建 堆 的 过 程 就 是 把 每 一 个 数 
组 中 的 最 后 一 个 值 ， 也 就 是 该 数组 的 最 大 值 ， 依 次 加 入 到 推 里 ， 这 个 过 
程 是 建 堆 时 的 调整 过 程 (heapInsert)。 








2. 建 好 堆 之 后 ， 此 时 heap 堆 顶 的 元 系 是 所 有 数组 的 最 大 值 中 最 大 
的 那个 ， 打 印 堆 顶 元 素 。 


3. 假设 堆 顶 元 素来 自 a 数 组 的 i 位置。 那么 接 下 来 就 把 堆 顶 的 前 一 
个 数 “ 即 afi-1H) 放 在 heap 的 头 部 ， 也 就 是 用 a[i-1] 蔡 换 原 本 的 堆 项 ， 然 
后 从 堆 的 头 部 开始 调整 堆 ， 使 其 重新 变 为 大 根 堆 〈heapify 过 程 ) 。 


4. 这 样 每 次 都 可 以 得 到 一 个 堆 顶 元 素 max， 在 打印 完成 后 都 经 历 
步 又 3 的 调整 过 程 。 整 体 打印 k 次 ， 束 是 从 大 到 小 全 部 的 Top K 。 


5. 在 重复 步骤 3 的 过 程 中 ， 如 果 max 来 自 的 那个 数组 〈 仍 假设 是 a 数 
组 ) 已 经 没有 元 素 。 也 就 是 说 ，max 已 经 是 af[0]， 再 往 左 没有 数 了 。 那 
么 就 把 heap 中 最 后 一 个 元 素 放 在 heap 头 部 的 位 置 ， 然 后 把 heap 的 大 小 减 
1 CheapSize-1) ， 最 后 依然 是 从 堆 的 头 部 开始 调整 堆 ， 使 其 重新 变 为 大 
根 堆 〈( 堆 大 小 减 1 之 后 的 heapify 过 程 〉。 








6. 直到 打印 了 K 个 数 ， 过 程 结 束 。 


为 了 知道 每 一 次 的 max 来 和 目 什么 数组 的 什么 位 置 ， 放 在 堆 里 的 元 素 
是 如 下 的 HeapNode 类 : 
public class HeapNode { 


public int value; // 值 是 什么 
public int arrNum; // 来 自 哪 个 数组 


public int index; // 来 自 数组 的 哪个 位 置 

public HeapNode(int value, int arrNum, int inde 
this.value = value; 
this.arrNum = arrNum; 


this.index = index; 


Ñ 


整个 打印 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printTopK 方 法 。 


public void printTopK(int[][] matrix, int topk) { 
int heapSize = matrix.length; 
HeapNode[] heap = new HeapNode[heapSize]; 
for (int i = 0; i ! = heapSize; i++) { 
int index = matrix[i].length - 1; 
heap[i] = new HeapNode(matrix[i] [index] 


heapInsert(heap, i); 


} 
System.out.println("TOP " + topK +": "); 
for (int i = 0; i ! = topK; i++) { 


if (heapSize == 0) { 

break; 
) 
System.out.print(heap[O].value + " "); 
if (heap[0].index ! = 0) I 

heap[0] .value = matrix[heap[0]. 
} else { 


public v 


public v 


swap(heap, 0, --heapSize); 


) 
heapify(heap, 0, heapSize); 
) 
oid heapInsert(HeapNode[] heap, int index) { 


while (index ! = 0) { 
int parent = (index - 1) / 2; 
if (heap[parent].value < heap[index].va 
swap(heap, parent, index); 
index = parent; 
} else { 


break; 


oid heapify(HeapNode[] heap, int index, int hea 
int left = index * 2 + 1; 
int right = index * 2 + 2; 
int largest = index; 
while (left < heapSize) { 
if (heap[left].value > heap[index].value) { 
largest = left; 


} 
if (right < heapSize && heap[right].value > 


largest = right; 


} 
if (largest ! = index) { 
swap(heap, largest, index); 
} else { 
break; 
} 


index = largest; 
left = index * 2 + 1; 


right = index * 2 + 2; 


public void swap(HeapNode[] heap, int index1, int index 
HeapNode tmp = heap[index1]; 
heap[index1] = heap[index2]; 


heap[index2] = tmp; 


边界 部 是 1 的 最 大 正方 形 大 小 


LAH] 


给 定 一 个 N x 的 矩阵 matrix， 在 这 个 矩阵 中 ， 只 有 0 和 1 两 种 值 ， 返 
回 边框 全 是 1 的 最 大 正方 形 的 边 长 长 度 。 


例如 : 


© © © © © 
=e BE BE B B 
© H © © k 
HK e © © 上 
HKH BP RB B B 


其 中 ， 边 框 全 是 1 的 最 大 正方 形 的 大 小 为 4x4， 所 以 返回 4。 
【难度 】 

hh kn 
【解答 】 

先 介绍 一 个 比较 容易 理解 的 解法 : 

1. 矩阵 中 一 共有 N xN AME. O(N?) 


2. 对 每 一 个 位 置 都 看 是 否 可 以 成 为 边 长 为 N 一 1 的 正方 形 左上 角 。 





比如 ， 对 于 (0，0) 位 置 ， 依 次 检查 是 否 是 边 长 为 5 的 正方 形 左 上 角 ， 然 后 
检查 边 长 为 4、3 等 。O (N) 


3. 如 何 检 查 一 个 位 置 是 否 可 以 成 为 边 长 为 N 的 正方 形 的 左上 角 
We? 壳 历 这 个 边 长 为 N 的 正方 形 边 界 看 是 否 只 由 1 构成 ， 也 束 是 走 过 4 个 
边 的 长 度 (4N )。O (N) 





所 以 普通 方法 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(N ? )xO (N )xO (N )=O (N4). 


本 书 提 供 的 方法 的 时 间 复 杂 度 为 O (W3 )， 基 本 过 程 也 是 如 上 三 个 步 
又 。 但 是 对 于 步骤 3， 可 以 把 时 间 复 杂 度 由 O (N ) 降 为 O (1). HH, 
就 是 能 够 在 O (1) 的 时 间 内 检查 一 个 位 置 假设 为 (i ，j )， 是 否 可 以 作为 边 
长 为 a(1<=a<=N) 的 边界 全 是 1 的 正方 形 左 上 角 。 关 键 是 使 用 预 处 理 技 
巧 ， 这 也 是 面试 经 常 使 用 的 技巧 之 一 ， 下 面 介 绍 得 到 预 处 理 和 矩阵 的 过 


程 。 


1， 预 处 理 过 程 是 根据 矩阵 matrix 得 到 两 个 是 阵 right 和 down。right[j] 
中 的 值 表 示 从 位 置 (i > j ) 出 发 向 右 ， 有 多 少 个 连续 的 1。down[il[j] 的 值 
表示 从 位 置 (i ，j ) 出 发 向 下 有 多 少 个 连续 的 1。 





2.right 和 down 和 矩阵 如 何 计 算 ? 


1) MEREKA FAN -1, n -1) 位 置 开 始 计算 ， 如 果 matrix[n-1][n- 
1]==1， 那 么 ，right[n-1][n-1]=1 且 down[n-1][n-1]=1， 和 否则 都 等 于 0。 


2) 从 右 下 角 开 始 往 上 计算 ， 即 在 matrix 最 后 一 列 上 计算 ， 位 置 就 表 
AAGE > n -1D)。 对 right 和 矩阵 来 说 ， 最 后 一 列 的 右边 没有 内 容 ， 所 以 ， 如 
果 matrix[i][n-1]==1， 则 令 right[i][n-1]=1， 人 否则 为 0。 对 down 和 矩阵 来 说 ， 
如 果 matrix[i][n-1]==1， 因 为 down[i+1][n-1] 表 示 包 括 位 置 (i +1, n -1) 在 


内 并 往 下 有 多 少 个 连续 的 1， 所 以 ， 如 果 位 置 (i > n -DÆL MA, > 
downlil[n-1]-downli+1][n-1]+1; 如 果 matrix[i][n-1]==0， 则 令 down[i][n- 
1]=0。 


3) 从 石 下 角 开 始 往 左 计算 ， 即 在 matrix 最 后 一 行 上 计算 位置 可 以 
表示 为 (n -1，j )。 对 right 算 阵 来 说 ， 如 果 matrix[n-1][j]==1， 因 为 right[n- 
1]0j+1] 表 示 包 括 位 置 (n -1，j +1) 在 内 右边 有 多 少 个 连续 的 1。 所 以 ， 如 果 
位 置 (n -1，j ) 是 1， 则 令 right[n-1][j]==right[n-1][j+1]+1; 如 果 matrix[n-1] 
中 ==0， 则 令 right[n-1][j]==0。 对 down 和 矩阵 来 说 ， 最 后 一 列 的 下 边 没有 
内 容 ， 所 以 ， 如 果 matrix[n-1][j]==1， 令 down[n-1][j]=1， 人 否则 为 0。 








4) 计算 完 步 骤 1) 一 步骤 3) 之 后 ， 剩 下 的 位 置 都 是 既 有 右 ， 也 有 
下 ， EERE j): 


tu Rmatrix[i][j]==1> Nrightlilfj]-=rightlillj+1]+1> downli] 
[j]=down[i+1][j]+1. 


如 果 matrix[i][j]==0， 则 令 right[i][j]==0，down[i][j]==0。 
预 处 理 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 setBorderMap 方 法 。 


得 到 right 和 down 和 矩阵 后 ， 如 何 加 速 检 查 过 程 呢 ? 比如 现在 想 检 查 一 
个 位 置 ， 假 设 为 (i > j )。 是 否 可 以 作为 边 长 为 a(1<=a<=N) 的 边界 全 为 1 
的 正方 形 左上 角 。 


1) 位 置 (i > j ”) 的 右边 和 下 边 连续 为 1 的 数量 必须 都 大 于 或 等 于 
a(right[i][j]>=a&&down[i][j]>=a)， 人 否则 说 明 上 边界 和 左边 界 的 1 不 够 。 





2) MEAG, ) 向 右 跳 到 位 置 (i ，j +a -1)， 这 个 位 置 是 正方 形 的 右上 
角 ， 那 么 这 个 位 置 的 下 边 连续 为 1 的 数量 也 必须 大 于 或 等 于 a(down[i] 


[j+a-1]>=a), AU 2 FAI. 





3) MEG: JU POSE +a -1，j )， 这 个 位 置 是 正方 形 的 左下 
角 ， 那 么 这 个 位 置 的 右边 连续 为 1 的 数量 也 必须 大 于 或 等 于 a(right[i+a-1] 
上 j]>=a)， 侍 则 说 明 下 边界 的 1 不 够 。 


以 上 三 个 条 件 都 满足 时 ， 就 说 明 位 置 (i ，j ) 符 合 要 求 ， 利 用 right 和 和 
down 和 矩阵 之 后 ， 加 速 的 过 程 很 明显 ， 不 需要 遍历 边 长 上 的 所 有 值 了 ， 
RAT AEA. 





全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getMaxSize 方 法 。 


public void setBorderMap(int[][] m, int[][] right, int! 
int r = m.length; 
int c = m[0].length; 
if (m[r - 1][c - 1] == 1) I 
right[r - 1][c - 1] = 1; 
down[r - 1][c - 1] = 1; 


} 
for (int i =r - 2; i! = -1; i--) I 
if (m[i][c - 1] == 1) { 
right[i][c - 1] = 1; 
down[i][c - 1] = down[i + 1][c 
} 
} 
for (int i =c - 2; i! = -1; i--) I 


if mr - 1][i] == 1) { 
right[r - 1][ = right[r - 1][ 


down[r - 1][i] = 1; 


} 
3 
for (int i=r- 2; i! = -1; i--) { 
for (int j =c - 2; j ! = -1; j--) I 
if (m[i][j] == 1) € 
right[i][j] = right[i][ 
down[i][j] = down[i + 1 
} 
} 
) 


public int getMaxSize(int[][] m) I 
int[][] right = new int[m.length][m[0].length]; 
int[][] down = new int[m.length][m[0].length]; 
setBorderMap(m, right, down); 
for (int size = Math.min(m.length, m[0].length) 
if (hasSizeOfBorder(size, right, down) ) 


return size; 


} 


return 0; 


public boolean hasSizeOfBorder(int size, int[][] right, 


for (int i = 0; i ! = right.length - size + 1; 


for (int j = 0; j ! = right[0].length - 
if (right[i][j] >= size && down 

&& right[i + si 

&& down[i][j + 


return true; 


} 


return false; 


NOE ML BE FJÆRA 


LAH] 
PE SER A arr, XI ER A ie ETEN RTR. 


例如 ，arr=[2，3，1，4]， 返 回 [12，8，24，6]， 即 除 自己 外 ， 其 他 
位 置 上 的 累 乘 。 


【要 求 】 

1. 时 间 复 杂 度 为 O CN )。 

2， 除 需要 返回 的 结 末 数组 外 ， 额 外 衬 间 复 洒 度 为 O (1). 
【 进 阶 题目 了 】 

对 时 间 和 和 衬 间 复 杂 上 度 的 要 求 不 变 ， 而 且 不 可 以 使 用 除法 。 
【难度 】 

E K 
【解答 】 


先 介 绍 可 以 使 用 除法 的 实现 ， 结 果 数 组 记 为 res， 所 有 数 的 乘积 记 为 
all。 如 采 数 组 中 不 售 0， 则 设置 res[ij=allyarr[il(0<=i<m 即 可 。 如 采 数 组 中 
有 1 个 0， 对 唯一 的 arr[==0 的 位 置 令 res[i=al， 其 他 位 置 上 的 值 都 是 0 即 
可 。 如 果 数 组 中 0 的 数量 大 于 1， 那 么 res 所 有 位 置 上 的 值 都 是 0。 有 具体 过 





程 请 参看 如 下 代码 中 的 product1 方 法 。 


public int[] producti(int[] arr) { 

if (arr == null || arr.length < 2) I 
return null; 

} 

int count = 0; 

int all = 1; 

for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
if (arr[i] ! = 0) { 

all *= arrfil; 

} else { 


count++; 


} 


int[] res = new int[arr.length]; 
if (count == 0) { 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) 


res[i] = all / arrfil; 


} 
if (count == 1) { 
for (int i = 0; i! = arr.length; i++) 
if (arr[i] == 0) { 


res[i] = all; 


} 


return res; 


} 
不 能 使 用 除法 的 情况 下 ， 可 以 用 以 下 方法 实现 进 阶 问题 : 


1. 生成 两 个 长 度 和 arr 一 样 的 新 数组 Ir[] 和 Hl[]。1[] 表 示 从 左 到 右 的 
Aye CErfi]=arr[0..i]) WAH. HRS MESEN RÆ CGPrlfi]=arrfi..N- 
1) MA. 


2. 一 个 位 置 上 除去 自己 值 的 累 乘 ， 就 是 自己 左边 的 累 乘 再 乘 以 自 
己 右 边 的 累 乘 ， 即 res[ 计 =lr[i-1]*rl[i+1]。 


3. 最 左 的 位 置 和 最 右 位 置 的 系 乘 比较 特殊 ， 即 res[0]=nlf[1]，res[N- 
1]=Ir[N-2]. 


以 上 思路 虽然 可 以 得 到 结果 res， 但 是 除 res 之 外 ， 又 使 用 了 两 个 额 
外 数组 ， 怎 么 省 抒 这 两 个 额外 数组 呢 ? 可 以 通过 res 数 组 复 用 的 方式 。 也 
就 是 说 ， 先 把 res 数 组 作为 辅助 计算 的 数组 ， 然 后 把 res 调 整 成 结果 数组 
返回 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 product2 方 法 。 


public static int[] product2(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length < 2) { 
return null; 
) 
int[] res = new int[arr.length]; 
res[0] = arr[0]; 
for (int i = 1; i < arr.length; i++) { 


res[i] = res[i - 1] * arrfil; 


) 

int tmp = 1; 

for (int i = arr.length - 1; i > 0; i--) I 
res[i] = res[i - 1] * tmp; 
tmp *= arr[i]; 

} 

res[0] = tmp; 


return res; 


数组 的 partition 调 整 


【题目 了 
给 定 一 个 有 序数 组 arr， 调 整 arr 使 得 这 个 数组 的 左 半 部 分 没有 重复 
元 素 且 升序 ， nn FF. 








MÅ, arr=[1, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 5, 6, 6, 7, 7, 8, 8, 8, 
91, 调整 之 后 arr=[1， 25 3, 4, 5; 6, Ta 8, 9, ak 


【补充 题目 了 】 

给 定 一 个 数组 arr， 其 中 只 可 能 含有 0、1、2 三 个 值 ， 请 实现 arr 的 排 
序 。 

男 一 种 问 法 为 : 有 一 个 数组 ， 其 中 只 有 红 球 、 痪 球 和 黄 球 ， 请 实现 
红 球 全 放 在 数组 的 左边 ， 蓝 球 放 在 中 间 ， 黄 球 放 在 右边 。 


另 一 种 问 法 为 : 有 一 个 数组 ， 再 给 定 一 个 值 K ， 请 实现 比 k 小 的 数 
都 放 在 数组 的 左边 ， 等 于 k 的 数 都 放 在 数组 的 中 间 ， 比 K 大 的 数 都 放 在 数 
组 的 右边 。 


【要求 】 
1. 所 有 题目 实现 的 时 间 复 杂 度 为 O (CN ). 
2. 所 有 题目 实现 的 额外 空间 复杂 度 为 O (1)。 


【 难度 】 


E KKK 
【解答 】 


先 来 介绍 原 问题 的 解法 : 








1. 生成 变量 u > 含义 是 在 arr[0..u] 上 都 是 无 重复 元 素 且 升序 的 。 也 
就 是 说 ，u 是 这 个 区 域 最 后 的 位 置 ， 初 始 时 u =0， 这 个 区 域 记 为 A。 


2. 生成 变量 i ， 利 用 i 做 从 左 到 右 的 裔 历 ， 在 arfu+1..] 上 是 不 保证 
没有 重复 元 素 且 升序 的 区 域 ，i 是 这 个 区 域 最 后 的 位 置 ， 初 始 时 i =1， 这 
个 区 域 记 为 B。 








3. i ABA ++)。 因 为 数组 整体 有 序 ， 所 以 如 果 arr[i]! =arr[u]， 
说 明 当 前 数 arr 和 应 该 加 入 到 A 区 域 里 ， 所 以 交换 arrfu+1] 和 arr[ 计 ， 此 时 A 
的 区 域 增加 一 个 数 (u ++); 如 果 arr[i]==arrfu]， 说 明 当 前 数 arr[ 让 的 值 之 前 
已经 加 入 到 A 区 域 ， 此 时 不 用 再 加 入 。 


4. 重复 步骤 3， 直 到 所 有 的 数 过 历 完 。 
具体 请 参看 如 下 代码 中 的 leftUnique 方 法 。 


public void leftUnique(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length < 2) { 
return; 
} 
int u = 0; 
int i = 1; 
while (i ! = arr.length) { 


if (arr[i++] ! = arr[u]) { 


swap(arr, ++u, i - 1); 


} 
再 来 介绍 补充 问题 的 解法 : 


1. 生成 变量 left， 含 义 是 在 arr[0..left] (AK) 上 都 是 0，left 是 这 个 
区 域 当前 最 右 的 位 置 ， 初 始 时 left 为 -1。 





2. 生成 变量 index， 利 用 这 个 变量 做 从 左 到 右 的 裔 历 ， 含 义 是 在 
arr[left+1..index] (FX) 上 都 是 1，index 是 这 个 区 域 的 当前 最 右 位 置 ， 
初始 时 index 为 0。 


3. 生成 变量 right， 含 义 是 在 arr[right..N-1] (Ak) 上 都 是 2，right 
是 这 个 区 域 的 当前 最 左 位 置 ， 初 始 时 right 为 N。 


4.index 表 示 允 有 历 到 arr 的 一 个 位 置 : 


1) 如 果 arr[index]==1， 这 个 值 应 该 直接 加 入 到 中 区 ，index++ 之 后 
重复 步骤 4。 


2) 如 果 arr[index]==0， 这 个 值 应 该 加 入 到 左 区 ，arr[left+1] 是 中 区 
最 左 的 位 置 ， 所 以 把 arr[index] 和 arr[left+1] 交 换 之 后 ， 左 区 束 扩 大 了 ， 
index++ 之 后 重复 步骤 4。 


3) 如 末 arr[index]==2， 这 个 值 应 该 加 入 到 右 区 ，arr[right-1] 是 右 区 
最 左边 的 数 的 左边 ， 但 也 不 属于 中 区 ， 总 之 ， 在 中 区 和 右 区 的 中 间 部 
分 。 把 arr[index] 和 arr[right-1] 交 换 之 后 ， 右 区 就 向 左 扩 大 了 (right--)， 但 
征 此 时 arr[index] 上 的 值 未 知 ， 所 以 index 不 变 ， 重 复 步 又 4。 








5. 当 index==right 时 ， 说 明 中 区 和 右 区 成 功 对 接 ， 三 个 区 域 都 划分 
好 后 ， 过 程 停止 。 


遍历 中 的 每 一 步 ， 要 么 index 增 加 ， 要 么 right 减 少 ， 如 果 
index==right， 过 程 就 停止 ， 所 以 时 间 复 杂 度 就 是 O (N )， 有 具体 过 程 请 参 
看 如 下 代码 中 的 sort 方 法 。 





public void sort(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length < 2) { 
return; 
) 
int left = -1; 
int index = 0; 
int right = arr.length; 
while (index < right) { 
if (arr[index] == 0) { 
swap(arr, ++left, index++); 
} else if (arr[index] == 2) { 
Swap(arr, index, --right); 
} else { 


index++; 


求 最 短 通 路 值 


LAH] 


HPE FB Be matriks KS — NM MRAR, OCEZCER, 
一 个 位 置 只 要 不 越界 ， 都 有 上 下 左右 4 个 方向 ， 求 从 最 左上 角 到 最 右 下 
角 的 最 短 通 路 值 。 





例如 ，matrix 为 : 


© E B B 
© H © © 
© E B B 
© © © 上 
e e RB RB 


通路 只 有 一 条 ， 由 12 个 1 构成 ， 所 以 返回 12。 
DER] 

hh kk 
【解答 】 


使 用 宽度 优先 遇 历 即 可 ， 如 果 和 矩阵 大 小 为 N xM ， 本 文 提供 的 方法 
的 时 间 复 杂 度 为 O(N xM )， 有 具体 过 程 如 下 : 


1. 开始 时 生成 map 和 矩阵 ，map[[j] 的 含义 是 从 (0，0) 位 置 走 到 (if > j 
) 位 置 最 短 的 路 径 值 。 然 后 将 左上 角 位 置 (0，0) 的 行 坐 标 与 列 坐 标 放 入 行 





队列 rQ， 和 列队 列 cQ。 


2. 不 断 从 队列 弹出 一 个 位 置 (rx ，c )， 然 后 看 这 个 位 置 的 上 下 左右 
四 个 位 置 哪些 在 matrix 上 的 值 是 1， 这 些 都 是 能 走 的 位 置 。 














3. 将 那些 能 走 的 位 置 设置 好 各 上 自在 map 中 的 值 ， 即 map 上 中 [cj+1。 同 
时 将 这 些 位 置 加 入 到 rQ 和 cQ 中 ， 用 队列 完成 览 度 优 先 损 有 历 。 


.在 步骤 3 中 ， 如 果 一 个 位 置 之 前 走 过 ， 束 不 要 重复 走 ， 这 个 逻辑 
ee | 
这 个 位 置 之 前 已 经 走 过 





5. 一 直 重 复 步 又 2 一 步骤 4。 直 到 遇 到 右 下 角 人 位置， 说 明 已 经 找到 
终点 ， 返 回 终 点 在 map 中 的 值 即 可 ， 如 果 rQ 和 cQ 已 经 为 空 都 没有 遇 到 终 
点 位 置 ， 说 明 不 存在 这 样 一 条 路 径 ， 返 回 0。 


每 个 位 置 最 多 走 一 遍 ， 所 以 时 间 复 杂 度 为 O (N xM )、 额 外 空间 复杂 
度 也 是 O (N XM )。 ee ae 参看 如 下 代码 中 的 minPathValue 方 法 。 


public int minPathValue(int[][] m) { 

if (m == null || m.length == © || m[0].length = 

|| m[m.length - 1][m[0].length 
return 0; 

) 

int res = 0; 

int[][] map = new int[m.length][m[0]. length]; 

map[0][0] = 1; 

Queue<Integer> rQ = new LinkedList<Integer>(); 


Queue<Integer> cQ = new LinkedList<Integer>(); 


rQ.add(0); 
cQ.add(0); 
int r = 0; 
int c = 0; 
while (! rQ.isEmpty()) { 
r = rQ.poll(); 
c = cQ.poll(); 
if (r == m.length - 1 && c == m[0].leng 
return map[r][c]; 
) 
walkTo(map[r][c], r - 1, c, m, map, rQ, 
walkTo(map[r][c], r + 1, c, m, map, rQ, 
walkTo(map[r][c], r, c - 1, m, map, rQ, 
walkTo(map[r][c], r, c+ 1, m, map, rQ, 
} 


return res; 


public void walkTo(int pre, int toR, int toC, int[][] m 
int[][] map, Queue<Integer> rQ, Queue<I 
if (toR < 0 || toR == m.length || toC < 0 || to 
|| m[toR][toC] ! = 1 || map[toR 
return; 
} 
map[toR][toC] = pre + 1; 
rQ.add(toR); 
cQ.add(toC); 


数组 中 未 出 现 的 最 小 正 整数 


【题目 】 
给 定 一 个 无 序 整 型 数组 arr， 找 到 数组 中 未 出 现 的 最 小 正 整数 。 
【举例 】 
arr=[-1，2，3，4]。 返 回 1。 
arr=[1，2，3，4]。 返 回 5。 
DER] 
W kk 
【解答 】 


原 问题 。 如 果 arr 长 度 为 N ， 本 题 的 最 优 解 可 以 做 到 时 间 复 杂 撒 为 O 
(CV)， 额 外 空间 复杂 上 度 为 O DM. AT T: 








1. 在 遍历 arr 之 前 先生 成 两 个 变量 。 变 量 ; 表示 遍历 到 目前 为 止 ， 数 
组 arr 已 经 包含 的 正 整数 范围 是 [1L， 1 ]， 所 以 没有 开始 遍历 之 前 令 1 =0, 
表示 arr 目 前 没有 包含 任何 正 整数 。 变 量 r 表示 遍历 到 目前 为 止 ， 在 后 续 
出 现 最 优 状况 的 情况 下 ，ar 可 能 包含 的 正 整数 范围 是 [L，r ]， 所 以 没有 
开始 贺 历 之 前 ， 令 r=N ， 因 为 还 没有 开始 抽 历 ， 所 以 后 续 出 现 的 最 优 状 
况 是 ar 包 含 1~N 所 有 的 整数 。r 同时 表示 arr 当 前 的 结束 位 置 。 





2. MAB Ata Har, WAP], MAL 的 数 为 arr[]]。 





3. 如 果 arr[1]==l+1。 没 有 遍历 arrll] 之 前 ，arr 己 经 包含 的 正 整 数 范围 
ÆLL, I ]， 此 时 出 现 了 arr[]==l+1 的 情况 ， 所 以 arr 包 含 的 正 整 数 范 围 可 
以 扩 到 [1，1+1]， 即 令 1 ++。 然 后 重复 步骤 2。 


4. 如 果 arr[1]<=1。 没 有 壳 历 arr[l] 之 前 ，arr 在 后 续 最 优 的 情况 下 可 能 
包含 的 正 整数 范围 是 [1，r ]， 已 经 包含 的 正 整数 范围 是 [1，1 ]， 所 以 需 
要 [1 +1, r ] 上 的 数 。 而 此 时 出 现 了 ar[]]<=1， 说 明 [1 +1, r ] 范 围 上 的 数 
少 了 一 个 ， 所 以 arr 在 后 续 最 优 的 情况 下 ， 可 能 包含 的 正 整数 范围 缩小 
了 ， 变 为 [L，r -1]， 此 时 把 arr 最 后 位 置 的 数 (arr[r-1]) 放 在 位 置 ! 上 ， 下 一 
步 检查 这 个 数 ， 然 后 令 r-。 重 复 步骤 2。 


5. 如 果 arr[]>r， 与 步骤 4 同 理 ， 把 arr 最 后 位 置 的 数 (arr[r-1]) 放 在 位 
置 1 上 ， 下 一 步 检 查 这 个 数 ， 然 后 令 r--。 重 复 步 又 2。 


6. 如 果 arr[arr[]-1]==arrD]。 如 果 步 骤 4 和 步骤 5 没 中 ， 说 明 arr 册 是 
在 [1 +1, r ] 和 范围 上 的 数 ， 而 且 这 个 数 应 该 放 在 ar 由 -1 位 置 上 。 可 是 此 时 
发 现 arr[]-1 位 置 上 的 数 已 经 是 ar[1]]， 说 明 出 现 了 两 个 arll]， 既 然 在 [1 
+1, r ] 上 出 现 了 重复 值 ， 那 么 [1 +1, r ] 范 围 上 的 数 又 少 了 一 个 ， 所 以 与 
步骤 4 和 步骤 5 一 样 ， 把 arr 最 后 位 置 的 数 (arr[r-1]) 放 在 位 置 上， 下 一 步 
MAX VE Ar. ERT. 


7. 如 果 步 骤 4、 步 骤 5 和 步骤 6 都 没 中 ， 说 明 发 现 了 [! +1, ry BLE 
的 数 ， 并 且 此 时 并 未 发 现 重复 。 那 么 arrD] 应 该 放 到 arr[ 册 -1 位 置 上 ， 所 以 
把 1 位 置 上 的 数 和 arr[]]-1 位 置 上 的 数 交 换 ， 下 一 步 继 续 遍 历 ! 位 置 上 的 
数 。 重 复 步骤 2。 


8. RA 位 置 和 r 位 置 会 碰 在 一 起 (1==r) ，arr 已 经 包含 的 正 整数 
范围 是 [L，1]， 返 回 1 +1 即 可 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 missNum 方 法 。 


US 


public int missNum(int[] arr) { 
int 1 = 0; 
int r = arr.length; 
while (1 <r) I 
if (arr[l] == 1 + 1) I 
1++; 
} else if (arr[1] <= 1 || arr[1] >r || arr[arr 
arr[l] = arr[--r]; 
} else { 


swap(arr, 1, arr[l] - 1); 


} 


return 1 + 1; 


BCH AR Z JE AA RP BN L'ÉTÉ 


LAH] 
给 定 一 个 整 型 数组 arr， 返 回 排序 后 的 相 邻 两 数 的 最 大 差 值 。 
【举例 】 


arr=[9，3，1，10]。 如 果 排 序 ， 结 果 为 [L，3，9，10]，9 和 3 的 差 为 
最 大 差 值 ， 故 返回 6。 


arr=[5，5，5，5]。 返 回 0。 
(ZX 1 

如 果 arr 的 长 度 为 N， 请 做 到 时 间 复 杂 上 度 为 O (N )。 
DER] 

W kkk 
【解答 】 


本 题 如 果 用 排序 法 实现 ， 其 时 间 复 杂 度 是 O (N logN )， 而 如 果 利 用 
桶 排序 的 思想 (不 是 直接 进行 桶 排序 ) ， 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 DO (N 
)， 额 外 空间 复杂 度 为 O (N )。 裔 历 ar 找 到 最 小 值 和 最 大 值 ， 分 别 记 为 
min 和 max。 如 果 arr 的 长 度 为 N ， 那 么 我 们 准备 N +1 个 桶 ， 把 max 单 独 放 
在 第 N +1 号 桶 里 。arr 中 在 [min，max) 范 围 上 的 数 放 在 1~N 号 桶 里 ， 对 
于 1~ 号 桶 中 的 每 一 个 桶 来 说 ， 负 责 的 区 间 大 小 为 (nax-min)N 。 比 如 








长 度 为 10 的 数组 arr 中 ， 最 小 值 为 10， 最 大 值 为 110。 那 么 就 准备 11 个 
桶 ，arr 中 等 于 110 的 数 全 部 放 在 第 11 号 桶 里 。 区 间 [10，20) 的 数 全 部 放 
在 1 号 桶 里 ， 区 间 [20，30) 的 数 全 部 放 在 2 号 桶 里 .…….， 区 间 [100，110) 
的 数 全 部 放 在 10 写 桶 里 。 那 么 如 果 一 个 数 为 mqm， 它 应 该 分 配 进 mum - 


min) x len / (max -min) 号 桶 里 。 


ar 一 共有 N 个 数 ，min 一 定 会 放 进 1 号 桶 里 ，max 一 定 会 放 进 最 后 的 
桶 里 ， 所 以 ， 如 果 把 所 有 的 数 放 入 N +1 个 桶 中 ， 必 然 有 桶 是 空 的 。 如 果 
ar 经 过 排序 ， 相 邻 的 数 有 可 能 此 时 在 同一 个 桶 中 ， 也 可 能 在 不 同 的 桶 
中 。 在 同一 个 桶 中 的 任何 两 个 数 的 差 值 都 不 会 大 于 区 间 值 ， 而 在 空 桶 左 
右 两 边 不 空 的 桶 里 ， 相 邻 数 的 差 值 肯定 大 于 区 间 值 。 所 以 产生 最 大 差 值 
的 两 个 相 邻 数 表 定 来 自 不 同 的 桶 。 ke kN 
以 ， 也 就 是 只 用 记录 每 个 桶 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 最 大 差 值 只 可 能 来 自 某 
个 非 空 桶 的 最 小 值 减 去 前 一 个 非 空 桶 的 最 大 值 。 




















具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 maxGap 方 法 。 


public int maxGap(int[] nums) { 
if (nums == null || nums.length < 2) { 


return 0; 


int len = nums.length; 

int min = Integer.MAX VALUE; 

int max = Integer.MIN VALUE; 

for (int i = 0; i < len; i++) { 
min = Math.min(min, nums[i]); 


max = Math.max(max, nums[i]); 


if (min == max) { 
return 0; 

) 

boolean[] hasNum = new boolean[len + 1]; 

int[] maxs = new int[len + 1]; 

int[] mins = new int[len + 1]; 

int bid = 0; 

for (int i = 0; i < len; i++) I 
bid = bucket(nums[i], len, min, max); // 算 ! 
mins[bid] = hasNum[bid] ? Math.min(mins[bid 
maxs[bid] = hasNum[bid] ? Math.max(maxs[bid 
hasNum[bid] = true; 

) 

int res = 0; 

int lastMax = 0; 

int i = 0; 

while (i <= len) { 


if (hasNum[it+]) { // 找到 第 一 个 不 为 空 的 桶 





lastMax = maxs[i - 1]; 


break; 


) 
for (; i <= len; i++) { 
if (hasNum[i]) { 
res = Math.max(res, mins[i] - lastMax); 


lastMax = maxs[i]; 


} 


return res; 


// 使 用 Iong 类 型 是 为 了 防止 相 乘 时 溢出 
public int bucket(long num, long len, long min, long ma 


return (int) ((num - min) * len / (max - min)); 


从 5 随机 到 7 随机 及 其 扩展 


【题目 了 
给 定 一 个 等 概率 随机 产生 1 一 5 的 随机 函数 rand1To5 如 下 : 


public int rand1To5() { 
return (int) (Math.random() * 5) + 1; 
} 


除 此 之 外 ， 不 能 使 用 任何 额外 的 随机 机 制 ， 请 用 rand1To5 实 现 等 概 
率 随 机 产生 1 一 7 的 随机 函数 randl1To7。 


【补充 题目 了】 


给 定 一 个 以 p ”概率 产生 0， 以 1-p ”概率 产生 1 的 随机 函数 rand01p 如 


public int randoip() { 
// 可 随意 改变 p 


double p = 0.83; 
return Math.random() <p? © : 1; 


} 


除 此 之 外 ， 不 能 使 用 任何 额外 的 随机 机 制 ， 请 用 rand01p 实 现 等 概 
率 随 机 产生 1 一 6 的 随机 函数 rand1To6。 


【 进 阶 题 日 】 
给 定 一 个 等 概率 随机 产生 1~~M 的 随机 函数 rand1ToM 如 下 : 


public int randiToM(int m) { 
return (int) (Math.random() * m) + 1; 


} 


除 此 之 外 ， 不 能 使 用 任何 额外 的 随机 机 制 。 有 两 个 输入 参数 ， 分 别 
Am An ， 请 用 rand1ToM(m) 实 现 等 概率 随机 产生 1~ ”的 随机 函数 
rand1ToN. 


DER] 
原 问 题 Hk kka 
补充 问题 Et 0 2 0% 
进 阶 问题 校 wk KK 
【解答 】 


先 解决 原 问题 ， 有 具体 步骤 如 下 : 


1.rand1To50 等 概率 随机 产生 1，2，3，4，5。 
2.rand1To50-1 等 概率 随机 产生 0，1，2，3，4。 
3.(rand1To5()-1)*5 等 概率 随机 产生 0，5，10，15，20。 


4.(rand1To5()-1)*5+(rand1To5()-1) 等 概率 随机 产生 0，1，2，3， 
...，23，24。 注 意 ， 这 两 个 randlTo50 是 指 独立 的 两 次 调用 ， 请 不 要 化 
简 。 这 是 “ 插 空 儿 ”的 过 程 。 


5. 如 果 步 又 4 产生 的 结果 大 于 20， 则 重复 进行 步骤 4， 直 到 产生 的 
结果 在 0 一 20 之 间 。 同 时 可 以 轻易 知道 出 现 21 一 24 的 概率 ， 会 平均 分 配 


y 


0-20 EF, EH’ E. 


6. 步骤 5 会 等 概率 随机 产生 0 一 20， 所 以 步骤 5 的 结果 再 进行 %7 操 
作 ， 就 会 等 概率 的 随机 产生 0 一 6。 


7. 步骤 6 的 结果 再 加 1， 就 会 等 概率 地 随机 产生 1 一 7。 
具体 请 参看 如 下 代码 中 的 rand1To7 方 法 。 


public int rand1To5() { 
return (int) (Math.random() * 5) + 1; 


public int rand1To7() { 
int num = 0; 
do { 
num = (rand1To5() - 1) * 5 + rand1To5() 


} while (num > 20); 


return num % 7 + 1; 


} 


然后 是 补充 问题 。 虽 然 rand01p 方 法 以 p 的 概率 产生 0， 以 1-p 的 概率 
产生 1， 但 是 rand01p 产 生 01 和 10 的 概率 却 都 是 p (1-p )， 可 以 利用 这 一 
来 实现 等 概率 随机 产生 0 和 1 的 函数 。 有 基体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
rand01 方 法 。 


public int randoip() { 
// 可 随意 改变 p 
double p = 0.83; 


return Math.random() <p? © : 1; 


public int rand01() { 
int num; 
do { 
num = randoip(); 
} while (num == rando1ip()); 
return num; 


} 


有 了 等 概率 随机 产生 0 和 1 的 函数 后 ， 再 按照 如 下 步骤 生成 等 概率 随 
机 产生 1 一 6 的 函数 : 


1.rand01() 方 法 可 以 等 概率 随机 产生 0 和 1。 


2.rand010*2 等 概率 随机 产生 0 和 2。 


3.rand010*2+rand010 等 概率 随机 产生 0，1，2，3。 注 意 ， 这 两 个 
rand010) 是 指 独立 的 两 次 调用 ， 请 不 要 化 简 。 这 是 “ 插 空 儿 ” 过 程 。 


步骤 3 已 经 实现 了 等 概率 随机 产生 0 一 3 的 函数 ， 有 具体 请 参看 如 下 代 
码 中 的 rand0To3 方 法 : 


public int randOTo3() I 
return rand01() * 2 + rand01(); 
} 


4.rand0To30*4+rand0To30 等 概率 随机 产生 0，1，2，.…，14，15。 
注意 ， 这 两 个 rand0To30 是 指 独立 的 两 次 调用 ， 请 不 要 化 简 。 这 还 是 “ 插 
JE, 


5. 如 果 步 骤 4 产 生 的 结果 大 于 11， 则 重复 进行 步骤 4， 直 到 产生 的 
结果 在 0 一 11 之 间 。 那 么 可 以 知道 出 现 12 一 15 的 概率 会 平均 分 配 到 0 一 11 
Es MIE. 


6. 因为 步 又 5 的 结果 是 等 概率 随机 产生 0 一 11， 所 以 用 第 5 步 的 结 
再 进行 %6 操 作 ， 就 会 等 概率 随机 产生 0 一 5。 


7. 第 6 步 的 结果 再 加 1， 束 会 等 概率 随机 产生 1 一 6。 
具体 请 参看 如 下 代码 中 的 randlTo6 方 法 。 


public int rand1To6() { 
int num = 0; 
do { 
num = randeTo3() * 4 + randOTo3( ); 
} while (num > 11); 


return num % 6 + 1; 


} 


HEHE fae. MR EA FIERE T GET) Lhe Aa, 
FLAT DAAE, RET NTE) EAS BED LER Ot DASE EL 
意 区 间 上 的 随机 函数 。 所 以 ， 如 果 M >N > HEEN Un EAT AEE 
程 ， 如 果 M <N ， 先 进入 如 上 所 述 “ 插 空 儿 ” 过 程 ， 直 到 产生 比 N 的 范围 
还 大 的 随机 范围 后 ， 再 进入 “ 算 ?过程 。 有 具体 地 说 ， 是 调用 次 
rand1ToM(m)， 生 成 有 k 位 的 M 进 制 数 ， 并 且 产 生 的 范围 要 大 于 或 等 于 N 
。 比 如 随机 5 到 随机 7 的 问题 ， 首 先生 成 0 一 24 范 围 的 数 ， 其 实 就 是 0 一 
(57 -1) 范 围 的 数 。 在 把 范围 扩 到 大 于 或 等 于 N 的 级 别 之 后 ， 如 果真 实生 
成 的 数 大 于 或 等 于 N ， 就 忽略 ， 也 就 是 篇" 过程。 只 留 下 小 于 或 等 于 
的 数 ， 那 么 在 0~N -1 上 就 可 以 做 到 均匀 分 布 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 
的 rand1ToN 方 法 。 











public int randiToM(int m) { 


return (int) (Math.random() * m) + 1; 


public int randiToN(int n, int m) I 
int[] nMSys = getMSysNum(n - 1, m); 
int[] randNum = getRanMSysNumLessN(nMSys, m); 


return getNumFromMSysNum(randNum, m) + 1; 


// 把 value 转 成 m 进 制 数 


public int[] getMSysNum(int value, int m) { 





int[] res = new int[32]; 

int index = res.length - 1; 

while (value ! = 0) I 
res[index--] = value % m; 
value = value / m; 


) 


return res; 





11 等 概率 随机 产生 一 个 0 一 nMsys 范 围 的 数 ， 只 不 过 是 用 m 进 制 表达 的 
public int[] getRanMSysNumLessN(int[] nMSys, int m) { 





int[] res = new int[nMSys.length]; 
int start = 0; 
while (nMSys[start] == 0) { 
start++; 
) 
int index = start; 
boolean lastEqual = true; 
while (index ! = nMSys.length) { 
res[index] = randiToM(m) - 1; 
if (lastEqual) { 
if (res[index] > nMSys[index] ) 
index = start; 
lastEqual = true; 
continue; 
} else { 


lastEqual = res[index] 


} 


index++; 


} 


return res; 


11 把 m 进 制 数 转 成 十 进 制 数 
public int getNumFromMSysNum(int[] mSysNum, int m) { 








int res = 0; 

for (int i = 0; i ! = mSysNum. length; i++) { 
res = res * m + mSysNum[i]; 

i; 


return res; 


ATARI NBU KA PTE 
L&H] 
给 定 两 个 不 等 于 0 的 整数 M AIN > RM AIN 的 最 大 公约 数 。 
【难度 】 
E kk 
【解答 】 


一 个 很 简单 的 求 两 个 数 最 大 公约 数 的 算法 是 欧 几 里 得 在 其 《几何 原 
本 》 中 提出 的 欧 几 里 得 算法 ， 叉 称 为 轧 转 相 除法 。 


具体 做 法 为 :， 如果 q Mr 分 别 是 mm 除 以 n 的 商 及 余数 ， 即 m =nq tr ， 
那么 mn 和 n 的 最 大 公约 数 等 于 n Mr 的 最 大 公约 数 。 详 细 证 明 略 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 gcd 方 法 。 


public int gcd(int m, int n) { 


return n == © ? m : gcd(n, m % n); 


有 天 阶乘 的 两 个 问题 


LAH] 
给 定 一 个 非 负 整 数 N ， 返 回 N I 结果 的 末尾 为 0 的 数量 。 


例如 : 3! =6， 结 果 的 末尾 没有 0， 则 返回 0。5! =120， 结 果 的 末尾 
有 1 个 0， 返 回 1。1000000000!， 结 果 的 末尾 有 249999998 个 0， 返 回 
249999998. 


【 进 阶 题目 】 


给 定 一 个 非 负 整数 Vy ， 如 果 用 二 进 制 数 表达 N ! BÆR, GR BR 
位 的 1 在 哪个 位 置 上 ， 认 为 最 右 的 位 置 为 位 置 0。 





lin: 11 =1， 最 低位 的 1 在 0 位 置 上 。2! =2， 最 低位 的 1 在 1 位 置 
上 。1000000000!， 最 低位 的 1 在 999999987 位 置 上 。 


【 难度 】 
原 问 题 尉 kkk 
进 阶 问 题 校 kk KK 


【解答 】 





无 论 是 原 问 题 还 是 进 阶 问题 ， 通 过 算出 真实 的 阶乘 结果 后 再 处 理 的 
方法 无 颖 是 不 合适 的 ， 因 为 阶乘 的 结果 通常 很 大 ， 非 常 容 易 滋 出， 而 且 
会 增加 计算 的 复杂 性 。 


先 来 介绍 原 问题 的 一 个 普通 解法 。 对 原 问 题 来 说 ，N ! 结果 的 末尾 
有 多 少 个 0 的 问题 可 以 转换 为 1，2，3，.…，N -1，N 的 序列 中 一 共有 多 
少 个 因子 5。 这 是 因为 1x2x3x...xN 的 过 程 中 ， 因 子 2 的 数目 比 因 子 5 的 数 
目 多 ， 所 以 不 管 有 多 少 个 因子 5， 都 有 足够 的 因子 2 与 其 相 乘 得 到 10。 所 
以 只 要 找 出 1~N 所 有 的 数 中 ， 一 共 含 有 多 少 个 因子 5 就 可 以 。 有 具体 参看 
如 下 代码 中 的 zeroNum1 方 法 。 








public int zeroNumi(int num) { 
if (num < 0) { 
return 0; 
} 
int res = 0; 
int cur = 0; 
for (int i = 5; i < num + 1; i=i+ 5) { 
cur = i; 
while (cur % 5 == 0) { 
res++; 


cur /= 5; 


) 


return res; 


) 





以 上 方法 的 效率 并 不 高 ， 对 每 一 个 数 ; 来 说 ， 处 理 的 代价 十 logi 
(以 5 为 底 ) ， 一 共有 O(N ) 个 数 。 所 以 时 间 复 杂 度 为 O (N logN ). 


现在 介绍 原 问 题 的 最 优 解 。 我 们 把 1~N ”的 数列 出 来 。1，2，3， 
4, 5, 6, 7, 8, 9, 10..., 15..., 20..., 25..., 30..., 35..., 40... 


45...» 50..., 75...» 100..., 125... 





读者 观察 一 下 上 面 的 数 就 会 及 现 : 


若 每 5 个 含有 0 个 因子 5 的 数 (1，2，3，4，5) 组 成 一 组 ， 这 一 组 中 的 
第 5 个 数 就 含有 51! ”的 因子 (5)。 若 每 5 个 含有 1 个 因子 5 的 数 (5，10，15， 
20，25) 组 成 一 组 ， 这 一 组 中 的 第 5 个 数 就 含有 5 的 因子 (25)。 若 每 5 个 含 
有 2 个 因子 5 的 数 (25，50，75，100，125) 组 成 一 组 ， 这 一 组 中 的 第 5 个 数 
PLA AS? 的 因子 (125)。 若 每 5 个 含有 i 个 因子 5 的 数组 成 一 组 ， 这 一 组 中 
ASST BR AS 工 的 因子 .………. 


所 以 ， 如 果 把 N ! 的 结果 中 因子 5 的 总 个 数 记 为 2 ， 就 可 以 得 到 如 
FRÅ: 





Z =N /5+N /(52 )+N (52 )+...+N (5 (i 一 直 增 长 ， 直 到 5i>N )。 


FL EXCH ØIF REA EE, 1—N 中 有 N /5 个 数 ， 这 每 个 数 都 能 贡献 
一 个 5; SRIGI~N HAN 1059 ) 个 数 ， 这 每 个 数 义 都 能 贡献 一 个 5...…..…. ; 
具体 请 参看 如 下 代码 中 的 zeroNum2 方 法 : 


public int zeroNum2(int num) { 
if (num < 0) { 
return 0; 
} 
int res = 0; 
while (num ! = 0) I 
res += num / 5; 


num /= 5; 


} 


return res; 


} 


可 以 看 到 ， 如 果 一 共有 NN DÅ BOLÆRNE 32 ARE NO (logN ), 
LAS AI o 


进 阶 问题 。 本 书 提 供 两 种 方法 ， 先 来 介绍 解法 一 。 与 原 问题 的 解法 
类 似 ， 最 低位 的 1 在 哪个 位 置 上 ， 完 全 取决 于 1~N 的 数 中 因子 2 有 多 少 
个 ， 因 为 只 要 出 现 一 个 因子 2， 最 低位 的 1 就 会 向 左 位 移 一 位 。 所 以 ， 如 
果 把 N ! 的 结果 中 因子 2 的 总 个 数 记 为 Z ， 我 们 就 可 以 得 到 如 下 关系 Z = 
N/2+N4+N/8+.…+N/Oi(i 一 直 增 长 ， 直 到 2 >N )。 有 具体 请 参看 如 
下 代码 中 的 rightOne1 方 法 。 











public int rightOne1(int num) I 
if (num < 1) { 
return -1; 
} 
int res = 0; 
while (num ! = 0) { 
num >>>= 1; 
res += num; 
i; 
return res; 


} 


再 来 介绍 解法 二 。 如 采 把 N I 的 结果 中 因子 2 的 总 个 数 记 为 2 EN 
的 二 进 制 数 表达 式 中 1 的 个 数 记 为 mm ， 还 存在 如 下 一 个 关系 Z= N-m， 


也 就 是 可 以 证 明 W/2 + N/4+ N/8 + …=N -m 。 注 意 ， 这 里 的 /不 是 数学 
上 的 除法 ， 而 是 计算 科学 中 的 除法 ， 即 结果 要 向 下 取 整 。 首 先 ， 如 果 一 
个 整数 K 正好 为 2 的 某 次 方 CK =2i ) ， 那 么 求 和 公式 K /2+K /4+K /8+... 
=K /2+K /4+K /8+...+1， 也 就 是 在 K =2' 时 ， 计 算 科学 中 的 除法 和 数学 上 
的 除法 等 效 。 所 以 根据 等 比 数列 求 和 公式 9 = ( 末 项 x 公 比 - 首 项 ) / GA 
比 -1) ， 可 以 得 到 K /2+K /4+K /8+...=K -1。 








WREN 的 二 进 制 表达 中 有 m 个 1， 那 么 N 可 以 表达 为 : N =K 1+K 
2+K 3+...+Km ， 其 中 的 所 有 K 都 等 于 2 的 某 次 方 ， 例 如 ，N =10110 
HF, N =10000+100+10。 于 是 有 N /2+N /4+...=(K 1+K 2+K 3+...+Km )/2+ 
(K 1+K 2+K 3+...+Km )/4+...=K 1/2+K 1/4+K 1/8+...+1+K 2/2+K 2/4+... 
+1+...+K m/2+K m/4+...+1. 


K1, K 2, ..., Km 都 等 于 2 的 某 次 方 。 所 以 等 式 右边 =K 1-1+K 2- 
1+K 3-1+...+Km -1=(K 1+...+Km )-m =N -m 。 至 此 ，Z =N -m 证 明 完 毕 。 
具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 rightOne2 方 法 。 


public int rightOne2(int num) { 
if (num < 1) { 
return -1; 
) 
int ones = 0; 
int tmp = num; 
while (tmp ! = 0) I 


ones += (tmp & 1) ! = 07 1 : 0; 


tmp >>>= 1; 


return num - ones; 
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LAH] 


在 二 维 坐 标 系 中 ， 所 有 的 值 都 是 double 类 型 ， 那 么 一 个 矩形 可 以 由 
4 个 点 来 代表 ，(x 1，y 1) 为 最 左 的 点 、(x 2，y 2) 为 最 上 的 点 、(x 3，y 3) 
为 最 下 的 点 、(x 4，y 4) 为 最 右 的 点 。 给 定 4 个 点 代表 的 矩形 ， 再 给 定 一 
个 点 (x y) HG, y ) 是 否 在 矩形 中 。 





【 难度 】 
BR kkk 
【解答 】 


本 题 的 解法 有 很 多 种 ， 本 书 提供 的 方法 先 解决 如 果 和 矩形 的 边 不 是 平 
行 于 x 轴 就 是 平行 于 y 轴 的 情况 下 ， 该 如 何 判 断 点 (x ，y ) 是 否 在 其 中 ， 
具体 请 参看 如 下 代码 中 的 isInside 方 法 。 


public boolean isInside(double x1, double yi, double x4 
double x, double y) { 
if (x <= x1) { 
return false; 
) 
if (x >= x4) { 


return false; 


if (y >= y1) I 

return false; 
) 
if (y <= y4) { 

return false; 
) 


return true; 


) 


这 种 情况 是 比较 简单 的 ， 因 为 矩形 的 边 不 是 平行 于 x 轴 就 是 平行 于 y 
轴 ， 所 以 判断 该 点 是 否 完 全 在 矩形 的 左 侧 、 右 侧 、 上 侧 或 下 侧 ， 如 果 都 
不 是 ， 就 一 定 在 其 中 。 如 果 和 矩形 的 边 不 平行 于 坐标 轴 呢 ?也 非常 简单 ， 
就 是 高 中 数学 的 知识 ， 通 过 化 标 变换 把 矩阵 转 成 平行 的 情况 ， 在 旋转 时 
所 有 的 点 跟着 转动 就 可 以 。 旋 转 完成 后 ， 再 用 上 面 的 方式 进行 判断 。 具 
体 请 参看 如 下 代码 中 的 isInside 方 法 。 




















public boolean isInside(double x1, double y1, double x2 
double x3, double y3, double x4, double 


if (y1 == y2) { 
return isInside(x1, y1, x4, y4, X, y); 
} 
double 1 = Math.abs(y4 - y3); 
double k = Math.abs(x4 - x3); 
double s = Math.sqrt(k * k+ 1 * 1); 
double sin = 1 / s; 


double cos = k / s; 


double 
double 
double 
double 
double 
double 


return 


X1R = cos * x1 + sin * y1; 
yiR = -x1 * sin + y1 * cos; 
X4R = cos * x4 + sin * y4; 
y4R = -x4 * sin + y4 * cos; 
xR = cos * X + Sin * y; 
yR = -x * sin + y * cos; 


isInside(xiR, yiR, X4R, y4R, XR, 


yR); 


判断 一 个 点 是 否 在 三 角形 内 部 


LAH] 


在 二 维 坐 标 系 中 ， 所 有 的 值 都 是 double 类 型 ， 那 么 一 个 三 角形 可 以 
由 3 个 点 来 代表 ， 给 定 3 个 点 代表 的 三 角形 ， 再 给 定 一 个 点 (x ，y )， 判 断 
(x ，y) 是 否 在 三 角形 中 。 





【 难度 】 
HO kkk 
【解答 】 


本 书 提 供 两 种 解法 ， 第 一 种 解法 是 从 面积 的 角度 来 解决 这 道 题 ， 第 
二 种 解法 是 从 向 量 的 角度 来 解决 。 解 法 一 在 逻辑 上 没有 问题 ， 但 是 没有 
解法 二 好 ， 下 面 会 给 出 详细 的 解释 。 


先 来 介绍 解法 一 ， 如 果 点 O 在 三 角形 ABC 内 部 ， 如 图 9-1 所 示 ， 那 
么 ， 有 面积 ABC = 面积 ABO + 面积 BCO + 面积 CAO 。 如 果 点 O 在 三 角 
形 ABC 外 部 ， 如 图 9-2 所 示 ， 那 么 ， 有 面积 ABC < 面积 ABO + 面积 BCO 
+ 面积 CAO ”。 既 然 得 知 了 这 样 一 种 评判 标准 ， 实 现代 码 就 变 得 很 简单 
了 。 首 先 实现 求 两 个 点 (x 1，y 1) 和 (x 2，y 2) 之 间距 离 的 函数 ， 有 具体 请 参 
看 如 下 代码 中 的 getSideLength 方 法 。 








public double getSideLength(double x1, double y1, doubl 
double a = Math.abs(x1 - x2); 
double b = Math.abs(y1 - y2); 


return Math.sgrt(a * a + b * b); 


有 了 如 上 函数 后 ， 束 可 以 求 出 一 条 边 的 边 长 。 下 面 根据 边 长 来 求 三 
角形 的 面积 ， 用 海伦 公式 来 求解 三 角形 面积 是 非常 合适 的 ， 具 体 请 参看 
如 下 代码 中 的 getArea 方 法 。 


public double getArea(double x1, double y1, double x2, 
double x3, double y3) { 
double sideiLen = getSideLength(x1, y1, x2, y2) 
double side2Len = getSideLength(x1, y1, x3, y3) 
double side3Len = getSideLength(x2, y2, x3, y3) 
double p = (sideiLen + side2Len + side3Len) / 2 


return Math.sqrt((p - sideiLen) * (p - side2Len 


} 


最 后 束 可 以 根据 我 们 的 标准 来 求解 ， 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 


isInside1 方 法 。 


public boolean 


double 
double 
double 
double 
return 


} 


isInsidei(double x1, double y1, double x 


double 
areal = 
area2 = 
area3 = 
allArea 


areal + 


x3, double y3, double x, double 
getArea(x1, y1, x2, y2, X, Yy); 
getArea(x1, y1, x3, V3, xX, Yy); 
getArea(x2, y2, x3, V3, xX, y); 
= getArea(x1, y1, x2, y2, x3, y3 


area2 + area3 <= allArea; 


虽然 解法 一 的 逻辑 是 正确 的 ， 但 double 类 型 的 值 在 计算 时 会 出 现 一 
定 程 度 的 偏差 。 所 以 经 和 常会 及 生 明 明 O 点 在 三 角形 内 ， 但 是 面积 却 对 不 
准 的 情况 出 现 ， 最 后 导致 判断 出 错 。 所 以 解法 一 并 不 推荐 。 














解法 二 使 用 了 和 解法 一 完全 不 同 的 标准 ， 而 且 几 乎 不 会 受精 度 损耗 
的 影响 。 如 果 扣 0 在 三 角形 ABC 内 部 ， 除 面积 上 的 关系 外 ， 还 有 其 他 关 


系 存 在 ， 如 图 9-3 所 示 。 





图 9-3 


如 果 点 O 在 三 角形 ABC 中 ， 那 么 如 果 从 三 角形 的 一 点 出 发 ， 逆 时 针 
走 过 所 有 边 的 过 程 中 ， 点 O 始终 都 在 走 过 边 的 左 侧 。 比 如 ， 图 9-3 中 ，O 
都 在 AB 、BC 和 CA 的 左 侧 。 如 果 点 O 在 三 角形 ABC 外 部 ， 则 不 满足 这 
个 关系 。 


新 的 标准 有 了 ， 接 下 来 解决 一 个 环 手 的 问题 。 我 们 知道 作为 参数 传 
入 的 三 个 点 的 坐标 代表 一 个 三 角形 ， 可 是 这 三 个 点 依次 的 顺序 不 一 定 是 
逆 时 针 的 。 比 如 ， 如 果 参 数 的 顺序 为 A 坐标 、B 坐标 和 C 坐标 ， 那 就 没 
问题 ， 因 为 这 是 逆 时 针 的 。 但 如 果 参 数 的 顺序 为 C 坐标 、B 坐标 和 A MA 
标 ， 就 有 问题 ， 因 为 这 是 顺 时 针 的 。 作 为 程序 的 实现 者 ， 要 求 用 户 按 你 
规定 的 顺序 传 入 三 角形 的 三 个 点 坐标 ， 这 明显 是 不 合适 的 。 所 以 需要 目 
己 来 解决 这 个 问题 。 假 设 得 到 的 坐标 依次 为 点 1、 点 2、 点 3。 顺 序 可 能 
是 顺 时 针 ， 也 可 能 是 逆 时 针 ， 如 图 9-4 所 示 。 








1 


图 9-4 








如 果 点 2 在 1->3 边 的 右边 ， 此 时 按照 点 1、 点 2 和 点 3 的 顺序 没有 问 
题 ， 这 个 顺序 本 来 束 是 逆 时 针 的 。 但 如 果 如 图 9-5 所 示 ， 如 果 点 2 在 1->3 
边 的 左边 ， 那 么 按照 点 1、 点 2 和 点 3 的 顺序 就 有 问题 ， 因 为 这 个 顺序 是 
顺 时 针 的 ， 所 以 应 该 按照 点 1、 点 3 和 点 2 的 顺序 。 




















图 9-5 





如 何 判断 一 个 点 在 一 条 有 向 边 的 左边 还 是 右边 ? 这 个 利用 几何 上 向 
BR CAR) 的 求解 公式 即 可 。 如 果 有 向 边 1->2 又 乘 有 向 边 1->3 的 结果 
为 正 ， 说 明 2 在 有 向 边 1->3 的 左边 ， 比 如 图 9-4; 如 果 有 向 边 1->2 叉 乘 有 
同 边 1->3 的 结果 为 负 ， 说 明 2 在 有 同 边 1->3 的 右边 ， 比 如 图 9-5。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 crossProduct 方 法 ， 该 方法 描述 了 向 量 
(x 1，y 1) 又 乘 问 量 (x 2，y 2)， 两 个 回 量 的 开始 点 都 是 原点 。 


public double crossProduct(double x1, double y1, double 
return x1 * y2 - x2 * vi; 
i; 


至 此 ， 我 们 已 经 解释 了 解法 二 的 所 有 细节 ， 全 部 过 程 请 参看 如 下 代 
但 中 的 isInside2 方 法 。 


public boolean isInside2(double x1, double y1, double x 
double x3, double y3, double x, double 
// 如 果 三 角形 的 点 不 是 逆 时 针 输 入 ， 改 变 一 下 顺序 
if (crossProduct(x3 - x1, y3 - y1, x2 - x1, y2 


double tmpx = x2; 


double tmpy = y2; 


X2 = X3; 
y2 = y3; 
x3 = tmpx; 
y3 = tmpy; 


} 

if (crossProduct(x2 - x1, y2 - y1, x - x1, y - 
return false; 

} 

if (crossProduct(x3 - x2, y3 - y2, X - X2, y - 
return false; 

} 

if (crossProduct(x1 - x3, y1 - y3, X - x3, y - 
return false; 


} 


return true; 


折纸 问题 


LAH] 


请 把 一 段 纸 条 竖 着 放 在 果子 上 ， 然 后 从 纸 条 的 下 边 同 上 方 对 折 1 
次 ， 压 出 折 痕 后 展开 。 此 时 折 银 是 目下 去 的 ， 即 折 痕 突起 的 方 辐 指 辐 纸 
条 的 背面 。 如 果 从 纸 条 的 下 边 向 上 方 连续 对 折 2 次 ， 压 出 折 痕 后 展开 ， 
此 时 有 三 条 折 痕 ， 从 上 到 下 依次 是 下 折 痕 、 下 折 痕 和 上 折 痕 。 给 定 一 个 
输入 参数 N ， 代 表 纸 条 都 从 下 边 向 上 方 连续 对 折 N 次 ， 请 从 上 到 下 打印 
PRAT HIR AT Ho 





例如 : N =1 时 ， 打 印 : 
down 
N =2 时 ， 打 印 : 
down 
down 
up 
DER] 
W kkk 


【解答 】 


对 折 第 1 次 产生 的 折 痕 : F 

对 折 第 2 次 产生 的 折 痕 : de P 

Mi Ase AMD: E EF Eo 
对 折 第 4 次 产生 的 折 痕 : 上 下 上 F 上 FT 上 下 
如 上 图 关系 可 以 总 结 出 : 


e 产生 第 i +1 次 折 银 的 过 程 ， 就 是 在 对 折 i 次 产生 的 每 一 条 扩 猴 的 
左右 两 人 出， 依次 插入 上 折 痕 和 下 折 痕 的 过 程 。 


e 所 有 折 痕 的 结构 是 一 析 满 二 又 树 ， 在 这 要 满 二 又 树 中 ， 头 节点 
À FAR, RAP RNA AA ER, RAA TAN 
KRAN PINE. 





e MESH AAR A AE, ME RAA, Fe 
P. BUS AY FE. 





具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printAllFolds 方 法 。 


public void printAllFolds(int N) { 


printProcess(1, N, true); 


} 
public void printProcess(int i, int N, boolean down) { 
if (i > N) { 
return; 
) 


printProcess(i + 1, N, true); 


System.out.println(down ? "down " : "up "); 


printProcess(i + 1, N, false); 


纸 条 连续 对 折 n 次 之 后 一 定 产 生 2 ! 条 折 痕 ， 所 以 要 打印 所 有 的 节 
点 ， 不 管用 什么 方法 ， 其 时 间 复 杂 度 肯定 都 是 O (27 )， 因 为 解 的 空间 本 








号 就 有 这 么 大 ， 但 是 本 书 提供 的 方法 的 额外 空间 复杂 度 为 O (mn )， 也 就 
古 这 标 满 二 又 树 的 口上 度 ， 额 外 空间 主要 用 来 维持 递归 函数 的 运行 ， 也 区 


JE PR BUREN AA o 


EIK BE 
【题目 】 


有 一 个 机 器 按 自 然 数 序 列 的 方式 吐出 球 (1 号 球 ，2 号 球 ，3 号 球 ， 
pu ) ， 你 有 一 个 袋子 ， 袋 子 最 多 只 能 装 下 K 个 球 ， 并 且 除 袋子 以 外 ， 
你 没有 更 多 的 空间 。 设 计 一 种 选择 方式 ， 使 得 当 机 器 吐出 第 N GERA 
ik CN >K ) ， 你 袋子 中 的 球 数 是 K 个 ， 同 时 可 以 保证 从 1 号 球 到 NN 号 球 
中 的 每 一 个 ， 被 选 进 袋子 的 概率 都 是 K/N 。 举 一 个 更 具体 的 例子 ， 有 一 
个 只 能 装 下 10 个 球 的 袋子 ， 当 吐出 100 个 球 时 ， 袋 子 里 有 10 个 球 ， 并 且 1 
一 100 号 中 的 每 一 个 球 被 选中 的 概率 都 是 10/100。 然 后 继续 叶 球 ， 当 吐 
出 1000 个 球 时 ， 袋 子 里 有 10 个 球 ， 并 且 1 一 1000 号 中 的 每 一 个 球 被 选中 
的 概率 都 是 10/1000。 继 续 叶 球 ， 当 吐出 ; 个 球 时 ， 袋 子 里 有 10 个 球 ， 并 
且 1~ 号 中 的 每 一 个 球 被 选中 的 概率 都 是 10/i ， 即 吐 球 的 同时 ， 已 经 吐 
出 的 球 被 选中 的 概率 也 动态 地 变化 。 





【 难度 】 
BR kkk 
【解答 】 


这 道 题 的 核心 解法 就 是 蕾 水 池 算 法 ， 我 们 先 说 这 个 算法 的 过 程 ， 然 
后 再 证 明 。 


1. 处理 1~K 号 球 时 ， 直 接 放 进 袋子 里 。 


2. 处 理 第 i 号 球 时 (i >k), Wk /i 的 概率 决定 是 否 将 第 i 号 球 放 进 袋 
子 。 如 果 不 决定 将 第 i 号 球 放 进 袋子 ， 直 接 扔 掉 第 i 号 球 。 如 果 决 定 将 
第 i 号 球 放 进 袋子 ， 那 么 就 从 袋子 里 的 K_ 个 球 中 随机 扔 掉 一 个 ， 然 后 把 
第 i 号 球 放 入 袋子 。 


3. 处 理 第 i +1 号 球 时 重复 步骤 1 或 步骤 2。 


过 程 非 常 简 单 ， 但 为 什么 这 个 过 程 就 能 保证 从 1 号 球 到 nm ERP AY 
每 一 个 ， 被 选 进 袋 子 的 概率 都 是 k/n WE? 以 下 是 证 明 过 程 。 


假设 第 i 号 球 被 选中 (1<i <k )， 那 么 在 选 第 k +1 号 球 之 前 ， 第 i ER 
留 在 袋子 中 的 概率 是 1。 


在 选 第 k +1 号 球 时 ， 在 什么 样 的 情况 下 第 i 号 球 会 被 淘汰 呢 ? 只 有 
决定 将 第 k +1 号 球 放 进 袋子 ， 同 时 在 袋子 中 的 第 i 号 球 被 随机 选中 并 决 
定 扔 掉 ， 这 两 个 事件 同时 发 生 时 第 i 号 球 才 会 被 淘汰 。 也 就 是 说 ， 第 i 号 
球 会 被 淘汰 的 概率 是 (kK (k +1))x(1/k )=1/(k +1)， 所 以 第 i 号 球 留 下 来 的 概 
率 就 是 1-(1(k +1))=k /(k +1)， 这 也 是 1 号 球 到 第 k MERITTER, Ki 
号 球 留 下 来 的 概率 。 





在 选 第 K +2 号 球 时 ， 什 么 样 的 情况 下 第 i 号 球 会 被 淘汰 ?只 有 决定 
将 第 k +2 号 球 放 进 袋子 ， 同 时 在 袋子 中 的 第 ; 号 球 被 随机 选中 并 决定 扎 
掉 ， 这 两 个 事件 同时 发 生 时 第 i 号 球 才 会 被 淘汰 。 也 就 是 说 ， 第 i 号 球 会 
被 淘汰 的 概率 是 (kA(k +2))x(1/k )=1(k +2)， 则 第 i 与 球 留 下 来 的 概率 束 古 
1-(1/(k +2)) = (k+D/(k +2)， 那 么 从 1 号 球 到 第 k +2 号 球 的 过 程 中 ， 第 i 号 
BREST AER JER /(k +1)x(k +1)/(k +2). 





在 选 第 k +3 号 球 时 ，...…... 。 那 么 从 1 号 球 到 第 K +3 号 球 的 过 程 中 ， 
第 i 号 球 留 在 袋子 中 的 概率 是 Kk/(k +1)x(k +1)/(k +2)x(k +2)/(k +3). 





依 此 类 推 ， 在 选 第 N 号 球 时 ， 从 1 号 球 到 第 N 号 球 的 全 部 过 程 中 ， 
第 i 号 球 最 终 留 在 袋子 中 的 概率 是 KMK +1)x(k +1)/(k +2)x(k +2)/(k +3)x(k 
+3)/(k +4)x...x(N -1YN =k/N 。 





假设 第 i 号 被 选中 (k <i <k )， 那 么 在 选 第 i 号 球 时 ， 第 i 号 球 被 选 进 
袋子 的 概率 是 Ki 。 


在 选 第 ; +1 号 球 时 ， 在 什么 样 的 情况 下 第 i 号 球 会 被 淘汰 ?只 有 决定 
将 第 i+1 号 球 放 进 袋子 ， 同 时 在 袋子 中 的 第 i 号 球 被 随机 选中 决定 扔 掉 ， 
这 两 个 事件 同时 发 生 时 第 i 号 球 才 会 被 淘汰 。 也 就 是 说 ， 第 i 写 球 会 被 淘 
状 的 概率 是 (kK (i +1)) x (Uk) = VG +1)。 那 么 第 i 写 球 留 下 来 的 概率 就 是 
1- G+1)=i/(i+1)， 那 么 从 i 号 球 被 选中 到 第 i+1 号 球 的 过 程 中 ， 第 i 号 
球 留 在 袋子 中 的 概率 是 (k/i) x (i (i +1))。 





在 选 第 i +2 号 球 时 ， 从 i 号 球 被 选中 到 第 ; +2 号 球 的 过 程 中 ， 第 i 号 
球 留 在 袋子 中 的 概率 是 (Kk /i) x (i Gi +1)) x (G +1)/(i +2))。 
依 此 类 推 ， 在 选 第 N GARN, Mi 号 球 被 选中 到 第 N 号 球 的 过 程 


中 ， 第 i 号 球 最 终 留 在 袋子 中 的 概率 是 (k /i ) x (i /(i +1)) x (Gi +1)/(i +2)) 
…X(N-1YN=k/N « 


X 


综 上 所 述 ， 按 照 步骤 1 一 3 操作 ， 当 吐出 球 数 为 N 时 ， 每 一 个 球 被 选 
进 袋子 都 是 K/N 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getKNumsRand 方 法 。 


// 一 个 简单 的 随机 函数 ， 决 定 一 件 事 情 做 还 是 不 做 


public int rand(int max) { 











return (int) (Math.random() * max) + 1; 


public int[] getKNumsRand(int k, int max) { 

if (max < 1 || k< 1) { 
return null; 

} 

int[] res = new int[Math.min(k, max)]; 

for (int i = 0; i ! = res.length; i++) { 
res[i] = i+ 1; // 前 k 个 数 直接 进 袋子 

} 

for (int i = k + 1; i < max + 1; i++) { 
if (rand(i) <= k) { // 决定 i 进 不 进 袋子 

res[rand(k) - 1] = i; // i 随机 蔡 





} 


return res; 


设计 有 setAll 功 能 的 哈 硕 表 
【题目 】 


哈 希 表 常 见 的 三 个 操作 是 put、get 和 containsKey， 而 且 这 三 个 操作 
的 时 间 复 杂 上 度 为 O0 ”(1)。 现 在 想 加 一 个 setAll 功 能 ， 就 是 把 所 有 记录 的 
value 都 设 成 统一 的 值 。 请 设计 并 实现 这 种 有 setAl 功 能 的 哈 锅 表 ， 并 且 
put、get、containsKey 和 setAll 四 个 操作 的 时 间 复 杂 上 度 都 为 O (1). 








【 难度 】 
E Ww ke kk 
【解答 】 


加 入 一 个 时 间 戳 结构， 一 切 问题 就 变 得 非常 简单 了 。 具 体 步骤 如 
F: 





1. 把 每 一 个 记录 都 加 上 一 个 时 间 ， 标 记 每 条 记录 是 何 时 建立 的 。 


2. 设置 一 个 setAll 记 录 也 加 上 一 个 时 间 ， 标 记 setAll 记 录 建 立 的 时 
间 。 


3. 查询 记录 时 ， 如 果菜 条 记录 的 时 间 早 于 setAll 记 录 的 时 间 ， 说 明 
setAl 是 最 新 数据 ， 返 回 setAll 记 录 的 值 。 如 果菜 条 记录 的 时 间 晚 于 setAll 
记录 的 时 间 ， 说 明 记 录 的 值 是 最 新 数组 ， 返 回访 条 记录 的 值 。 


具体 请 参看 如 下 的 MyHashMap 类 。 


public class MyValue<V> { 
private V value; 


private long time; 


public MyValue(V value, long time) { 
this.value = value; 


this.time = time; 


public V getValue() { 


return this.value; 


public long getTime() { 


return this.time; 


public class MyHashMap<K, V> { 
private HashMap<K, MyValue<V>> baseMap; 
private long time; 


private MyValue<V> setAll; 


public MyHashMap() { 
this.baseMap = new HashMap<K, MyValue<V 
this.time = 0; 


this.setAll = new MyValue<V>(null, -1); 


public boolean containsKey(K key) I 


return this.baseMap.containskey(key); 


public void put(K key, V value) { 


this.baseMap.put(key, new MyValue<V>(va 


public void setAll(V value) { 


this.setAll = new MyValue<V>(value, thi 


public V get(K key) { 
if (this.containskey(key)) { 
if (this.baseMap.get(key).getTime() > t 
return this.baseMap.get(key).ge 
} else { 
return this.setAll.getValue(); 
) 
} else { 


return null; 


最 大 的 leftMax 与 rightMax 之 差 的 绝对 
全 
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给 定 一 个 长 度 为 N CN >1) 的 整 型 数组 arr， 可 以 划分 成 左右 两 个 部 
分 ， 左 部 分 为 arr[0..K]， 右 部 分 为 ar[K+1..N-1]，K ”可 以 取 值 的 范围 是 
[0, N -2]。 求 这 么 多 划分 方案 中 ， 左 部 分 中 的 最 大 值 减 去 右 部 分 最 大 值 
的 绝对 值 中 ， 最 大 是 多 少 ? 























例如 : [2，7，3，1，1]， 当 左 部 分 为 [2，7]， 右 部 分 为 [3，1，1] 
时 ， 左 部 分 中 的 最 大 值 减 去 右 部 分 最 大 值 的 绝对 值 为 4。 当 左 部 分 为 
[2，7，3]， 右 部 分 为 [1，1] 时 ， 左 部 分 中 的 最 大 值 减 去 右 部 分 最 大 值 的 
绝对 值 为 6。 还 有 很 多 划分 方案 ， 但 最 终 返回 6。 





























【 难度 】 
校 kkk 
【解答 】 


方法 一 : 时 间 复 杂 度 为 O (W“ )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (MN. BERA 
的 方法 ， 在 数组 的 每 个 位 置 都 做 一 次 这 种 划分 ， 找 到 arr[0.: 浊 的 最 大 值 
maxLeft， 找 到 arr[i+1..N-1] 的 最 大 值 maxRight， 然 后 计算 两 个 值 相 减 的 
绝对 值 。 每 次 划分 都 这 样 求 一 次 ， 上 自然 可 以 得 到 最 大 的 相 减 的 绝对 值 。 
具体 请 参看 如 下 代码 中 的 maxABS1 方 法 。 





public int maxABS1(int[] arr) { 
int res = Integer.MIN_VALUE; 
int maxLeft = 0; 
int maxRight = 0; 
for (int i = 0; i ! = arr.length - 1; i++) { 
maxLeft = Integer.MIN_VALUE; 
for (int j =0; j !=i+1; j+) À 
maxLeft = Math.max(arr[j], maxL 
} 
maxRight = Integer.MIN_VALUE; 
for (int j = i + 1; j ! = arr.length; j 
maxRight = Math.max(arr[j], max 
} 
res = Math.max(Math.abs(maxLeft - maxRi 
} 


return res; 


} 





方法 二 : 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O(N )。 使 用 预 处 
理 数组 的 方法 ， 先 从 左 到 右 授 历 一 次 生成 /Arr，1Axr[i] 表 示 arr[0..i] 中 的 
最 大 值 。 再 从 右 到 左 人 遍历 一 次 生成 rArr，rArr[i] 表 示 arr[i..N-1] 中 的 最 大 
值 。 最 后 一 次 过 历 看 哪 种 划分 的 情况 下 可 以 得 到 两 部 分 最 大 的 相 减 的 绝 
对 值 ， 因 为 预 处 理 数 组 已 经 保存 了 所 有 划分 的 max 值 ， 所 以 过 程 得 到 了 
加 速 。 有 具体 请 参看 如 下 代码 中 的 maxABS2 方 法 。 





public int maxABS2(int[] arr) { 


int[] lArr = new int[arr.length]; 


int[] rArr = new int[arr.length]; 
lArr[0] = arr[0]; 
rArr[arr.length - 1] = arr[arr.length - 1]; 
for (int i = 1; i < arr.length; i++) { 
lArr[i] = Math.max(lArr[i - 1], arr[i]) 
) 
for (int i = arr.length - 2; i > -1; i--) { 
rArr[i] = Math.max(rArr[i + 1], arr[i]) 
) 
int max = 0; 
for (int i = 0; i < arr.length - 1; i++) { 
max = Math.max(max, Math.abs(lArr[i] - 
) 
return max; 


) 


方法 三 : 最 优 解 ， 时 间 复 杂 度 为 O CN )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1). 
先 求 整 个 arr 的 最 大 值 max， 因 为 max 是 全 局 最 大 值 ， 所 以 不 管 怎么 划 
分 ，max 要 么 会 成 为 左 部 分 的 最 大 值 ， 要 么 会 成 为 右 部 分 的 最 大 值 。 如 
末 max 作 为 左 部 分 的 最 大 值 ， 接 下 来 只 要 让 右 部 分 的 最 大 值 尽 量 小 就 可 
以 。 右 部 分 的 最 大 值 怎 么 尽量 小 呢 ? HBA GA arr [N-1] ARR ØLE 
尽量 小 的 时 候 。 同 理 ， 如 果 max 作 为 右 部 分 的 最 大 值 ， 只 要 让 左 部 分 的 
最 大 值 尽 量 小 就 可 以 ， 左 部 分 只 含有 arr[0] 的 时 候 就 是 尽量 小 的 时 候 。 
所 以 整个 求解 过 程 会 变 得 异常 简单 。 上 有 具体 请 参看 如 下 代码 中 的 maxABS3 
Hs 











public int maxABS3(int[] arr) I 


int max = Integer.MIN VALUE; 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
max = Math.max(arr[i], max); 


} 


return max - Math.min(arr[0], arr[arr.length - 
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设计 一 种 缓存 结构 ， 该 结构 在 构造 时 确定 大 小 ， 假 设 大 小 为 K , FF 
有 两 个 功能 : 
set(key, value): 将 记录 (key，value) 插 入 该 结构 。 








e get(key): 返回 key 对 应 的 value 值 。 


1.set 和 get 方 法 的 时 间 复 杂 度 为 O (1)。 





2. 某 个 key 的 set 或 get 操 作 一 旦 发 生 ， 认 为 这 个 key 的 记录 成 了 最 经 
第 使 用 的 。 

3. 当 绥 存 的 大 小 超过 K 时 ， 移 除 最 不 经 党 使 用 的 记录 ， 即 set 或 get 
最 久远 的 。 
【举例 ] 

假设 绥 存 结构 的 实例 是 cache， 大 小 为 3， 并 依次 发 生 如 下 行为 : 





1.cache.set("A"，1)。 最 经 常 使 用 的 记录 为 ("A"，1)。 
2.cache.set("B"，2)。 最 经 党 使 用 的 记录 为 ("B"，2)，("A"，1) 变 为 


最 不 经 常 的 。 


3.cache.set("C"，3)。 最 经 常 使 用 的 记录 为 ("'C"，2)，("A"，1) 还 是 
最 不 经 常 的 。 


4.cache.get("A")。 最 经 常 使 用 的 记录 为 ("A"，1)，("B"，2) 变 为 最 不 
经 常 的 。 


5.cache.set("D"，4)。 大 小 超过 了 3， 所 以 移 除 此 时 最 不 经 常 使 用 的 
记录 ("B"，2)， 加 入 记录 ("D"，4)， 并 且 为 最 经 常 使 用 的 记录 ， 然 后 
("C"，2) 变 为 最 不 经 常 使 用 的 记录 。 


【 难度 】 
HO kkk 
【解答 】 


这 种 缓存 结构 可 以 由 双 端 队列 与 哈 布 表 相 结合 的 方式 实现 。 首 先 实 
现 一 个 基本 的 双 辐 链表 节点 的 结构 ， 请 参看 如 下 代码 中 的 Node 类 。 





public class Node<V> { 
public V value; 
public Node<V> last; 
public Node<V> next; 
public Node(V value) { 


this.value = value; 


} 








根据 双向 链表 节点 结构 Node， 实 现 一 种 双向 链表 结构 
NodeDoubleLinkedList， 在 该 结构 中 优先 级 最 低 的 节点 是 head CK) , 











优先 级 最 高 的 节点 是 tail ( 尾 ) 。 这 个 结构 有 以 下 三 种 操作 : 


e 当 加 入 一 个 节点 时 ， 将 新 加 入 的 节点 放 在 这 个 链表 的 尾部 ， 并 
将 这 个 节点 设置 为 新 的 尾部 ， 参 见 如 下 代码 中 的 addNode 方 
ERR 





e 对 这 个 结构 中 的 任意 节点 ， 都 可 以 分 离 出 来 并 放 到 整个 链表 的 
尾部 ， 参 见 如 下 代码 中 的 moveNodeToTail 方 法 。 





o 移 除 head 节 点 并 返回 这 个 节点 ， 然 后 将 head 设 置 成 老 head 节 点 
的 下 一 个 ， 参 见 如 下 代码 中 的 removeHead 方 法 。 


NodeDoubleLinkedList 结 构 全 部 实现 如 下 。 


public class NodeDoubleLinkedList<V> { 
private Node<V> head; 


private Node<V> tail; 


public NodeDoubleLinkedList() { 
this.head = null; 


this.tail = null; 


public void addNode(Node<V> newNode) { 
if (newNode == null) { 
return; 


} 
if (this.head == null) { 


this.head = newNode; 
this.tail = newNode; 

} else { 
this.tail.next = newNode; 
newNode.last = this.tail; 


this.tail = newNode; 


public void moveNodeToTail(Node<V> node) { 
if (this.tail == node) { 
return, 
) 
if (this.head == node) { 
this.head = node.next; 
this.head.last = null; 
} else { 
node.last.next = node.next; 
node.next.last = node.last; 
) 
node.last = this.tail; 
node.next = null; 
this.tail.next = node; 


this.tail = node; 


public Node<V> removeHead() { 


if (this.head == null) { 
return null; 

} 

Node<V> res = this.head; 

if (this.head == this.tail) { 
this.head = null; 
this.tail = null; 

} else { 
this.head = res.next; 
res.next = null; 
this.head.last = null; 


} 


return res; 
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序 ， 就 是 上 文 提 到 的 NodeDoubleLinkedList 结 构 。 一 旦 加 入 新 的 记录 ， 
就 把 该 记录 加 到 NodeDouble LinkedList 的 尾部 (addNode) 。 一 旦 获得 
(get) 或 设置 (set) 一 个 记录 的 key， 就 将 这 个 key 对 应 的 node 在 
NodeDoubleLinkedList 中 调整 到 尾部 (moveNodeToTail) 。 一 旦 cache 满 
了 ， 吏 删除 "最 不 经 常 使 用 ”的 记录 ， 也 就 是 移 除 NodeDoubleLinkedList 
的 当前 头 部 (removeHead)。 





为 了 能 让 每 一 个 key 都 能 找到 在 NodeDoubleLinkedList 所 对 应 的 节 
点 ， 同 时 让 每 一 个 node 都 能 找到 各 自 的 key， 我 们 还 需要 两 个 map 分 别 记 
录 key 到 node 的 映射 ， 以 及 node 到 key 的 映射 ， 就 是 如 下 MyCache 结 构 中 





的 keyNodeMap 和 nodeKeyMap。 有 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 MyCache 


类 。 


public class MyCache<K, V> { 


private HashMap<K, Node<V>> keyNodeMap; 


private HashMap<Node<V>, 


K> nodeKeyMap; 


private NodeDoubleLinkedList<V> nodeList; 


private int capacity; 


public MyCache(int capacity) { 


if (capacity < 1) { 


throw new RuntimeException("should 


) 
this.keyNodeMap 


this.nodeKeyMap 
this.nodeList = 


this.capacity = 


public V get(K key) { 


= new HashMap<K, Node<V 
= new HashMap<Node<V>, 
new NodeDoubleLinkedLis 


capacity; 


if (this.keyNodeMap.containsKey(key)) ( 


Node<V> 


res = this.keyNodeMap.g 


this.nodeList.moveNodeToTail(re 


return res.value; 


} 


return null; 


public void set(K key, V value) { 

if (this.keyNodeMap.containsKey(key)) { 
Node<V> node = this.keyNodeMap. 
node.value = value; 
this.nodeList .moveNodeToTail(no 

} else { 
Node<V> newNode = new Node<V>(v 
this.keyNodeMap.put(key, newNod 
this.nodeKeyMap.put(newNode, ke 
this.nodeList .addNode(newNode) ; 
if (this.keyNodeMap.size() == 


this. removeMostUnusedCa 


private void removeMostUnusedCache() { 
Node<V> removeNode = this.nodeList.remo 
K removeKey = this.nodekKeyMap.get(remov 
this .nodeKeyMap.remove(removeNode) ; 


this.keyNodeMap.remove(removekey); 


设计 RandomPool 结 构 
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设计 一 种 结构 ， 在 该 结构 中 有 如 下 三 个 功能 : 


e insert(key): 将 某 个 key 加 入 到 该 结构 ， 做 到 不 重复 加 入 。 





o delete(key): 将 原本 在 结构 中 的 某 个 key 移 除 。 
e getRandom(): 等 概率 随机 返回 结构 中 的 任何 一 个 key。 


【要 求 】 





Insert、delete 和 getRandom 方 法 的 时 间 复 杂 上 度 都 是 O (1)。 
【难度 】 
it kur 
【解答 】 
这 种 结构 假设 叫 Pool， 具 体 实现 如 下 : 
1. 包含 两 个 哈 希 表 keyIndexMap 和 indexKeyMap。 
2.keyIndexMap 用 来 记录 key 到 index 的 对 应 关系 。 


3.indexKeyMap 用 来 记录 index 到 key 的 对 应 关系 。 


4. 包含 一 个 整数 size， 用 来 记录 目前 Pool 的 大 小 ， 初 始 时 Size 为 0。 


5. 执行 insert(newKey) 操 作 时 ， 将 (newKey，size) 放 入 
keyIndexMap， 将 (size，newKey) 放 入 indexKeyMap， 然 后 把 size 加 1， 即 
每 次 执行 insert 操 作 之 后 size 自 增 。 


6. 执行 delete (deleteKey) 操作 时 (关键 步骤 ) ， 假 设 Pool 最 新 加 
入 的 key 记 为 lastKey，lastKey 对 应 的 index 信 息 记 为 lastIndex。 要 删除 的 
key 为 deleteKey， 对 应 的 index 信 息 记 为 deleteIndex。 那 么 先 把 lastKey 的 
index 信 息 换 成 deleteKey， 即 在 keyIndexMap 中 把 记录 (lastKey, 
lastIndex) 474 (lastKey, deletelndex) ， 并 在 indexKeyMap 中 把 记录 

(deleteIndex, deleteKey) %7 (deletelndex, lastKey) 。 人 然后 在 

keyIndexMap 中 删除 记录 (deleteKey, deleteIndex) ， 并 在 indexKeyMap 
中 把 记录 CastIndex, lastKey) 删除 。 最 后 size 减 1。 这 么 做 相当 于 把 
lastKey 放 到 了 deleteKey 的 位 置 上 ， 保 证 记录 的 index 还 是 连续 的 。 





7. 进行 getRandom 操 作 时 ， 根 据 当前 的 size 随 机 得 到 一 个 index， 步 
又 6 可 保证 index 在 范围 [0 一 size-1] 上， 都 对 应 着 有 效 的 key， 然 后 把 index 
对 应 的 key 返 回 即 可 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 Pool 类 。 


public class Pool<K> I 
private HashMap<K, Integer> keyIndexMap; 
private HashMap<Integer, K> indexKeyMap; 


private int size; 


public Pool() { 


this.keyIndexMap = new HashMap<K, Integ 
this.indexKeyMap = new HashMap<Integer, 


this.size = 0; 


public void insert(K key) { 
if (! this.keyIndexMap.containsKey(key) 
this.keyIndexMap.put(key, this. 


this.indexKeyMap.put(this.size+ 


public void delete(K key) { 
if (this.keyIndexMap.containsKey(key)) 
int deleteIndex = this.keyIndex 
int lastIndex = --this.size; 
K lastKey = this.indexKeyMap.ge 
this. keyIndexMap.put(lastKey, d 
this.indexKeyMap.put(deleteInde 
this.keyIndexMap.remove(key); 


this.indexKeyMap.remove(lastInd 


public K getRandom() { 
if (this.size == 0) { 


return null; 


} 


int randomIndex = (int) (Math.random() 


return this.indexKeyMap.get(randomIndex 


调整 [0，x ) 区 间 上 的 数 出 现 的 概率 
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那么 我 们 知道 ， 在 [0，x ) 区 间 上 的 数 出 现 的 概率 为 x (0<x <1) 。 给 定 
一 个 大 于 0 的 整数 k ” ， 并 且 可 以 使 用 Math.random0 函 数 ， 请 实现 一 个 了 
数 依然 返回 在 [0，1) 范 围 上 的 数 ， 但 是 在 [0，x ) 区 间 上 的 数 出 现 的 概率 
为 x* (0<x <1)。 


【 难度 】 
E Kwek kk 
【解答 1 


实现 在 区 间 [0，x ”) 上 的 数 返回 的 概率 是 x “  ， 只 用 调用 2 次 
Math.random()， 返 回 最 大 的 那个 数 即 可 。 即 如 下 代码 中 的 randXPower2 
Ti 


public double randXPower2() { 
return Math.max(Math.random(), Math.random()); 


) 


解释 起 来 也 很 简单 ， 如 果 randXPower2 要 想 返 回 在 [0，x ) 区 间 上 的 
数 ， 两 次 调用 Math.random0) 的 返回 值 都 必须 落 在 [0，x ) 区 则 上 ， 否 则 会 
返回 大 于 x 的 数 ， 所 以 概率 为 x?。 


同 理 ， 想 让 区 间 [0，x ) 上 的 数 返回 的 概率 是 x Kk ， 只 用 调用 K 次 
Math.random()， 返 回 最 大 的 那个 数 即 可 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 
randXPowerK 方 法 。 


public double randXPowerK(int k) { 
if (k< 1) I 
return 0; 
} 
double res = -1; 
for (int i = 0; i ! = k; i++) I 
res = Math.max(res, Math.random()); 


) 


return res; 


路 径 数 组 变 为 统计 数组 


LAH] 





给 定 一 个 路 径 数组 paths， 表 示 一 张 图 。paths[i]==j 代 表 城 市 1 连 向 城 
市 j， 如 果 paths[i]==i， 则 表示 i 城市 是 首都 ， 一 张 图 里 只 会 有 一 个 首都 且 
图 中 除 首 都 指向 自己 之 外 不 会 有 环 。 例 如 ，paths=[9，1，4，9，0，4， 
8，9，0，1]， 代 表 的 图 如 图 9-6 所 示 。 





图 9-6 





由 数组 表示 的 图 可 以 知道 ， 城 市 1 是 首都 ， 所 以 距离 为 0， 离 首都 距 
离 为 1 的 城市 只 有 城市 9， 离 首都 距离 为 2 的 城市 有 城市 0(、3 和 7， 离 首都 
距离 为 3 的 城市 有 城市 4 和 8， 离 首都 距离 为 4 的 城市 有 城市 >、5 和 6。 所 
以 距离 为 0 的 城市 有 1 座 ， 距 离 为 1 的 城市 有 1 座 ， 距 离 为 2 的 城市 有 3 座 ， 
距离 为 3 的 城市 有 2 座 ， 距 离 为 4 的 城市 有 3 座 。 那 么 统计 数组 为 nums= 
[1，1，3，2，3，0，0，0，0，0]，nums[i]==j 代 表 距 离 为 的 城市 有 j 











座 。 要 求实 现 一 个 void 类 型 的 函数 ， 输 入 一 个 路 径 数组 paths， 直 接 在 原 
数组 上 调整 ， 使 之 变 为 nums 数 组 ， 即 paths=[9，1，4，9，0，4，8，9， 
0，1] 经 过 这 个 函数 处 理 后 变 成 [1L，1，3，2，3，0，0，0，0，0]。 


【要 求 】 
如 果 paths 长 度 为 N ， 请 达到 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 
为 O (1)。 
DER] 
校 kkk 
【解答 】 


本 题 完 全 考 得 代码 实现 技巧 ， 怎 么 在 一 个 数组 上 不 停 地 折腾 且 不 出 
错 是 非常 锻炼 边界 处 理 能 力 的 。 本 书 提 供 的 解法 分 为 两 步 ， 第 一 步 是 将 
paths 数 组 转换 为 距离 数组 。 以 题目 中 的 例子 来 说 ，paths=[9，1，4，9， 
0，4，8，9，0，1] 转 换 为 [-2，0，-4，-2，-3，-4，-4，-2，-3，-1]。 转 
换 后 的 paths[i]==j 代 表 城 市 距离 首都 的 距离 为 j 的 绝对 值 。 至 于 为 什么 距 
离 数组 中 的 值 要 设置 为 负数 ， 在 以 下 过 程 中 会 说 明 。 转 换 成 距离 数组 的 
过 程 如 下 : 














1. 从 左 到 右 遍 历 paths， 先 裔 历 位 置 0。 





paths[0]==9， 首 先 令 paths[0]=-1， 因 为 城市 0 指 癌 城市 9， 所 以 跳 到 
城市 9。 


跳 到 城市 9 之 后 ，paths[9]==1， 说 明 城 市 9 下 一 步 应 该 跳 到 城市 1， 
因为 城市 9 是 由 城市 0 跳 过 来 的 ， 所 以 先 令 paths[9]=0， 然 后 跳 到 城市 1。 


跳 到 城市 1 之 后 ， 此 时 paths[1]==1， 说 明 城 市 1 是 首都 ， 停 止 向 首都 
跳 的 过 程 。 城 市 1 是 由 城市 9 跳 过 来 的 ， 所 以 跳 回 城市 9。 


根据 之 前 的 设置 (paths[9]==0)， 我 们 可 以 知道 城市 9 下 一 步 应 该 跳 回 
城市 0， 在 跳 回 之 前 先 设 置 paths[9]==-1， 表 示 城 市 9 距离 为 1， 然 后 跳 回 
城市 0。 


根据 之 前 的 设置 (paths[0]==-1)， 我 们 知道 城市 0 是 整个 过 程 的 友 起 
城市 ， 所 以 不 需要 再 回 跳 设置 paths[0]=-2， 表 示 城 市 0 距离 为 2。 


以 上 在 跳 向 首都 的 过 程 中 ，paths 数 组 有 一 个 路 径 反 指 的 过 程 ， 这 是 
为 了 保证 找到 首都 之 后 ， 能 够 完全 跳 回来 。 在 跳 回 来 的 过 程 中 ， 设 置 好 
这 一 路 所 跳 城 市 的 距离 即 可 ， 此 时 paths=[-2，1，4，9，0，4，8，9， 
0，-1]。 


2. MAATE It paths[1]==1, WAKE HAN, SME 
独 的 变量 cap=1， 然 后 不 再 做 任何 操作 。 


3. 遍历 到 位 置 2，paths[2]==4， 先 令 paths[2]=-1， 因 为 城市 2 指向 城 
市 4， 跳 到 城市 4。 


跳 到 城市 4 之 后 ，paths[4]==0， 说 明 城 市 4 下 一 步 应 该 跳 到 城市 0， 
因为 城市 4 是 由 城市 2 跳 过 来 的 ， 所 以 先 令 paths[4]=2， 然 后 跳 到 城市 0。 
跳 到 城市 0 之 后 ， 发 现 paths[0]==-2， 此 时 将 距离 设置 为 负数 的 作用 


就 显现 出 来 了 了， 是 负数 标记 着 这 是 一 个 之 前 已 经 计算 过 与 首都 的 距离 的 
值 ， 而 不 是 下 一 跳 的 城市 ， 所 以 同 前 跳 的 过 程 停 止 ， 开 始 跳 回 城市 4。 


跳 回 到 城市 4 之 后 ， 根 据 之 前 的 设置 (paths[4]==2)， 可 以 知道 城市 4 
下 一 步 应 该 跳 回 城市 2。 但 先 设置 paths[4]=-3， 因 为 城市 4 跳 到 城市 0 之 后 


发 现 paths[0] 已 经 等 于 -2， 所 以 自己 距离 首都 的 距离 应 该 再 远 一 步 ， 然 后 
中 回 城市 2。 


跳 回 到 城市 2 之 后 ， 根 据 之 前 的 设置 (paths[2]==-1)， 我 们 知道 城市 2 
是 整个 过 程 的 发 起 城市 ， 所 以 不 需要 再 回 跳 ， 设 置 paths[2]=-4， 表 示 城 
市 2 距离 为 4， 此 时 paths=[-2，1，-4,9，-3,，4,， 8, 9, 0, -1] 


4. 遍历 到 位 置 3，paths[3]==9， 先 令 paths[3]=-1， 因 为 城市 3 指向 城 
市 9， 跳 到 城市 9。 


跳 到 城市 9 之 后 ， 发 现 paths[9]==-1， 说 明 城 市 9 之 前 已 经 计算 过 与 
首都 的 距离 ， 所 以 向 前 跳 的 过 程 停止 ， 开 始 跳 回 城市 3。 


跳 回 到 城市 3 之 后 ， 根 据 之 前 的 设置 (paths[3]==-1)， 知 道 城市 3 是 整 
个 过 程 的 发 起 城市 ， 所 以 不 需要 再 回 跳 ， 设 置 paths[3]=-2《〈 因 为 之 前 
paths[9]==-1) 。 所 以 此 时 paths=[-2，1，-4，-2，-3，4，8，9，0，-1] 


5. 忆 历 到 位 置 4， 发 现 paths[4]==-3， 说 明之 前 计算 过 城市 4 的 值 ， 
直接 继续 下 一 步 。 


6. 遍历 到 位 置 5，paths[5]==4， 首 先 令 paths[5]=-1， 因 为 城市 5 指向 
城市 4， 跳 到 城市 4。 

跳 到 城市 4 之 后 ， 发 现 paths[4]==-3， 说 明 城 市 4 之 前 已 经 计算 过 与 
首都 的 距离 ， 所 以 向 前 跳 的 过 程 停止 ， 跳 回 城市 5。 


跳 回 到 城市 5 之 后 ， 根 据 之 前 的 设置 (paths[5]==-1)， 我 们 知道 城市 5 
是 整个 过 程 的 发 起 城市 ， 所 以 不 需要 再 回 跳 ， 设 置 paths[5]=-4， 此 时 
paths=[-2, 1, -4, -2, -3, -4, 8, 9, 0, -1] 


7. 遍历 到 位 置 6，paths[6]==8， 先 令 paths[6]=-1， 因 为 城市 6 指向 城 
市 8， 跳 到 城市 8。 


跳 到 城市 8 之 后 ， 发 现 paths[8]==0， 说 明 城 市 8 下 一 步 应 该 跳 到 城市 
0， 因 为 城市 8 是 由 城市 6 跳 过 来 的 ， 所 以 先 令 paths[8]=6， 然 后 跳 到 城市 
0. 


PAIK HZ Ia, AKUlpaths[O]==-2, ARK HOT, META 
停止 ， 跳 回 城市 8。 


跳 回 城市 8 之 后 ， 根 据 之 前 的 设置 (paths[8]==6)， 知 道 城市 8 下 一 步 
应 该 跳 回 城市 6， 依 然 与 步 又 1 的 情况 一 样 ， 通 过 之 前 paths 数 组 的 反 指 找 
到 回去 的 路 径 。 先 设置 paths[8]=-3， 然 后 跳 回 城市 6。 


跳 回 城市 6 之 后 ， 根 据 之 前 的 设置 (paths[6]==-1)， 我 们 知道 城市 6 是 
整个 过 程 的 发 起 城市 ， 所 以 不 需要 再 回 跳 ， 设 置 paths[6]=-4， 此 时 
站 于] 


. 遍历 到 位 置 7，paths[7]==9， 先 令 paths[7]=-1， 因 为 城市 7 指向 城 
市 9， panes 


跳 到 城市 9 之 后 ， 发 现 paths[9]==-1， 说 明 城 市 9 之 前 已 经 计算 过 与 
首都 的 距离 ， 所 以 向 前 跳 的 过 程 停止 ， 跳 回 城市 7。 


跳 回 到 城市 7 之 后 ， 根 据 之 前 的 设置 (paths[7]==-1)， 我 们 知道 城市 7 
是 整个 过 程 的 发 起 城市 ， 所 以 不 需要 再 回 跳 ， 设 置 paths[7]=-2《〈 因 为 之 
Flpaths[9]>=1) si JER ah 2; 1; <4), 22,03 ad, 4, 22003, al] 


9. 位 置 8 和 位 置 9 都 已 经 是 负数 ， 所 以 可 知之 前 已 经 计算 过 ， 所 以 
不 用 调整 ，j 遍历 结束 。 





10. 根据 步骤 2 的 cap 变 量 ， 可 知 首都 是 城市 1， 所 以 单独 设置 
paths[1]=0， 此 时 paths=[-2，0，-4，-2，-3，-4，-4，-2，-3，-1]。 


paths 数 组 转换 为 距离 数组 的 详细 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
pathsToDistans 方 法 。 


public void pathsToDistans(int[] paths) { 
int cap = 0; 
for (int i = 0; i ! = paths.length; i++) I 
if (paths[i] == i) { 
cap = i; 
} else if (paths[i] > -1) I 


int curI = paths[i]; 


paths[i] = -1; 


int preI = i; 


while (paths[curI] ! = curl) I 
if (paths[curI] > -1) I 
int nextI = pat 
paths[curI] = p 
preI = curl; 


curI = nextl; 


} else { 
break; 
) 
} 
int value = paths[curI] == curl 


while (paths[preI] ! = -1) { 


int lastPreI = paths[pr 
paths[preI] = --value; 
curl = prel; 

preI = lastPrel; 


} 
paths[preI] = --value; 


} 
paths[cap] = 0; 


} 


paths 变 成 了 距离 数组 ， 数 组 中 的 距离 值 都 用 负数 表示 ， 接 下 来 进行 
第 二 步 ， 将 paths 转 换 为 我 们 最 终 想 要 的 统计 数组 的 过 程 ， 即 paths=[-2， 
0，-4，-2，-3，-4，-4，-2，-3，-H] 需 要 变 为 [1，1，3，2，3，0，0， 
0，0，0]。 转 换 过 程 如 下 : 


1. MAB Ai paths, wily F280, paths[O]==-2, WHH Fh Å A2 
的 城市 发 现 了 1 座 。 先 把 paths[0] 设 置 为 0， 表 示 paths[0] 的 值 已 经 不 表示 
城市 0 与 首都 的 距离 ， 表 示 以 后 可 以 用 来 统计 距离 为 0 的 城市 数量 。 


因为 距离 为 2 的 城市 发 现 了 1 座 ， 所 以 应 该 设置 paths[2]=1， 说 明 此 
时 paths[2] 开 始 表 示 距 离 2 的 城市 数量 ， 而 不 再 是 城市 2 与 首都 的 距离 。 











但 在 设置 paths[2] 时 发 现 paths[2]==-4， 说 明 paths[2] 在 改变 它 的 意义 
之 前 ， 还 代表 城市 2 与 首都 的 距离 为 4， 所 以 先 设置 paths[2]=1， 然 后 设 
置 paths[4] 的 值 ， 因 为 距离 4 的 城市 又 发 现 了 1 座 。 





但 在 设置 paths[4] 时 发 现 paths[4]==-3， 依 然 说 明 paths[4] 在 改变 它 的 





意义 之 前 ， 还 代表 城市 4 与 首都 的 距离 为 3， 所 以 先 设 置 paths[4]=1， 然 
后 设置 paths[3] 的 值 ， 因 为 距离 3 的 城市 又 发 现 了 1 座 。 


但 在 设置 paths[3] 时 发 现 paths[3]==-2， 依 然 说 明 paths[3] 在 改变 它 的 
意义 之 前 ， 还 代表 城市 3 与 首都 的 距离 为 2， 所 以 先 设置 paths[3]=1， 然 
后 设置 paths[2] 的 值 ， 因 为 距离 2 的 城市 又 发 现 了 1 座 。 





此 时 paths={0，0，1，1，1，-4，-4，-2，-3，-1}， 所 以 在 设置 
paths[2] 时 发 现 paths[2]==1， 值 已 经 为 正 数 ， 说 明 paths[2] 的 意义 已 经 不 
代表 城市 2 与 首都 的 距离 ， 而 完全 是 距离 为 2 的 城市 数量 统计 ， 所 以 直接 
令 paths[2]++， 跳 的 过 程 停止 ， 此 时 paths=[0，0，2，1， 
i wd 22 49 STI 





2. 人 裔 历 到 位 置 1，paths[1]==0， 如 果 是 正 值 ， 可 以 直接 急 略 ， 因 为 
意义 已 经 变 成 城市 数量 统计 。 这 里 值 是 0(， 我 们 也 忽略 ， 因 为 一 张 网 上 
距离 为 0 的 城市 只 有 首都 ， 所 以 等 全 部 过 程 完毕 后 单独 设置 距离 为 0 的 城 
市 数量 。 


3. 位 置 2~4 上 值 已 经 为 正 数 ， 一 律 忽略 。 


4. 遍历 到 位 置 5，paths[5]==-4， 说 明 距 离 为 4 的 城市 发 现 了 1 座 。 
先 把 paths[5] 设 置 为 0， 表 示 paths[5] 的 值 已 经 不 表示 城市 5 与 首都 的 距 
离 ， 表 示 以 后 可 以 用 来 统计 距离 为 5 的 城市 数量 。 此 时 发 现 
paths[4]==1， 说 明 不 需要 跳 ， 直 接 进行 paths[4]++ 操 作 ， 过 程 停止 。 此 
Ffpaths=[0, 0, 2, 1, 2, 0, -4, -2, -3, -1] 


5. NI E6—8, EG RASER AE [A], AH Ja paths=[0, 1, 
3, 2, 3, 0, 0, 0, 0, 0]. 


6. 单独 设置 paths[0]j==1， 因 为 距离 为 0 的 城市 只 有 首都 。 


此 时 可 以 说 明 为 什么 生成 距离 数组 的 时 候 要 把 值 都 弄 成 负数 ， 因 为 
可 以 标记 状态 来 让 转换 成 统计 数组 的 过 程 变 得 更 加 顺利 。 距 离 数 组 转换 
为 统计 数组 的 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 distansToNums 方 法 。 


public void distansToNums(int[] disArr) { 
for (int i = 0; i ! = disArr.length; i++) { 
int index = disArr[i]; 


if (index < 0) { 





disArr[i] = 0; // 重要 
while (true) { 
index = -index; 
if (disArr[index] > -1) 
disArr [index ]++ 
break; 
} else I 
int nextIndex = 
disArr[index] = 


index = nextInd 


) 
disArr[0] = 1; 
} 


paths 转 成 距离 数组 的 过 程 中 ， 每 一 个 城市 只 经 历 跳出 去 和 跳 回 来 两 


个 过 程 ， 距 离 数 组 转 成 统计 数组 的 过 程 也 是 如 此 ， 上 所 以 时 间 复 杂 上 度 为 O 
(N )， 整 个 过 程 没 有 使 用 额外 的 数据 结构 ， 只 使 用 了 有 限 几 个 变量 ， 所 
以 额外 空间 复杂 上 度 为 O (1)。 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 pathsToNums 
方法 ， 这 也 是 主 方法 。 





public void pathsToNums(int[] paths) { 
if (paths == null || paths.length == 0) { 
return, 
) 
// citiesPath -> distancesArray 
pathsToDistans(paths); 
// distancesArray -> numArray 


distansToNums(paths); 


正 数 数组 的 最 小 不 可 组 成 和 


LAH] 





给 定 一 个 正 数 数组 arr， 其 中 所 有 的 值 都 为 整数 ， 以 下 是 最 小 不 可 组 
成 和 的 概念 : 


e 把 arr 每 个 子 集 内 的 所 有 元 素 加 起 来 会 出 现 很 多 值 ， 其 中 最 小 的 
记 为 min， 最 大 的 记 为 max。 


e 在 区 间 [min，max] 上 ， 如 果 有 数 不 可 以 被 arr 某 一 个 子 集 相 加 得 
到 ， 那 么 其 中 最 小 的 那个 数 是 arr 的 最 小 不 可 组 成 和 。 


e 在 区 间 [min，max] 上 ， 如 果 所 有 的 数 都 可 以 被 arr 的 某 一 个 子 集 
相 加 得 到 ， 那 么 max+1 是 arr 的 最 小 不 可 组 成 和 。 


请 写 函 数 返回 正 数 数组 ar 的 最 小 不 可 组 成 和 。 
【举例 】 


arr=[3，2，5]。 子 集 {2} 相 加 产生 2 为 min， 子 集 {3，2，5} 相 加 产生 
10 为 max。 在 区 间 [2，10] 上 ，4、6 和 9 不 能 被 任何 子 集 相 加 得 到 ， 其 中 4 
是 arr 的 最 小 不 可 组 成 和 。 


arr=[1，2，4]。 子 集 {1} 相 加 产生 1 为 min， 子 集 {1，2，4} 相 加 产生 
7 为 max。 在 区 间 [1，7] 上 ， 任 何 数 都 可 以 被 子 集 相 加 得 到 ， 所 以 8 是 arr 
的 最 小 不 可 组 成 和 。 


【 进 阶 题目 ]】 


如 果 已 知 正 数 数组 arr 中 肯定 有 1 这 个 数 ， 是 否 能 更 快 地 得 到 最 小 不 
可 组 成 和 ? 


【 难度 】 
HO kkk 
【 解答 】 


解法 一 为 暴力 递归 的 方法 ， 即 收集 每 一 个 子 集 的 累加 和 ， 存 到 一 个 
哈 希 表 里 ， 然 后 从 min 开 始 递增 检查 ， 看 哪个 正 数 不 在 哈 希 表 中 ， 第 一 
个 不 在 哈 希 表 中 的 正 数 惑 是 结果 。 有 共 体 请 参见 如 下 代码 中 的 
unformedSum1 方 法 。 





public int unformedSumi(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 1; 
} 
HashSet<Integer> set = new HashSet<Integer>(); 
process(arr, 0, 0, set); // 收集 所 有 子 集 的 和 
int min = Integer.MAX VALUE; 





for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
min = Math.min(min, arr[i]); 

i; 

for (int 1 = min + 1; i ! = Integer.MIN_VALUE; 
if (! set.contains(i)) { 


return i; 


} 


return 0; 


public void process(int[] arr, int i, int sum, HashSet< 
if (1 == arr.length) { 
set.add(sum); 
return; 
i; 
process(arr, i + 1, sum, set); // 包含 当前 数 arr[i 


process(arr, i + 1, sum + arr[i], set); // NU 


如 果 arr 长 度 为 N ， 那 么 子 集 的 个 数 为 O (2N )， 所 以 暴力 递归 方法 的 
时 间 复 杂 度 为 O EN )， 收 集 子 集 和 的 过 程 中 ， 递 归 函 数 process 最 多 有 N 
层 ， 所 以 额外 空间 复杂 度 为 O (CN )。 


解法 二 是 动态 规划 的 方法 。 假 设 arr 所 有 数 的 累加 和 为 Sam， 那么 arr 
子 集 的 累加 和 必然 都 在 [0，sum] 区 间 上 。 于 是 生成 长 度 为 sum+1 的 
boolean 型 数组 dp[]，dp[j 如 果 为 tue， 则 表示 j 这 个 累加 和 能 够 被 arr 的 子 
集 相 加 得 到 ， 如 果 为 false， 则 表示 不 能 。 如 果 arr[0..] 这 个 范围 上 的 数组 
成 的 所 有 子 集 可 以 累加 出 k， 那 么 arr[0..i+1] 这 个 范围 上 的 数组 成 的 所 有 
子 集 则 必然 可 以 累加 出 ktarr[i+1]。 上 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
unformedSum2 方 法 。 


public int unformedSum2(int[] arr) { 


if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 1; 

) 

int sum = 0; 

int min = Integer.MAX VALUE; 

for (int i = 0; i! = arr.length; i++) { 
sum += arr[il; 
min = Math.min(min, arr[i]); 

) 

boolean[] dp = new boolean[sum + 1]; 

dp[0] = true; 

for (int i = 0; i! = arr.length; i++) { 
for (int j = sum; j >= arr[i]; j--) I 


dp[j] = dp[j - arr[i]] ? true : 


) 
) 
for (int i = min; i ! = dp.length; i++) { 
if (! dp[i]) I 
return i; 
) 
) 


return sum + 1; 


) 


更 新 dp[] 时 ， 从 arr[0. 浊 的 子 集 和 状态 更 新 到 arr[0.. 计 菇 的 子 集 和 状态 
的 过 程 中 ，0~~sum 的 累加 和 都 要 看 是 否 能 被 加 出 来 ， 所 以 每 次 更 新 的 时 
间 复 杂 度 为 O (sum)。 子 集 和 状态 从 ar[0] 的 范围 增长 到 arr[0..N-1]， 所 以 


更 新 的 次 数 为 N à PRE KERRO (N xsum), MYK BD 
ÆdP[ AIC BE, SIRET RENO (N )。 


进 阶 问题 ， 如 果 正 数 数组 arr 中 肯定 有 1 这 个 数 ， 求 最 小 不 可 组 成 和 
的 过 程 可 以 得 到 很 好 的 优化 ， 优 化 后 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 DO (N logN 
)， 额 外 空间 复杂 度 为 O De. HØEN: 





1. 把 arr 排 序 ， 排 序 之 后 则 必 有 arr[0]==1。 


2. 从 左 往 右 计算 每 个 位 置 i 的 range(0<i <N )。range 代 表 当 计算 到 
arr[i] 时 ，[1，range] 区 间 内 的 所 有 正 数 都 可 以 被 arr[0..i-1] 的 某 一 个 子 集 
加 出 来 ， 初 始 时 ，arr[0]==1，range=0。 


3. 如 果 arr[i]>range+1， 因 为 arr 是 有 序 的 ， 所 以 arr[i] 往 后 的 数 都 不 
会 出 现 range+1， 所 以 直接 返回 ranget+1。 如 果 arr[i]<=range+1， 说 明 [1， 
rangetarr[i]] 区 间 上 的 所 有 正 数 都 可 以 被 arr[0..i] 的 茶 一 个 子 集 加 出 来 ， 
所 以 令 range+=arr[i]， 继 续 计 算 下 一 个 位 置 。 


4. 如 果 所 有 的 位 置 都 没有 出 现 arr[ij>range+1 的 情况 ， 直 接 返 回 


range+1. 

步骤 1 的 时 间 复 杂 度 为 O (N logN )， 步 又 2 一 步骤 4 的 时 间 复 杂 度 为 O 
(N )。 所 以 整个 过 程 的 时 间 复 杂 度 为 O (N logN )， 人 额外 空间 复杂 度 为 O 
(1). 

举例 说 明 一 下 ， arr=[3, 8, 1, 2]; 排序 后 为 [1， 2, 3, 8], Tr 


A Afrange=0. 


计算 到 1 时 ，range 更 新 成 1， 表 示 [1，1] 区 间 上 的 正 数 都 可 以 被 arr[0] 
的 某 个 子 集 加 出 来 。 


计算 到 2 时 ，range 更 新 成 3， 表 示 [1，3] 区 间 上 的 正 数 都 可 以 被 
arr[0..1] 某 个 子 集 加 出 来 。 


计算 到 3 时 ，range 更 新 成 6， 表 示 [1，6] 区 间 上 的 正 数 都 可 以 被 
arr[0..2] 某 个 子 集 加 出 来 。 


计算 到 8 时 ， 第 一 次 出 现 8>range+1， 此 时 可 知 7 这 个 数 永 无 可 能 被 
得 到 ， 直 接 返 回 7。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 unformedSum3 方 法 。 


public int unformedSum3(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 
) 
Arrays.sort(arr); // 把 arr 排 序 
int range = 0; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
if (arr[i] > range + 1) { 
return range + 1; 
} else { 


range += arr[i]; 


} 


return range + 1; 


RFE MF IX DER 


【题目 了 】 
一 个 char 类 型 的 数组 chs， 其 中 所 有 的 字符 都 不 同 。 


例如 ，chs=[A' BL OC, ，… 'Z' ]， 则 字符 串 与 整数 的 对 应 关系 如 


A, B...Z, AA, AB...AZ, BA, BB...ZZ, AAA...ZZZ, AAAA... 
1522026: 27 9: 28. 527 53 40702, 7703,..18278, 18279: 
例如 ，chs=['A' ，'B' ，'C' ]， 则 字符 串 与 整数 的 对 应 关系 如 下 : 

A, B, C, AA, AB...CC, AAA...CCC, AAAA... 

Ly De BAG 14/39-40 


给 定 一 个 数组 chs， 实 现 根 据 对 应 关系 完成 字符 串 与 整数 相互 转换 
的 两 个 函数 。 


【 难度 】 
校 Ki 


【解答 】 








面试 者 在 分 析 本 题 时 ， 往 往 会 将 字符 串 与 数字 的 对 应 关系 与 开 进 制 


数 联系 起 来 ，K 指 chs 的 长 度 ， 比 如 ， 第 一 个 例子 中 chs 的 长 度 为 26。 最 
终 会 发 现 用 K ” 进 制 数 是 不 能 实现 的 。 下 面 束 解 释 一 下 本 题 的 对 应 关系 
与 K 进 制 数 不 同 的 地 方 。 


K 进 制 数 是 每 一 个 位 置 上 的 值 只 能 在 [0，K- 1] 之 间 取 值 。 例 如 ， 十 
进 制 数 的 72， 高 位 为 7， 低 位 为 2。 十 进 制 数 的 72 转 换 成 三 进 制 数 的 表达 
为 “2200”， 也 就 是 72=27x2+9x2+3x0+1x0。 但 是 本 题 描述 的 对 应 方式 却 
不 是 这 样 ， 我 们 暂时 把 题目 描述 的 对 应 方式 叫 作 K 伪 进 制 数 ，K 伪 进 制 
数 是 每 一 个 位 置 上 的 值 只 能 在 [1，K ] 之 间 取 值 。 以 chs=[A' ，'B' OC] 
来 举例 ， 即 3 伪 进 制 数 。 如 果 把 十 进 制 数 的 72 用 这 个 chs 的 3 伪 进 制 数 表 
示 ， 是 “BABC”， 也 就 是 72=27x2+9x1+3x2+1x3。 也 就 是 对 K 进 制 数 来 
讲 ， 每 个 位 〈 如 : 27、9、3、1) 上 的 值 是 可 以 取 0 的 ， 但 如 果 位 上 的 值 
不 为 0， 也 在 [1，K -1] 范 围 上 。 而 对 K 伪 进 制 数 来 讲 ， 每 个 位 上 的 值 绝 
对 不 能 取 0， 而 是 必须 在 [1，K ] 之 间 。 所 以 用 K 进 制 的 思路 是 不 能 实现 
本 题 的 对 应 关系 的 。 





下 面 解释 一 下 本 书 提 供 的 解法 ， 先 看 从 数字 如 何 得 到 字符 串 。 还 是 
以 chs=['A' ，'B' ，'C' ] 来 举例 ， 以 下 是 十 进 制 数 的 72 得 到 表达 它 的 字符 
串 的 过 程 : 





1.chs 的 长 度 为 9， 所 以 这 是 一 个 3 伪 进 制 ， 从 低位 到 高 位 依次 为 1， 
3 Gp 27 Bs 


2. 从 1 开始 减 ，72 减 去 1， 剩 下 71; 71 减 去 3， 剩 下 68; 68 减 去 9， 
剩 下 59; 59 减 去 27， 剩 下 32; 32 减 去 81 时 ， 发 现 不 够 减 ， 此 时 就 知道 想 
要 表达 十 进 制 数 的 72， 只 需 使 用 3 伪 进 制 的 前 4 位 ， 也 就 是 27，9，3， 

1， 而 不 必 扩 到 第 5 位 的 81。 换 名 话说， 既然 及 伪 进 制 中 每 个 位 上 的 值 都 
不 能 为 0， 就 从 低位 到 高 位 把 每 个 位 置 上 的 值 都 先 减 去 1 遍 ， 看 这 个 数 到 











底 需 要 前 几 位 。 


3. 步骤 2 剩 下 的 数 是 32， 同 时 前 四 位 的 值 已 经 使 用 了 1 次 ， 即 72 - 
32 = 40 = 27x1 + 9x1 +3x1 + 1x1 = "AAAA"。 接 下 来 看 剩 下 的 32 最 多 可 
以 用 几 个 27 呢 ?最 多 用 1 个 〈32/27=1) ， 再 算 上 之 前 的 一 个 27， 一 共 要 
2 个 27 (B) 。32%27 的 结果 是 5， 这 表示 让 32 减 去 尽量 多 的 27 而 剩 下 来 
的 数 。 然 后 看 5 最 多 可 以 用 几 个 9， 一 个 也 用 不 了 ， 再 算 上 之 前 的 一 个 
9, 一 共 要 1 个 9 (A) 。59%9=5， 接 下 来 看 5 最 多 可 以 用 几 个 3，1 个 ， 再 
算 上 之 前 的 一 个 3， 一 共 要 2 个 3 (B) 。5%3=2， 最 后 看 2 最 多 可 以 用 几 
个 1，2 个 ， 算 上 之 前 的 一 个 1， 一 共 3 个 1 (CO) 。 所 以 结果 是 "BABC"。 





上 文 所 描述 的 玉 伪 进 制 虽然 和 K 进 制 不 同 ， 但 是 把 十 进 制 数 转换 
成 K 伪 进 制 数 的 过 程 却 和 把 十 进 制 数 转换 成 K 进 制 数 的 过 程 相似 。 具 体 
说 来 ， 步 又 2 中 是 从 低位 到 高 位 看 一 个 数 N 最 多 用 几 个 K 伪 进 制 的 位 ， 
时 间 复 杂 度 为 DO (logN ) (AK 为 底 ) ， 步 又 3 是 从 高 位 到 低位 反 着 回 
去 看 每 个 位 上 的 值 最 多 是 多 少 ， 时 间 复 杂 度 也 是 O (logN ) (UK 为 
IR) , K 为 chs 的 长 度 ， 所 以 以 上 过 程 的 时 间 复 杂 度 为 OD (logN ) (以 
chs 的 长 度 为 底 ) 。 





数字 到 字符 串 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getString 方 法 。 


public String getString(char[] chs, int n) { 
if (chs == null || chs.length == 0 || n< 1) I 
return ""; 
} 
int cur = 1; 
int base = chs.length; 


int len = 0; 


while (n >= cur) { 
len++; 
n -= cur; 
cur *= base; 
) 
char[] res = new char[len]; 
int index = 0; 


int nCur = 0; 


do { 
cur /= base; 
nCur = n / cur; 
res[index++] = getKthCharAtChs(chs, nCu 
n %= cur; 
} while (index ! = res.length); 


return String.valueOf(res); 


public char getKthCharAtChs(char[] chs, int k) I 
if (K<1 || k > chs.length) { 
return 0; 


) 


return chs[k - 1]; 


接 下 来 介绍 如 何 通 过 字符 串 得 到 对 应 的 数字 。 其 实 如 果 理 解 了 K 伪 
进 制 数 的 含义 ， 算 出 字符 串 对 应 的 数字 就 十 分 容易 了 。 例 如，chs=['A 
，'B' ，'C' ]， 字 符 串 是 "ABBA"， 可 以 知道 这 个 字符 串 的 含义 是 27 有 1 


个 ，9 有 2 个 ，3 有 2 个 ，1 有 1 个 ， 所 以 对 应 的 数字 是 52。 具 体 过 程 请 参看 
如 下 代码 中 的 getNum 方 法 。 


public int getNum(char[] chs, String str) { 

if (chs == null || chs.length == 0) { 
return 0; 

) 

char[] strc = str.toCharArray(); 

int base = chs.length; 

int cur = 1; 

int res = 0; 

for (int i = strc.length - 1; 1! = -1; i--) I 
res += getNthFromChar(chs, strc[i]) * c 
cur *= base; 

) 


return res; 


public int getNthFromChar(char[] chs, char ch) I 
int res = -1; 


for (int i = 0; i ! = chs.length; i++) { 


if (chs[i] == ch) I 


res = i + 1; 


break; 


} 


return res; 


1 到 jn 中 1 出 现 的 次 数 


【题目 】 
给 定 一 个 整数 n+ ， 返 回 从 1 到 n 的 数字 中 1 出 现 的 个 数 。 
例如 : 
n=5，1~n 为 1，2，3，4，5。 那 么 1 出 现 了 1 次 ， 所 以 返回 1。 


n =11, 1~n Wl, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11. MALEN 
的 次 数 为 1 CEMIX) > 10 CHER) > 11 (有 两 个 1， 所 以 出 现 了 2 
次 ) ， 所 以 返回 4。 


【 难度 】 
校 Ki 


【解答 】 








方法 一 : 容易 理解 但 是 复杂 度 较 高 的 方法 ， 即 逐一 考查 1~ ME 
一 个 数 里 有 多 少 个 1。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 solution1 方 法 。 


public int solutioni(int num) I 
if (num < 1) I 
return 0; 


) 


int count = 0; 


for (int i = 1; i ! = num + 1; i++) { 
count += getiNums(i); 


} 


return count; 


public int getiNums(int num) { 
int res = 0; 
while (num ! = 0) { 
if (num % 10 == 1) { 
res++; 
} 
num /= 10; 
} 


return res; 


} 


十 进 制 的 整数 NV 有 logN 位 (以 10 为 底 ) ， 所 以 考察 一 个 整数 含有 多 
少 个 1 的 代价 是 DO GogN ) ， 一 共 需 要 考察 N 个 数 ， 所 以 方法 一 的 时 间 
复杂 度 为 O (NlogN) (以 10 为 底 ) 。 


方法 二 : 不 再 依次 考察 每 一 个 数 ， 而 是 分 析 1 出 现 的 规律 。 


æn ， 如 果 只 有 1 位 的 情况 ， 因 为 1 一 9 的 数 中 ，1 只 出 现 1 次 ， 所 
以 如 果 n 只 有 1 位 时 ， 返 回 1。 接 下 来 以 nm =114 为 例 来 介绍 方法 二 。 先 不 
看 1 一 14 之 间 出 现 了 多 少 个 1， 而 是 先 求 出 15 一 114 的 数 之 间 一 共 出 现 了 
多 少 个 1。15 一 114 之 间 ， 哪 些 数 百 位 上 能 出 现 1 呢 ? EX, 100~ 
114 这 些 数 百 位 上 才 有 1， 所 以 百 位 上 的 1 出 现 的 次 数 为 15 个 ， 即 





1149%100+1。15 一 114 之 间 ， 哪 些 数 十 位 上 有 1 呢 ? 110, 111, 112, 
113，114，15，16，17，18，19。 这 些 数 的 十 位 上 才 有 1， 一 共 10 个 。 
15 一 114 之 间 ， 哪 些 数 个 位 上 有 1 呢 ? 101, 111, 21, 31, 41, 51, 61, 
71，81，91。 这 些 数 的 个 位 上 才 有 1， 一 共 10 个 。 





所 以 ， 观 察 发 现 如 下 规律 : 
1. 十 位 上 固定 是 1 的 话 ， 个 位 从 0 变 到 9 都 是 可 以 的 。 


2. 个 位 上 固定 是 1 的 话 ， 十 位 从 0 变 到 9 都 是 可 以 的 。 





3. 无 非 就 是 最 高 位 取 值 跟着 变化 ， 使 构成 的 数落 在 15 一 114 区 间 上 
BUT. 


所 以 ，15 一 114 之 间 的 数 在 十 位 和 个 位 上 的 1 的 数量 
=10+10=20=1x2x10， 即 《最 高 位 的 数字 ) x《〈 除 去 最 高 位 后 剩 下 的 位 
数 ) x《〈 某 一 位 固定 是 1 的 情况 下 ， 剩 下 的 1 位 数 都 可 以 从 0 到 9 自由 变 
化 ， 所 以 是 10 的 1 次 方 ) 。 这 样 就 求 出 了 15 一 114 之 间 1 的 个 数 ， 然 后 1 一 
14 的 数字 出 现 1 的 个 数 可 以 按照 如 上 方式 递归 求解 。 


再 举 一 例 ，n =21345。 先 不 看 1 一 1345 之 间 出 现 了 多 少 个 1， 而 是 先 
求 出 1346 一 21345 的 数 之 间 一 共 出 现 了 多 少 个 1。1346 一 21345 之 间 ， 哪 
些 数 万 位 上 能 出 现 1 呢 ? 毫 无 疑问 ，10000 一 19999 这 些 数 百 位 上 都 有 1， 
所 以 百 位 上 的 1 出 现 的 次 数 为 10000 个 。 与 上 一 例 不 同 的 是 ， 上 一 例 n 的 
最 高 位 是 1， 而 这 里 大 于 1。 如 果 像 上 例 那 样 最 高 位 的 数字 等 于 1， 那 么 
最 高 位 上 1 的 数量 = 除去 最 高 位 后 剩 下 的 数 +1。 而 如 果 像 本 例 那 样 最 高 位 
的 数字 大 于 1， 那 么 最 高 位 上 1 的 数量 =10000=10K 1 (k An 的 位 数 ， 本 
例 中 k 为 5) > 1346—21345Z 11], MEAT i EAN? 7E1346~ 11345 
范围 上 ， 和 于 位 上 固定 是 1 的 话 ， 百 位 、 十 位 和 个 位 可 自由 从 0 一 9 变换 ， 











10° 个 ， 在 11346 一 21345 范 围 上 ， 生 位 上 固定 是 1 的 话 ， 百 位 、 十 位 、 个 
位 可 自由 从 0 一 9 变换 ，103 个 ， 所 以 有 2x103 个 千 位 上 是 1。 哪 些 数 百 位 
上 有 1 呢 ? 在 1346 一 11345 范 围 上 ， 百 位 上 固定 是 1 的 话 ， 和 于 位、 十 位 、 

个 位 可 自由 从 0 一 9 变换 ，103 个 ， 在 11346 一 21345 范 围 上 ， 百 位 上 固定 
是 1 的 话 ， 千 位 、 十 位 、 个 位 可 自由 从 0 一 9 变换 ，103 个 ， 所 以 有 2x103 
个 百 位 上 是 1。 十 位 和 个 位 也 是 一 样 的 情况 ， 所 以 干 位 、 百 位 、 十 位 、 

个 位 是 1 的 总 数量 =2x4x103 ， 即 (最 高 位 的 数字 ) x 除去 最 高 位 后 剩 
下 的 位 数 ) x《〈 某 一 位 固定 是 1 的 情况 下 ， 剩 下 的 3 位 数 都 可 以 从 0 到 9 自 
由 变化 ， 所 以 是 103 ) 。 这 样 就 求 出 了 1346 一 21345 之 间 1 的 个 数 ， 然 后 1 
一 1345 的 数字 上 出 现 1 的 个 数 可 以 按照 如 上 方式 递归 求解 。 











具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 solution2 方 法 。 


public int solution2(int num) { 
if (num < 1) { 
return 0; 
} 
int len = getLenOfNum(num); 
if (len == 1) { 
return 1; 
} 
int tmp1 = powerBaseofio(len - 1); 
int first = num / tmp1; 
int firstOneNum = first == 1 ? num % tmp1 + 1 : 
int otherOneNum = first * (len - 1) * (tmp1 / 1 


return firstOneNum + otherOneNum + solution2(nu 


public int getLenOfNum(int num) { 


int len = 0; 


while (num ! = 0) { 
len++; 
num /= 10; 
) 


return len; 


public int powerBaseOf10(int base) { 
return (int) Math.pow(10, base); 
) 


仅 通 过 分 析 如 上 代码 就 可 以 知道 ，n 一 共有 多 少 位 ， 弟 归 函 数 最 多 
就 会 补 调 用 多 少 次 ， 即 logN i. FEIN RATA ab getLenOfNum h AM 
powerBaseOf10 方 法 的 复杂 度 分 别 为 O (logN ) 和 O (log(logN ))。 求 一 个 数 
的 A 次 方 的 问题 在 系统 内 部 实现 的 复杂 上 度 为 O (logA )，A 为 N 的 位 数 (A 
=logN )， 所 以 powerBaseOf10 方 法 的 时 间 复 杂 度 为 O (log(logN ))。 所 以 
方法 二 的 总 时 间 复 杂 度 为 O (logN xlogN )。 





从 六 个 数 中 等 概率 打印 M PÅ 


LAH] 





给 定 一 个 长 度 为 N 且 没 有 重复 元 素 的 数组 arr 和 一 个 整数 n ， 实 现 函 
数 等 概率 随机 打印 arr 中 的 M 个 数 。 


【要 求 】 
1. 相同 的 数 不 要 重复 打印 。 
2. 时 间 复 杂 度 为 O (M )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1)。 
3. 可 以 改变 am 数组 。 
DER] 
t HAS 


【解答 】 








如 果 没 有 空间 复杂 上 度 的 限制 ， 可 以 用 哈 希 表 标 记 一 个 数 之 前 是 否 被 
打印 过 ， 束 可 以 做 到 不 重复 打印 。 解 法 的 关键 点 是 利用 要 求 3 改变 数组 
arr。 打 印 过 程 如 下 : 


1. 在 [0，N-H 中 随机 得 到 一 个 位 置 a， 然 后 打印 arr[a]。 


2. 把 arr[al] 和 arr[N-1] 交 换 。 


3. 在 [0，N-2] 中 随机 得 到 一 个 位 置 b， 然 后 打印 arr[b]， 因 为 打印 过 
的 arr[a] 已 被 换 到 了 N -1 位 置 ， 所 以 这 次 打印 不 可 能 再 次 出 现 。 


4. 把 arr[b] 和 arr[N-2] 交 换 。 


5. fEL0, N -3] 中 随机 得 到 一 个 位 置 c， 然 后 打印 arr[cl， 因 为 打印 过 
的 arr[al] 和 arr[b] 已 被 换 到 了 N -1 位 置 和 N -2 位 置 ， 所 以 这 次 打印 都 不 可 能 
再 出 现 。 


6. 依 此 类 推 ， 直 到 打印 M NÅ. 


忆 之 ， 束 是 把 随机 选 出 来 的 数 打印 出 来 ， 然 后 将 打印 的 数 交 换 到 范 
转 中 的 最 后 位 置 ， 再 把 范围 缩 小 ， 使 得 被 打印 的 数 下 次 不 可 能 再 锐 选 
中 ， 直 到 打印 结束 。 很 多 有 关 等 概率 随机 的 面试 题 都 是 用 这 种 和 最 后 一 
个 位 置 交 换 的 解法 ， 和 希望 这 种 小 技巧 能 引起 读者 的 重视 。 有 基体 过 程 请 参 
看 如 下 代码 中 的 printRandM 方 法 。 











public void printRandM(int[] arr, int m) { 

if (arr == null || arr.length = 0 || m < 0) I 
return; 

) 

m = Math.min(arr.length, m); 

int count = 0; 

int i = 0; 

while (count < m) { 
1 = (int) (Math.random() * (arr.length 
System.out.println(arr[i]); 


swap(arr, arr.length - count++ - 1, i); 


public void swap(int[] arr, int index1, int 
int tmp = arr[index1]; 
arr[index1] = arr[index2]; 


arr[index2] = tmp; 


index2) I 


判断 一 个 数 是 否 是 回 文 数 
LAH] 


定义 回 文 数 的 概念 如 下 : 





e 如 宁 一 个 非 负 数 堪 右 完 全 对 应 ， 则 该 数 是 回 文 数 ， 例 如 : 121, 


22. 








e 如 果 一 个 负数 的 绝对 值 左右 完全 对 应 ， 也 是 回 文 数 ， 例 
如 : -121，-22 等 。 





给 定 一 个 32 位 整数 num， 判 断 num 是 否 是 回 文 数 。 
DER] 

t kax 
【解答 】 


本 题 的 实现 方法 当然 有 很 多 种 ， 本 书 介 绍 一 种 仅 用 一 个 整 型 变量 束 
可 以 实现 的 方法 ， 步 又 如 下 : 


1. 假设 判断 的 数字 为 非 负 数 n ， 先 生成 变量 help， 开 始 时 help=1。 


2. 用 help 不 停 地 乘 以 10， 直 到 变 得 与 num 的 位 数 一 样 。 例 如 : num 
等 于 123321 时 ，help 就 是 100000。num 如 果 是 131，help 就 是 100， 总 
之 ， 计 help 与 num 的 位 数 一 样 。 





3. 那么 num/help 的 结果 就 是 最 高 位 的 数字 ，num%10 束 是 最 低位 的 
数字 ， 比 较 这 两 个 数字 ， 不 相同 则 直接 返回 false。 相 同 则 令 num= 
(num%help)/10， 即 num 变 成 除去 最 高 位 和 最 低位 两 个 数字 之 后 的 值 。 令 
help/=100， 即 让 help 变 得 继续 和 新 的 num 位 数 一 样 。 





4. 如 果 num==0， 表 示 所 有 的 数字 都 已 经 对 应 判断 完 ， 返 回 true， 
售 则 重复 步骤 3。 





上 述 方法 就 是 让 num 每 次 剥 掉 最 左 和 最 右 两 个 数 ， 然 后 逐渐 完成 所 
有 对 应 的 判断 。 需 要 注意 的 是 ， 如 上 方法 只 适用 于 非 负 数 的 判断 ， 如 果 
n 为 负数 ， 则 先 把 n 变 成 其 绝对 值 ， 然 后 用 上 面 的 方法 进行 判断 。 同 时 
还 需 注意 ，32 位 整数 中 的 最 小 值 为 -2147483648， 它 是 转 不 成 相应 的 绝 
对 值 的 ， 可 这 个 数 也 很 明显 不 是 回 文 数 。 所 以 ， 如 果 n A-2147483648, 
直接 返回 false。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isPalindrome 方 法 。 








public boolean isPalindrome(int n) { 
if (n == Integer.MIN_VALUE) { 
return false; 
} 
n = Math.abs(n); 
int help = 1; 
while (n / help >= 10) { // 防止 helLp 溢 出 


help *= 10; 
} 
while (n ! = 0) I 
if (n / help ! = n % 10) { 


return false; 


n = (n % help) / 10; 
help /= 100; 
} 


return true; 


在 有 序 旋转 数组 中 找到 最 小 值 
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有 序数 组 arr 可 能 经 过 一 次 旋转 处 理 ， 也 可 能 没有 ， 且 ar 可 能 存在 
重复 的 数 。 例 如 ， 有 序数 组 [L，2，3，4，5，6，7]， 可 以 旋转 处 理 成 
[4，5，6，7，1，2，3] 等 。 给 定 一 个 可 能 旋转 过 的 有 序数 组 arr， 返 回 
arr 中 的 最 小 值 。 


【 难度 】 
BR kkk 
【 解答 1 


为 了 方便 描述 ， 我 们 把 没 经 过 旋转 前 ， 有 序数 组 arr 最 左边 的 数 ， 在 
经 过 旋转 之 后 所 处 的 位 置 叫 作 “ 断 点 ”。 例 如 ， 题 目 例 子 里 的 数组 ， 旋 转 
后 断 点 在 1 所 处 的 位 置 ， 也 就 是 位 置 4。 如 果 没 有 经 过 旋转 处 理 ， 断 点 在 
位 置 0。 那 么 只 要 找到 靳 点 ， 束 找到 了 最 小 值 。 


本 书 提 供 的 方式 做 到 了 尽 可 能 多 地 利用 二 分 查找 ， 但 是 最 差 情 况 下 
仍 无 法 避免 0 N ) 的 时 间 复 杂 度 。 我 们 假设 目前 想 在 arr[low..high] 这 
个 范围 上 找到 这 个 范围 的 最 小 值 〈 那 么 初始 时 low==0， 
high==arr.length-1) ， 以 下 是 具体 过 程 : 


1. 如 果 arr[low]<arr[high]， 说 明 arr[low..high] 上 没有 旋转 ， 上 断 点 就 
是 arr[low]， 返 回 arr[low] 即 可 。 


2. 令 mid=(low+high)/2，mid 即 arr[low..high] 中 间 的 位 置 。 


1) 如 果 arrflow]>arrfmid]， 说 明 断 点 一 定 在 arr[low..mid] 上 ， 则 令 
high=mid， 然 后 回 到 步骤 1。 


2) 如 果 arr[mid]j>arr[high]， 说 明 断 点 一 定 在 arr[mid..high] 上 ， 令 
low=mid， 然 后 回 到 步骤 1。 


3. 如 果 步 骤 1 和 步骤 2 的 逻辑 都 没有 命中 ， 说 明 什么 呢 ? 步骤 1 没有 
命中 说 明 arr[low]>=arr[high]， 步 又 2 的 1) 没 有 命中 说 明 arr[llow] 
<=arr[mid]， 步 又 2 的 2) 没 有 命中 说 明 ，arr[mid]<=arr[high]。 此 时 只 有 一 
种 情况 ， 也 就 是 arr[low]==arr[mid]j==arr[high]。 面 对 这 种 情况 根本 无 法 
判断 断 点 的 位 置 在 哪里 ， 很 多 书籍 在 面 对 这 种 情况 时 都 选择 直接 过 历 
arr[low..high] 的 方法 找 出 断 点 。 但 其 实 还 是 可 以 继续 为 二 分 创造 条 件 ， 
生成 变量 i， 和 初始 时 令 i=low， 开 始 同 右 裔 历 arr(i++)， 那 么 会 有 以 下 三 种 
情况 : 





e 情况 1: 遍历 到 东 个 位 置 时 发 现 arr[low]>arr[ij， 那 么 arr[] 就 是 类 
点 处 的 值 ， 因 为 在 arr 中 发 现 的 降序 必然 是 断 点 ， 所 以 直接 返回 


arr[ i] > 





e 情况 2: Me SEN A Harr[low]<arrli]» vi 
arr[ 计 >arr[rmid]， 那 么 说 明 断 点 在 arr[i..mid] 上。 此 时 又 可 以 开始 
二 分 ， 令 high=mid， 重 新 回 到 步 又 1。 


e 情况 3: 如 有 果 i==mid 都 没有 出 现 情况 1 和 情况 2， 说 明 从 arr 的 low 
位 置 到 mid 位 置 ， 值 全 部 都 一 样 。 那 么 断 点 只 可 能 在 
arr[mid..high] 上 ， 所 以 令 low=mid， 进 行 后 续 的 二 分 过 程 ， 重 
新 回 到 步骤 1。 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getMin 方 法 。 


US 


public int getMin(int[] arr) { 
int low = 0; 
int high = arr.length - 1; 
int mid = 0; 
while (low < high) { 
if (low == high - 1) { 
break; 
) 
if (arr[low] < arr[high]) I 
return arr[low]; 
) 
mid = (low + high) / 2; 
if (arr[low] > arr[mid]) I 
high = mid; 
continue; 
} 
if (arr[mid] > arr[high]) { 
low = mid; 
continue; 
i 
while (low < mid) { 
if (arr[low] == arr[mid]) { 
low++; 
} else if (arr[low] < arr[mid]) 


return arr[low]; 


) 


return Math.min(arr[low], arr[high]); 


在 有 序 旋转 数组 中 找到 一 个 数 
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有 序数 组 arr 可 能 经 过 一 次 旋转 处 理 ， 也 可 能 没有 ， 且 ar 可 能 存在 
重复 的 数 。 例 如 ， 有 序数 组 [1，2，3，4，5，6，7]， 可 以 旋转 处 理 成 
[4，5，6，7，1，2，3] 等 。 给 定 一 个 可 能 旋转 过 的 有 序数 组 arr， 再 给 
定 一 个 数 num， 返 回 arr 中 是 否 含有 num。 


【 难度 】 
BR kkk 
【 解答 1 


为 了 方便 描述 ， 我 们 把 没 经 过 旋转 前 ， 有 序数 组 arr 最 左边 的 数 ， 在 
经 过 旋转 之 后 所 处 的 位 置 叫 作 断 点 。 例 如 ， 题 目 例子 里 的 数组 ， 在 旋转 
后 断 点 在 1 所 处 的 位 置 ， 也 就 是 位 置 4。 如 有 果 一 个 数组 没有 经 过 旋转 处 
H, PREME. 


本 书 提 供 的 方式 做 到 了 尽 可 能 多 地 利用 二 分 查找 ， 但 是 最 差 情况 下 
仍 无 法 避免 O(N ) 的 时 间 复 共度 ， 以 下 是 具体 过 程 : 


1. 用 low 和 high 变 量 表 示 arr 上 的 一 个 范围 ， 每 次 判断 num 是 否 在 
arr[low..high] 上 ， 初 始 时 ，low=0，high=arr.length-1， 然 后 进入 步骤 2。 


2. 如 果 low>high， 直 接 进 入 步骤 5， 否 则 令 变 量 mid= 
(low+high)/2， 也 就 是 二 分 的 位 置 。 如 采 arr[midj==num， 直 接 返 回 true， 


否则 进入 步骤 3。 


3. 此 时 arr[mid]! =num。 如 果 发 现 arr[low]、arr[mid]、arr[high] 三 个 
值 不 都 相等 ， 直 接 进 入 步骤 4。 如 果 发 现 三 个 值 都 相等 ， 此 时 根本 无 法 
知道 断 点 的 位 置 在 mid 的 哪 一 人 出。 例如 : 7(low)...7(mid)...7(high)， 举 一 
个 极端 的 例子 ， 如 果 这 个 数组 中 只 有 一 个 值 为 num 的 数 ， 其 他 的 数 都 是 
7， 那 么 num 除 了 不 在 low、mid、high 这 三 个 位 置 以 外 ， 剩 下 的 位 置 都 是 
可 能 的 。 所 以 num 也 既 可 能 在 mid 的 左边 ， 也 可 能 在 右边 。 所 以 进行 这 
样 的 处 理 : 


1) 只 要 arr[low] 等 于 arr[mid]， 就 让 low 不 断 地 回 右 移动 
Gow++) ， 如 果 在 low 移 到 mid 的 期 间 ， 都 没有 发 现 arr[low] 和 arr[mid] 
不 等 的 情况 ， 说 明 num 只 可 能 在 mid 的 右 侧 ， 因 为 左 侧 全 都 扫 过 了 ， 此 
时 令 low=mid+1，high 不 变 ， 进 入 步骤 2。 


2) 只 要 arr[low] 等 于 arr[mid]， 就 让 low 不 断 地 向 右 移 动 
(low++) ， 如 果 期 间 一 旦 发 现 arrflow] 和 arrfmid] 不 等 ， 说 明 在 此 时 的 
arr[low (递增 后 的 )..mid..right] 上 是 可 以 判断 出 断 点 位 置 的 ， 则 进入 步 
又 4。 


4. 此 时 arr[mid]! =num， 并 且 arr[low]、arr[mid]、arr[high] 三 个 值 不 
都 相等 ， 那 么 是 一 定 可 以 二 分 的 ， 有 具体 判断 如 下 : 





如 果 arr[low]! =ar[mid]， 如 何 判 断 断 点 位 置 呢 ? 分 以 下 两 种 情况 。 


情况 一 : arr[mid]>arr[low]， 断 点 一 定 在 mid 的 右 侧 ， 此 时 
arr[low..mid] 上 有 序 。 


1) 如 果 num>=arr[lowl&g&num<ar[midj]， 说 明 num 只 需要 在 


arr[low..mid] 上 寻找 。 这 是 因为 如 果 num==arr[low]&&mnum<arr[mid]。 很 
显然 ， 在 arr[low..mid] 上 能 找到 num。 如 果 
num>arr[low]j&8&num<arr[mid]， 则 说 明 断 点 在 右 侧 ， 假 设 断 点 在 mid 和 
high 之 间 的 break 位 置 上 ， 那 么 arr[mid..break-1] 上 的 值 都 大 于 或 等 于 
arr[midl]， 也 都 大 于 num，arr[break..high] 上 的 值 都 小 于 或 等 于 arr[low]， 
也 都 小 于 num， 所 以 整个 mid 的 右 侧 都 没有 num。 综 上 所 述 ，num 只 需要 
在 arr[low..mid] 上 寻找 ， 令 high=mid-1， 进 入 步骤 2。 


2) 各 不 满足 条 件 D)， 说 明 要 么 num<arr[low]， 此 时 整个 
arr[low..mid] 上 都 大 于 num。 要 么 num>arr[mid]， 此 时 整个 arr[low..mid] 上 
都 小 于 num。 无 论 是 哪 种 ，num 都 只 可 能 出 现在 mid 的 右 侧 ， 所 以 令 
low=mid+1， 进 入 步骤 2。 








情况 二 : 不 满足 情况 一 则 断 点 一 定 在 mid 位 置 或 在 mid 左 侧 ， 不 管 是 
哪 一 种 ，arrfmid..high] 都 一 定 是 有 序 的 。 


1) 如 果 num>arr[mid]&&num<=arr[high] 与 情况 一 的 条 件 1) 相 同 的 分 
析 方 式 ， 令 low=mid+1， 进 入 步 又 2。 


2) 大 不 满足 条 件 1)， 与 情况 一 的 条 件 2) 相 同 的 分 析 方 式 ， 令 
high=mid-1， 进 入 步 又 2。 


如 果 arr[mid]! =arr[high]， 如 何 判 断 断 点 的 位 置 呢 ? 和 arr[low]! 
=arr[mid] 时 一 样 的 分 析 方式 ， 这 里 不 再 详 述 。 


5. 如 果 low 在 high 的 右边 (low>high) ， 说 明 arr 中 没有 num， 返 回 


false。 


全 部 的 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isContains 方 法 。 


public boolean isContains(int[] arr, int num) { 
int low = 0; 
int high = arr.length - 1; 
int mid = 0; 
while (low <= high) { 
mid = (low + high) / 2; 
if (arr[mid] == num) { 


return true; 


) 
if (arr[low] == arr[mid] && arr[mid] == 
while (low ! = mid && arr[low] 
low++; 
) 
if (low == mid) I 
low = mid + 1; 
continue; 
} 
} 
if (arr[low] ! = arr[mid]) { 


if (arr[mid] > arr[low]) { 
if (num >= arr[low] && 
high = mid - 1; 
} else { 
low = mid + 1; 
) 
} else { 


if (num > arr[mid] && n 


low = mid + 1; 
} else { 
high = mid - 1; 


) 
} else { 


if (arr[mid] < arr[high]) { 
if (num > arr[mid] && n 
low = mid + 1; 
} else { 
high = mid - 1; 
} 
} else { 
if (num >= arr[low] && 
high = mid - 1; 
} else { 


low = mid + 1; 


} 


return false; 


数字 的 英文 表达 和 中 文 表达 


LAH] 


给 定 一 个 32 位 整数 num， 写 两 个 函数 分 别 返 回 num 的 英文 与 中 文 表 


达 字 符 串 。 
【举例 】 


num=319 


英文 表达 字符 串 为 : 
中 文 表达 字符 串 为 : 


num=1014 


英文 表达 字符 串 为 : 
中 文 表达 字符 串 为 : 


num=-2147483648 


英文 表达 字符 串 为 : 


Three Hundred Nineteen 


STL 


One Thousand, Fourteen 


Negative, Two Billion, One Hundred Forty 


Seven Million, Four Hundred Eighty Three Thousand, Six Hundred Forty 


Eight 


中 文 表达 字符 串 为 : 


负 二 十 一 亿 四 千 七 百 四 十 八 万 三 干 六 百 四 十 八 


num=0 
英文 表达 字符 串 为 : Zero 
中 文 表达 字符 串 为 : F 

DER] 
BE kkk 

【解答 】 


本 题 的 重点 是 考 奋 面 试 者 分 析 业 务 场景 并 实际 解决 问题 的 能 力 。 本 
题 实现 的 方式 当然 是 多 种 多 样 的 ， 本 书 提供 的 方法 仅 是 作者 的 实现 ， 希 
望 读 者 也 能 写 出 自己 的 实现 。 


英文 表达 的 实现 。 瑞 文 的 表达 是 以 三 个 数 为 单位 成 一 组 的 ， 所 以 先 
要 解决 数字 1 一 999 的 表达 问题 。 首 先 看 数字 1 一 19 的 表达 问题 ， 有 具体 过 
程 请 参看 如 下 代码 中 的 num1To19 方 法 。 


public String numiTo19(int num) I 

if (num < 1 || num > 19) { 
return ""; 

} 

String[] names = { "One ", "Two ", "Three ", "F 
"Seven ", "Eight ", "Nine ", "Ten ", "E 
"Thirteen ", "Fourteen ", "Fifteen ", " 
"Eighteen ", "Nineteen " ); 


return names[num - 11; 


然后 利用 num1To99 函 数 来 解雇 数字 1 一 99 的 表达 问题 。 有 具体 参看 如 
下 的 num1To99 方 法 。 


public String num1To99(int num) I 
if (num < 1 || num > 99) { 
return ""; 
} 
if (num < 20) { 
return numiTo19(num); 
} 
int high = num / 10; 
String[] tyNames = { "Twenty ", "Thirty ", "For 
"Sixty ", "Seventy ", "Eighty " 


return tyNames[high - 2] + numiTo19(num % 10); 


有 以 上 两 个 函数 ， 再 解决 数字 1~999。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 
num1T0999 方 法 。 


public String numiTo999(int num) { 
if (num < 1 || num > 999) { 
return ""; 
i; 
if (num < 100) { 
return numiTo99(num); 


} 
int high = num / 100; 


return numiTo19(high) + "Hundred " + num1To99(n 
) 





最 后 可 以 解决 最 终 的 问题 ， 需 要 注意 如 下 几 个 特殊 情况 : 
e num 为 0 的 情况 要 单独 处 理 。 


e num 为 负 的 处 理 ， 对 于 负数 ， 一 律 以 处 理 其 绝对 值 的 方式 来 得 
到 表达 字符 串 ， 然 后 加 上 “Negative.” 的 前 级 ， 所 以 num 为 
Integer.MIN_VALUE 时 ， 也 是 特殊 情况 。 


o 把 32 位 整数 分 解 成 十 亿 组 、 百 万 组 、 王 组 、1 一 999 组 。 对 每 个 
组 的 表达 利用 num1lTo999 方 法 ， 再 把 组 与 组 之 间 各 自 的 表达 字 
符 串 连接 起 来 即 可 。 


最 后 是 英文 表达 的 主 方法 ， 参 见 如 下 代码 中 的 getNumEngExp 方 
TF 


public String getNumEngExp(int num) { 

if (num == 0) { 
return "Zero"; 

} 

String res = ""; 

if (num < 0) I 
res = "Negative, "; 

} 

if (num == Integer.MIN VALUE) { 
res += "Two Billion, "; 


num %= -2000000000; 


} 


num = Math.abs(num); 
int high = 1000000000; 
int highIndex = 0; 
String[] names = { "Billion", "Million", "Thous 
while (num ! = 0) { 
int cur = num / high; 
num %= high; 
if (cur ! = 0) I 
res += numiTo999(cur); 
res += names[highIndex] + (num 
) 
high /= 1000; 
highIndex++; 


} 


return res; 


中 文 表达 的 实现 。 与 英文 表达 的 处 理 过 程 类 似 ， 都 是 由 小 范围 的 数 
加 大 范围 的 数 扩张 的 过 程 ， 这 个 过 程 有 非常 不 同 的 处 理 细 市 。 


首先 解决 数字 1 一 9 的 中 文 表达 问题 ， 具 体 参 看 如 下 代码 中 的 
num1To9 方 法 


public String numiTo9(int num) { 
if (num < 1 || num > 9) I 


return 


String[] names = { op MEN NET, "py", MA, 
return names[num - 11; 


} 


利用 num1To9 方 法 ， 我 们 来 看 看 数字 1 一 99 如 何 表达 。 其 中 有 一 个 
很 值得 注意 的 细节 ，16 的 表达 是 十 六 ，116 的 表达 是 一 百 一 十 六 ，1016 
的 表达 可 以 是 一 千 零 十 六 ， 也 可 以 是 一 千 零 一 十 六 。 这 个 细节 说 明 ， 对 
10 一 19 来 说 ， 如 果 其 前 一 位 〈 也 就 是 百 位 ) 有 数字 ， 则 表达 该 是 一 十 一 
一 十 九 。 如 果 百 位 上 没 数 字 ， 则 表达 应 该 一 律 规 定 为 十 一 十 九 。 有 具体 过 
程 请 参看 如 下 代码 中 的 num1To99 方 法 ，boolean 型 参数 hasBai 表 示 是 否 
其 前 一 位 〈 百 位 ) 有 数字 。 











public String num1To99(int num, boolean hasBai) { 
if (num < 1 || num > 99) { 
return ""; 
} 
if (num < 10) { 
return numiTo9(num); 
} 
int shi = num / 10; 
if (shi == 1 && (! hasBai)) { 
return "++" + numiTo9(num % 10); 
} else { 


return numiTo9(shi) + "+" + num1To9(nur 


} 


利用 num1l1To9 与 num1To99 方 法 后 ， 接 下 来 解决 数字 1 一 999 的 表 


US 


达 ， 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 num1To999 方 法 。 


public String numiTo999(int num) { 
if (num < 1 || num > 999) { 
return ""; 
} 
if (num < 100) { 
return numiTo99(num, false); 
i; 
String res = numiTo9(num / 100) + "EH"; 
int rest = num % 100; 
if (rest == 0) { 
return res; 
} else if (rest >= 10) { 
res += numiTo99(rest, true); 
} else { 
res += "2" + numiTo9(rest); 
i; 


return res; 


然后 是 数字 1 一 9999 的 表达 问题 ， 见 如 下 代码 中 的 num1To9999 方 
法 。 


public String num1To9999(int num) I 
if (num < 1 || num > 9999) £ 


return ""; 


if (num < 1000) { 
return num1To999(num); 
} 
String res = numiTo9(num / 1000) + "F"; 
int rest = num % 1000; 
if (rest == 0) { 
return res; 
} else if (rest >= 100) { 
res += numiTo999(rest); 
} else { 
res += "2" + numiTo99(rest, false); 


} 


return res; 





接 下 来 是 数字 1 一 99999999 的 表达 问题 ， 见 如 下 代码 中 的 
num1To99999999 方 法 。 


public String numiTo99999999(int num) { 
if (num < 1 || num > 99999999) { 
return ""; 
} 
int wan = num / 10000; 
int rest = num % 10000; 
if (wan == 0) { 


return numiTo9999(rest); 


String res = numiTo9999(wan) + "i"; 
if (rest == 0) { 
return res; 
} else { 
if (rest < 1000) { 
return res + "2" + num1To999(re 
} else { 


return res + numiTo9999(rest); 


最 后 是 中 文 表达 的 主 方法 ， 参 见 如 下 代码 中 的 getNumChiExp 方 
Ke 


public String getNumChiExp(int num) { 
if (num == 0) I 
return "2"; 


} 
String res = num < 0 ? "fa" : mn; 
int yi = Math.abs(num / 100000000); 
int rest = Math.abs((num % 100000000) ); 
if (yi == 0) I 
return res + num1T099999999(rest); 
i; 
res += num1To9999(yi) + "HZ"; 


if (rest == 0) { 


return res; 
} else { 
if (rest < 10000000) { 
return res + "2" + num1T099999¢ 
} else { 


return res + num1To99999999(res 
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的 场景 出 发 ， 把 复杂 的 事情 拆 解 成 简单 的 场景 ， 最 终 得 到 想 要 的 结果 。 





分 糖果 问题 
[HH] 


一 群 孩子 做 游戏 ， 现 在 请 你 根据 游戏 得 分 来 发 糖果 ， 要 求 如 下 : 


1. 每 个 孩子 不 管 得 分 多 少 ， 起 码 分 到 1 个 糖果 。 





2. 任意 两 个 相 邻 的 孩子 之 间 ， 得 分 较 多 的 孩子 必须 拿 多 一 些 的 糖 
Ro 


给 定 一 个 数组 arr 代 表 得 分 数组 ， 请 返回 最 少 需要 多 少 糖果 。 





例如 : 2，2]， 糖 果 分 配 为 [1，2，14]， 即 可 满足 要 求 晶 数量 
最 少 ， 所 以 返 


【 进 阶 题目 】 
原 题 目 中 的 两 个 规则 不 变 ， 再 加 一 条 规则 : 
3. 任意 两 个 相 邻 的 孩子 之 间 如 果 得 分 一 样 ， 糖 果 数 必须 相同 。 
给 定 一 个 数组 arr 代 表 得 分 数组 ， 返 回 最 少 需要 多 少 糖 有 果 。 





例如 : arr=[1，2，2]， 糖 果 分 配 为 [L，2，2]， 即 可 满足 要 求 且 数 量 
最 少 ， 所 以 返回 5。 


【要 求 】 


arr 长 度 为 N ， 原 题 与 进 阶 题 都 要 求 时 间 复 杂 度 为 O (N )， 额 外 空间 
REANO (1)。 


【 难度 】 
校 ku 


【解答 】 





原 问题 。 先 引入 疏 坡 和 下 坡 的 概念 ， 从 左 到 右 依 次 考虑 每 个 孩子 ， 
如 果 一 个 孩子 的 右 邻居 比 他 大 ， 那 么 忠 坡 过 程 开始 。 如 果 一 直 单调 闻 
W, RENEE FREE. FER. MR EE. fi 
EF HSE NB TAUX FRE TA, UT. ME 
中 的 叫 左 坡 ， 下 坡 中 的 叫 右 坡 。 








HEH, 2, 3, 2, 1], AXA. 2, 3 ARAL, 2, 1]. Ei 
[1L，2，2， 了 了， 第 一 个 左 坡 为 [L，2]， 第 一 个 右 坡 为 [2]〔〈 只 含有 第 一 个 
2), ESS ÆDER CRRA R TD 第 三 全 有 起 为 区 11 kin 
[1 2 3 dy: 2h TANT 2 31 AALS 1 GST 
左 坡 为 [1，2]， 第 二 个 右 坡 为 [2]。 


定义 了 息 坡 过 程 和 下 坡 过 程 之 后 ， 大 家 可 以 看 到 ，arr 数 组 可 以 被 分 
解 成 很 多 对 左 坡 和 右 坡 ， 利 用 左 坡 和 右 坡 来 看 糖果 如 何 分 。 假 设 有 一 对 
左 坡 和 右 坡 ， 分 别 为 [1，4，5，9] 和 [9，3，2]。 对 左 坡 来 说 ， 从 左 到 石 
分 的 糖果 应 该 为 [1，2，3，4]， 对 右 坡 来 说 ， 从 左 到 右 分 的 糖果 应 该 为 
[3，2，1]。 但 这 两 种 分 配方 式 对 9 这 个 坡 项 的 分 配 古 不 同 的 ， 怎 么 决定 
ME? 看 左 坡 和 右 坡 的 坡度 哪个 更 大 ， 坡 度 是 指 坡 中 除去 相同 的 数字 之 后 
CE AUTEUR) 的 序列 长 度 。 而 根据 我 们 定义 的 爬 坡 和 下 二 
过 程 ， 左 坡 和 右 坡 中 都 不 可 能 有 重复 数字 ， 所 以 坡度 就 是 各 目的 序列 长 




















度 。[1，2，3，4] 坡 度 为 4，[3，2，1] 坡 度 为 3。 如 果 左 坡 的 坡度 更 大 ， 
坡 顶 就 按 左 坡 的 分 配 ， 如 果 右 坡 的 坡度 更 大 ， 束 按 右 坡 的 分 配 ， 所 以 最 
终 分 配 为 [L，2，3，4，2，1]。 


成 对 的 左 坡 和 右 坡 都 按照 这 种 处 理 方 式 ， 从 左 到 右 处 理 得 分 数组 
arr， 统 计 总 体 的 糖果 数 即 可 。 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 candy1 方 


TR 


public int candyi(int[] arr) { 


if (arr == null || arr.length == 0) { 


return 0; 
} 
int index = nextMinIndexi(arr, 0); 
int res = rightCands(arr, 0, index++); 
int lbase = 1; 
int next = 0; 
int rcands = 0; 
int rbase = 0; 
while (index ! = arr.length) { 


if (arr[index] > arr[index - 11) I 
res += ++lbase; 
index++; 

} else if (arr[index] < arr[index - 1]) 
next = nextMinIndexi(arr, index 
rcands = rightCands(arr, index 
rbase = next - index + 1; 


res += rcands + (rbase > lbase 


lbase = 1; 


index = next; 


} else { 
res += 1; 
lbase = 1; 
index++; 

} 


} 


return res; 


public int nextMinIndexi(int[] arr, int start) { 
for (int i = start; i ! = arr.length - 1; i++) 
if (arr[i] <= arr[i + 1]) { 


return i; 


} 


return arr.length - 1; 


public int rightCands(int[] arr, int left, int right) { 
int n = right - left + 1; 


return n +n * (n - 1) / 2; 


EMT IHLE > EASTERN AL LAT NEN Sr ALI, BONE OT BI AE 
进行 修改 。 从 左 到 右 依 次 考虑 每 个 孩子 ， 如 果 一 个 孩子 的 右 邻 大大 于 或 





Et, KARTE, MR ERA, MENER, FUER 
结束 ， 下 坡 开始 。 如 果 一 直 不 升序 ， 就 一 直下 坡 ， 直 到 遇 到 一 个 孩子 的 
邻居 大 于 他 ， 则 下 坡 结束 。 改 坡 中 的 叫 左 坡 ， 下 坡 中 的 叫 右 坡 。 比 
Un, [1, 2, 3, 2, 1) ASAT 2, 31, EWW, 2, 1]. HA, 

[1, 2, 2, 1], EAN, 2, 2], ARAL, 1]. 








依然 是 利用 左 坡 和 右 坡 来 决定 糖果 如 何 分 配 ， 还 是 举例 说 明 整 个 分 
KE: 比如 ; 10 152335 35 25 2 20 Ds Ty 1h ARR 
[0 Å Qe 35 Bh Ble GR GL Å 25 45 (Ls NER 
说 ， 从 左 到 右 分 的 糖果 应 该 为 [1，2，3，4，4，4]， 对 右 坡 来 说 ， 从 左 
到 右 分 的 糖果 应 该 为 [3，2，2，2，2，2，1，1]。 所 以 左 坡 和 右 坡 的 分 
配方 案 对 整个 坡 项 的 分 配 其 实 是 矛盾 的 。 注 意 ， 在 这 种 情况 下 ， 其 实 坡 
顶 为 3 个 元 素 ， 即 [3，3，3]。 根 据 新 的 规则 ， 相 邻 的 且 得 分 相等 的 孩子 
拿 的 糖果 数 要 一 样 。 所 以 坡 顶 究竟 按 谁 的 来 呢 ? 同样 是 根据 左 坡 和 右 坡 
的 坡度 决定 ， 左 坡 [0，1，2，3，3，3] 的 坡度 为 4， 右 坡 [3，2，2，2， 
2，2，1， 菇 的 坡度 为 3， 坡 顶 分 的 糖果 数 同 样 按照 坡度 大 的 来 决定 。 所 
以 总 的 分 配方 案 为 1，2，3，4，4，4，2，2，2，2，2，1，1]， 也 就 是 
说 ， 坡 顶 的 所 有 小 朋友 都 根据 坡度 大 的 一 方 决 定 。 有 共 体 过 程 请 参看 如 下 
代码 中 的 candy2 方 法 。 











public int candy2(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 
} 
int index = nextMinIndex2(arr, 0); 
int[] data = rightCandsAndBase(arr, 0, index++); 


int res = data[0]; 


int lbase = 1; 
int same = 1; 
int next = 0; 
while (index ! = arr.length) { 

if (arr[index] > arr[index - 1]) I 
res += ++lbase; 
same = 1; 
index++; 

} else if (arr[index] < arr[index - 1]) { 
next = nextMinIndex2(arr, index - 1); 
data = rightCandsAndBase(arr, index - 1, ne 
if (data[1] <= lbase) { 

res += data[0] - data[1]; 
} else { 


res += -lbase * same + data[0] - data[1 


} 
index = next; 
lbase = 1; 
same = 1; 

} else { 


res += lbase; 
same++; 


index++; 


} 


return res; 


public int nextMinIndex2(int[] arr, int start) { 
for (int i = start; i ! = arr.length - 1; i++) 
if (arr[i] < arr[i + 1]) I 


return i; 


) 


return arr.length - 1; 


public int[] rightCandsAndBase(int[] arr, int left, int 
int base = 1; 
int cands = 1; 
for (int i = right - 1; i >= left; i--) I 
if (arr[i] == arr[i + 1]) I 
cands += base; 
} else { 


cands += ++base; 


} 


return new int[] { cands, base }; 


一 种 消息 接收 并 打印 的 结构 设计 


LAH] 

消息 流 吐 出 2， 一 种 结构 接收 而 不 打印 2， 因 为 1 还 没 出 现 。 
消息 流 叶 出 1， 一 种 结构 接收 1， 并 且 打 印 : 1，2。 
消息 流 吐 出 4， 一 种 结构 接收 而 不 打印 4， 因 为 3 还 没 出 现 。 
消息 流 吐 出 5， 一 种 结构 接收 而 不 打印 5， 因 为 3 还 没 出 现 。 
消息 流 吐 出 7， 一 种 结构 接收 而 不 打印 7， 因 为 3 还 没 出 现 。 
消息 流 吐出 3， 一 种 结构 接收 3， 并 且 打 印 : 3, 4, 5. 
消息 流 叶 出 9， 一 种 结构 接收 而 不 打印 9， 因 为 6 还 没 出 现 。 
消息 流 吐 出 8， 一 种 结构 接收 而 不 打印 8， 因 为 6 还 没 出 现 。 


消息 流 吐 出 6， 一 种 结构 接收 6， 并 且 打 印 : 6, 7, 8, 9. 





己 知 一 个 消息 流 会 不 断 地 吐出 整数 1~~N ”， 但 不 一 定 按照 顺序 吐 
出 。 如 果 上 次 打印 的 数 为 i ， 那 么 当 i +1 出 现时 ， 请 打印 i +1 及 其 之 后 接 
收 过 的 并 且 连 续 的 所 有 数 ， 直 到 1~N 全 部 接收 并 打印 完 ， 请 设计 这 种 
接收 并 打印 的 结构 。 


【要 求 】 


消息 流 最 终 会 吐出 全 部 的 1 一 N ， 当 然 最 终 也 会 打印 完 押 有 的 1 一 N 
， 要 求 接收 和 打印 1~N 的 整个 过 程 ， 时 间 复 杂 度 为 O CN )。 


【 难度 】 
BR kkk 
【解答 】 


本 题 的 设计 方法 有 很 多 ， 本 书 提供 一 种 设计 实现 供 读者 参考 。 结 构 
假设 叫 MessageBox， 先 以 一 个 与 题目 不 同 的 例子 来 简单 说 明 过 程 : 


1. 消息 流 吐 出 2，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {2}， 此 时 不 打 
印 ， 因 为 1 没 出 现 。 


2. 消息 流 吐 出 1，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {1}， 人 发现 可 以 
与 {2} 连 在 一 起 ， 所 以 连 成 整个 连续 区 间 {1，2}。 此 时 1 出 现 了 ， 所 以 打 
印 1，2， 打 印 后 删除 连续 区 间 {1，2}。 


3. 消息 流 吐 出 4，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {4} 。 


连 
4. 消息 流 吐 出 5，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {5}， 发 现 可 以 


与 {4} 连 在 一 起 ， 所 以 连 成 整个 连续 区 间 {4，5}。 


5. 消息 流 吐 出 7，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 则 {7}， 此 时 
MessageBox 中 有 两 个 连续 区 则 ， 分 别 为 {4，5} 和 {7}。 但 3 还 没 出 现 ， 所 
以 不 打印 。 


6. 消息 流 吐 出 9，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {9}， 此 时 
MessageBox 中 有 三 个 连续 区 则 ， 分 别 为 {4，5}、{7} 和 {9}。 但 3 还 没 出 


现 ， 所 以 不 打印 。 


7. 消息 流 吐 出 8，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {8}， 此 时 发 现 
{8} 的 出 现 可 以 把 {7} 和 {9} 连 在 一 起 ， 所 以 连 成 整个 连续 区 间 {7，8， 
9}。 此 时 MessageBox 中 有 两 个 连续 区 间 ， 分 别 为 4，5} 和 {7，8，9)}。 
但 3 还 没 出 现 ， 所 以 不 打印 。 


8. 消息 法 吐 出 6，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {6}， 此 时 发 现 
{6} 的 出 现 可 以 把 {4，5} 和 {7，8，9} 连 在 一 起 ， 所 以 连 成 整个 连续 区 间 
{4，5，6，7，8，9}。 但 3 还 没 出 现 ， 所 以 不 打印 。 


9. 消息 流 吐 出 3，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {3}， 发 现 可 以 
与 {4，5，6，7，8，9} 连 在 一 起 ， 所 以 连 成 整个 连续 区 间 {3，4，5， 
6，7，8，9}。 此 时 3 出 现 了 ， 所 以 打印 3，4，5，6，7，8，9。 打 印 后 
删除 连续 区 间 {3，4，5，6，7，8，9}， 整 个 过 程 结 束 。 


分 析 如 上 过 程 可 以 知道 ， 如 果 达 到 整个 过 程 ， 其 时 间 复 杂 度 为 O (N 
)， 我 们 需要 设计 好 的 连续 区 间 结 构 ， 并 且 在 一 个 数 出 现时 ， 还 要 方便 
地 将 这 个 数 上 下 有 关 的 连续 区 间 连 接 在 一 起 。 下 面 就 介绍 MessageBox 结 
构 的 具体 设计 细 市 : 


1. 当 接 收 一 个 数 num 时 ， 先 根据 num 生 成 一 个 单 链 表 节 点 的 实例 ， 
单 链表 结构 记 为 Node， 具 体 请 参看 如 下 的 Node 类 。 


public class Node { 


public int num; 


public Node next; 


public Node(int num) { 


this.num = num; 


} 


2. 连续 结构 就 是 一 个 单 链表 结构 ， 但 这 是 不 够 的 ， 为 了 可 以 快速 
合并 ，MessageBox 中 还 有 三 个 重要 的 部 分 : headMap、tailMap 和 
lastPrint。headMap 是 一 个 哈 希 表 ，key 为 整 型 ， 表 示 一 个 连续 区 间 开 始 
的 数 ，value 为 Node 类 型 ， 表 示 根 据 key 这 个 数 生成 的 节点 ， 也 是 连续 区 
间 的 第 一 个 节点 。tailMap 也 是 一 个 哈 希 表 ，key 为 整 型 ,表示 一 个 连续 
区 间 结 束 的 数 ，value 为 Node 类 型 ， 表 示 根 据 key 这 个 数 生成 的 节点 ， 也 
是 连续 区 间 的 最 后 一 个 节点 。 比 如 连续 区 间 {4，5，6，7，8，9}， 假 设 
节点 值 为 4 的 节点 记 为 start， 市 点 值 为 9 的 节点 记 为 end， 从 start 鲁 end 是 
一 条 单 链表 ， 上 面 有 节点 值 从 4 到 9 的 所 有 节点 ， 而 且 在 headMap 中 还 有 
记录 (4，start)， 在 tailMap 中 还 有 记录 (9，end)。lastPrint 表 示 上 次 打印 的 
是 什么 数 。 








3. 接收 num 之 后 ， 假 设 根据 num 生 成 的 单 链 表 节 点 实例 为 cur。 现 
在 的 num 可 以 上 自己 成 为 一 个 连续 区 间 ， 即 在 headMap 中 加 上 记录 (num， 
cur)， 在 tailMap 中 也 加 上 记录 (num，cunm)。 然 后 依次 进行 如 下 处 理 : 


1) 在 tailMap 中 查询 是 否 有 key==num-1 的 记录 。 如 果 有 ， 说 明 存在 
一 个 连续 区 间 以 num-1 结 尾 ， 记 为 连续 区 间 A ， 那 么 A 可 以 和 num 上 自己 的 
连续 区 间 人 合并。 假设 A 最 后 的 数 num-1 对 应 的 节点 为 end， 那 么 令 
end.next=cur, ZKA FS) A [a] BERE BUS IN SN cur. ETE 
tailMap 中 删除 记录 Cum-1，end)， 因 为 以 num-1 结 尾 的 连续 区 间 已 经 不 
存在 ， 大 的 连续 区 间 是 以 num 结 尾 的 。 最 后 在 headMap 中 删除 记录 


Cum，cun， 因 为 以 num 开 始 的 连续 区 间 已 经 不 存在 ， 大 的 连续 区 间 的 
头 是 合并 前 连续 区 间 A 的 头 。 如 果 没 有 key==num-1 的 记录 ， 则 什么 也 不 
用 做 。 


2) 在 headMap 中 查询 是 否 有 key==num+1 的 记录 。 如 果 有 ， 说 明 存 

在 一 个 连续 区 间 以 num+1 开 始 ， 记 为 连续 区 间 B ， 那 么 B 可 以 和 以 num 
结尾 的 连续 区 间 合 并 。 假 设 B 开始 的 数 num+1 对 应 的 节点 为 start， 那 么 
令 cur.next=start， 表 示 以 num 结 尾 的 连续 区 间 的 链表 合 和 B 的 链表 合并 。 

然后 在 headMap 中 删除 记录 (num+1，star0， 因 为 以 num+1 开 始 的 连续 区 
间 已 经 不 存在 。 最 后 在 tailMap 中 删除 记录 (num，cun， 因 为 以 num 结 束 

的 连续 区 间 也 已 经 不 存在 。 如 果 没 有 key==num+1 的 记录 ， 则 什么 也 不 

用 做 。 











整个 步骤 3 就 是 做 一 件 事 情 ， 看 num 上 下 的 连续 区 域 有 没有 因为 自 
己 的 出 现 可 以 进行 合并 ， 能 合并 的 全 部 都 合并 在 一 起 。 


4. 加 入 num 之 后 ， 能 不 能 打印 。 如 果 能 打印 ， 把 打印 的 连续 区 域 
一 律 删除 。 


如 上 过 程 中 ， 连 续 区 域 的 合并 全 是 O (1) 的 时 间 复 杂 上 度 ， 因 为 都 是 简 
单 的 哈 希 表 碍 询 操作 或 者 是 把 某 个 节点 的 next 指 针 赋 值 而 已 。 整 体 过 程 
的 时 间 复 杂 度 为 O (N )，MessageBox 结 构 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 


的 MessageBox 类 。 








public class MessageBox { 
private HashMap<Integer, Node> headMap; 
private HashMap<Integer, Node> tailMap; 


private int lastPrint; 


public MessageBox() { 
headMap = new HashMap<Integer, Node>(); 
tailMap = new HashMap<Integer, Node>(); 


lastPrint = 0; 


public void receive(int num) { 

if (num < 1) { 
return; 

} 

Node cur = new Node(num); 

headMap.put(num, cur); 

tailMap.put(num, cur); 

if (tailMap.containsKey(num - 1)) { 
tailMap.get(num - 1).next = cur 
tailMap.remove(num - 1); 
headMap.remove(num) ; 

} 

if (headMap.containsKey(num + 1)) { 
cur.next = headMap.get(num + 1) 
tailMap.remove(num); 
headMap.remove(num + 1); 

} 

if (headMap.containsKey(lastPrint + 1)) 


print(); 


private void print() { 

Node node = headMap.get(++lastPrint); 

headMap.remove(lastPrint); 

while (node ! = null) { 
System.out.print(node.num + " 
node = node.next; 
lastPrint++; 

) 

tailMap.remove(--lastPrint); 


System.out.println(); 


设计 一 个 没有 扩容 负担 的 扒 结 构 


LAH] 


堆 结 构 一 般 是 使 用 固定 长 度 的 数组 结构 来 实现 的 。 这 样 的 实现 虽然 
足够 经 典 ， 但 存在 扩容 的 负担 ， 比 如 不 断 向 堆 中 增加 元 素 ， 使 得 固定 数 
组 快 耗 尽 时 ， 惑 不 得 不 申请 一 个 更 大 的 固定 数组 ， 然 后 把 原来 数组 中 的 
对 象 复制 到 新 的 数组 里 完成 堆 的 扩容 ， 所 以 ， 如 果 扩 容 时 堆 中 的 元 素 个 
BAN > MAD AT AMIN TRAE AO N )。 请 设计 一 种 没有 扩容 负 
担 的 扒 结 构 ， 即 在 任何 时 刻 有 关 扒 的 操作 时 间 复 杂 度 都 不 超过 O (logN 





1. 没有 扩容 的 负担 。 

2. 可 以 生成 小 根 堆 ， 也 可 以 生成 大 根 扒 。 
3. 包 合 getHead 方 法 ， 返 回 当前 堆 顶 的 值 。 
4. 包含 getSize 方 法 ， 返 回 当前 堆 的 大 小 。 


5. 包含 add(x) 方 法 ， 即 同 堆 中 新 加 元 素 x， 操 作 后 依然 是 小 根 堆 / 大 
ÅR HE. 


6. 包含 popHead 方 法 ， 即 删除 并 返回 堆 顶 的 值 ， 操 作 后 依然 是 小 根 
堆 / 大 根 堆 。 


7. 如 果 堆 中 的 节点 个 数 为 N ， 那 么 各 个 方法 的 时 间 复 杂 度 为 : 
getHead:O (1). 
getSize:O (1). 
add:O (logN )。 
popHead:O (logN ). 
【难度 】 
将 kok 


【解答 】 








本 题 的 设计 方法 有 很 多 ， 本 书 提供 的 方法 实际 上 是 实 现 了 完全 二 又 
树 结构 ， 并 含有 堆 的 调整 过 程 。 二 又 树 的 节点 类 型 如 下 ， 比 经 典 的 二 又 
树 节 点 多 一 条 指 癌 父 节点 的 parent 指 针 : 


public class Node<K> I 


public K value; 


public Node<k> left; 


public Node<K> right; 


public Node<K> parent; 


public Node(K data) { 


value = data; 


} 


本 书 实现 的 堆 结 构 叫 MyHeap 类 ，MyHeap 中 有 四 个 重要 的 组 成 部 


e head:Node 类 型 的 变量 ， 表 示 当 前 推 的 头 节 点 。 





e last:Node 类 型 的 变量 ， 表 示 当 前 堆 的 堆 尾 节点 ， 也 就 是 最 后 一 
排 的 最 右 市 点 。 


e size: 整 型 变量 ， 表 示 当 前 堆 的 大 小 。 


e comp: 继承 了 Comparator 接 口 的 比较 器 类 型 的 变量 。 在 构造 
Myheap 实 例 时 由 用 户 定 义 ， 通 过 定义 堆 中 元 素 的 比较 方式 ， 
目 然 可 以 将 堆 实 现成 大 根 堆 或 小 根 堆 。comp 变 量 是 在 构造 时 
一 经 设 定 就 不 能 更 改 。 








所 有 堆 的 操作 在 执行 时 ， 变 量 head、last 和 size 都 能 够 正确 更 新 是 
MyHeap 类 实现 的 重点 。 其 中 getHead 方 法 和 getSize 方 法 是 很 容易 实现 
的 ， 就 是 直接 取 值 返回 即 可 。 那 么 接 下 来 就 重点 介绍 add 方 法 和 popHead 
方法 的 实现 细节 。 











add 方 法 的 实现 。 如 果 想 要 把 元 素 value 加 入 到 堆 中 ， 首 先生 成 二 又 
树 节 点 类 型 的 实例 ， 即 new ” Node<value 的 类 型 >(value)， 假 设 生成 的 节 
点 为 newNode。 把 newNode 加 到 二 又 树 上 的 具体 过 程 如 下 : 





1. 如 果 size==0， 说 明 当 前 的 堆 没 有 节点 ， 三 个 变量 简单 赋值 即 


if (size == 0) { 
head = newNode; 
last = newNode; 
size++; 
return; 


} 





2. 如 果 size>0， 说 明 当 前 的 堆 有 节点 ， 此 时 想 要 加 上 newNode 的 困 
难 在 于 ， 不 知道 hewNode 应 该 加 到 二 又 树 的 什么 位 置 。 此 时 利用 last 的 
位 置 来 找到 newNode 应 该 加 的 位 置 。 





1) last 有 具体 在 堆 中 的 什么 位 置 特别 关键 ， 有 具体 有 如 下 三 种 情况 








情况 一 ，last 是 当前 层 的 最 后 一 个 节点 ， 也 就 是 当前 层 已 经 满 ， 无 
法 再 加 新 的 节点 ， 那 么 newNode 应 该 加 在 新 一 层 最 左 的 位 置 。 


情况 二 ， 如 果 last 是 last 父 节点 的 左 孩 子 ， 那 么 newNode 应 该 加 在 last 
父 节 点 的 右 孩 子 的 位 置 。 





情况 三 ， 如 采 last 既 不 是 情况 一 ， 也 不 是 情况 二 ， 则 参见 图 9-7。 





图 9-7 代 表情 况 三 ， 即 当前 层 并 没有 添加 满 ， 但 是 last 的 父 节 点 《〈 比 
如 图 中 的 D 节 点 ) 已 经 添加 满 ， 此 时 需要 一 个 向 上 寻找 的 过 程 。 先 以 last 
作为 当前 节点 ， 然 后 看 看 当前 节点 是 不 是 当前 节点 的 父 节 点 的 左 孩 子 ， 
如 果 不 是 ， 就 一 直 向 上 。 比 如 图 9-7 中 的 节点 I， 它 不 是 其 父 节点 的 左 孩 
子 ， 那 么 同上 寻找 开始 ， 节 点 DD 成 为 当前 节点 。 此 时 发 现 节 点 DD 是 其 父 
节点 《 即 节 点 B)〉 的 左 孩 子 ， 此 时 寻找 结束 。 新 节点 newNode 应 该 加 在 
节点 B 的 右 子 树 的 最 左 节 点 的 左 孩子 的 位 置 上 ， 即 节点 E 的 左 孩 子 位 
置 。 下 面 再 举 一 例 ， 如 图 9-8 所 示 。 




















图 9-8 中 last 节 点 是 节点 K， 如 何 找到 newNode 应 该 加 的 位 置 呢 ? 和 
图 9-7 的 方式 相同 ， 也 是 往 上 寻找 的 过 程 。 开 始 时 当前 节点 为 节点 K， 发 
现 它 不 是 其 父 节 点 〈E) 的 左 孩 子 ， 那 么 节点 E 变 成 当前 节点 ， 发 现 也 
不 是 其 父 节点 (B) 的 左 孩子 ， 那 么 节点 B 变 成 当前 节点 ， 发 现 节点 B 是 
其 父 节 点 A 的 左 孩 子 ， 此 时 向 上 的 过 程 停止 。 新 节点 newNode 应 该 加 在 
节点 A 的 右 子 树 的 最 左 节点 的 左 孩 子 的 位 置 上 ， 即 节点 F 的 左 孩 子 位 
置 。 











2) 加 完 newNode 之 后 ，newNode 就 成 为 新 的 last， 令 


last=newNode， 同 时 size++。 





3) 此 时 的 last 节 点 就 是 新 加 节点 ， 虽 然 加 在 了 二 义 树 上 ， 但 还 没有 
经 历 建 堆 的 调整 过 程 。 比 如 ， 如 果 整 个 堆 是 大 根 扒 ， 而 新 加 市 点 的 值 又 
很 大 ， 按 道理， 这 个 节点 应 该 经 历 向 上 交换 的 过 程 ， 所 以 最 后 应 该 从 
last 节 点 同上 经 历 堆 的 调整 过 程 ， 即 heapInsert 过 程 。 同 时 需要 特别 注意 
的 是 ， 在 交换 的 过 程 中 ，last 和 head 的 值 可 能 会 变化 ， 如 图 9-9 所 示 。 


(7) <— head 
OO (5) Fe tast 


图 9-9 











假设 加 上 新 节点 〈 值 为 8 的 市 点 ) 之 后 的 完全 二 叉 树 如 图 9-9 所 示 ， 
很 明显 ，last 节 点 需要 往 上 调整 的 过 程 。 调 整 之 后 的 二 又 树 应 该 为 图 9- 
10。 


(8) <— head 


O O 
(3) (4) (5) (6) — last 
9-10 





如 末 在 经 历 调 整 之 后 ， 新 加 的 节点 最 后 没有 占据 头 节 点 的 位 置 ， 那 
么 head 的 值 当然 是 不 用 改变 的 ， 但 如 果 最 后 占据 了 头 节点 的 位 置 ， 则 
head 的 值 应 该 调整 ， 比 如 图 9-10 中 head 的 值 应 该 变 为 节点 8。 同 理 ， 如 果 
在 经 历 调整 时 发 现 ， 新 加 的 节点 并 不 比 它 的 父 节 点 大 ， 说 明 新 加 的 节点 
不 需要 癌 上 移动 ， 那 么 last 的 值 当然 还 是 新 加 的 节点 ， 但 如 果 新 加 的 节 
点 需要 癌 上 移动 ， 比 如 图 9-10， 那 么 last 的 值 也 需要 调整 ， 应 该 设 为 新 
加 的 节点 的 父 节 点 《图 9-10 中 的 节点 6) 。 只 有 head 和 last 在 调整 的 每 一 
步 都 正确 地 更 新 ， 整 个 设计 才能 不 出 错 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 
MyHeap 类 实现 的 heapInsertModify 方 法 。 








popHead 方 法 的 实现 。 删 除 堆 顶 节点 并 返回 堆 顶 的 值 ， 上 有 具体 过 程 如 
下 : 
1. 如 果 size==0， 说 明 当 前 堆 为 空 ， 直 接 返 回 null， 也 不 需要 任何 
调整 。 
2. 如 果 size==1， 说 明 当 前 堆 里 只 有 一 个 节点 ， 返 回 节点 值 并 将 堆 
清空 ， 即 如 下 代码 : 
Node<K> res = head; 


if (size == 1) { 
head = null; 


last = null; 
size--; 
return res.value; 


} 











3. 如 果 size>1， 把 当前 堆 顶 节点 记 为 res， 把 最 后 一 个 元 素 Cast) 
放 在 扒 顶 位 置 作 为 新 的 头 ， 同 时 从 头 部 开始 进行 堆 的 调整 ， 使 其 继续 是 
大 根 /小 根 堆 ， 最 后 返回 res.value 即 可 。 话 虽 如 此 ， 但 是 这 个 过 程 还 是 要 
保证 head 和 last 的 正确 更 新 ， 有 具体 细节 如 下 : 


1) 先 把 堆 中 最 后 一 个 节点 Cast) 和 整个 堆 结构 断 开 ， 记 为 
oldLast。 因 为 oldLast 要 放 在 头 节 点 的 位 置 ， 所 以 last 的 值 应 该 变 成 
oldLast 节 点 之 前 的 那个 节点 ， 同 样 有 三 种 情况 。 


情况 一 ， 如 果 oldLast 在 断 开 之 前 是 其 所 在 层 的 最 左 节 点 ， 那 么 在 断 
开 之 后 ，last 应 该 变 为 上 一 层 的 最 右 节 点 。 








情况 二 ， 如 果 oldLast 在 断 开 之 前 是 oldLast 的 父 节 点 的 右 孩 子 ， 那 么 
在 断 开 之 后 ，last 应 该 变 为 oldLast 的 父 节 点 的 左 孩 子 。 





情况 三 ， 除 情况 一 和 情况 二 外 ， 还 有 一 种 情况 ， 如 图 9-11 所 示 。 





9-11 








图 9-11 代 表 了 情况 三 ， 即 oldLast 并 不 是 当前 层 的 最 左 节 点 ， 也 不 是 
其 父 节 点 的 右 孩 子 ， 此 时 需要 一 个 同上 寻找 的 过 程 。 先 以 oldLast 作 为 当 
Hi, RE BIT RENE SHV RNR RNAS, MRA 
Æ MERE. EU, A-1 PW, UNÆRSON RMA 
子 ， 那 么 同上 寻找 开始 ， 节 点 E 成 为 当前 节点 ， 此 时 发 现 节 点 E 是 其 父 
节点 《 即 节 点 B) INKS, FREAR. last AMARA BIN Af 
BIAC ER CISD 。 我 们 再 举 一 例 ， 如 图 9-12 所 示 。 

















O OO OO <— sus 


图 9-12 


图 9-12 中 的 oldLast 太 点 是 节点 L， 如 何 设置 last 太 点 的 值 呢 ? 和 图 9- 
11 的 方式 相同 ， 也 是 往 上 寻找 的 过 程 。 开 始 时 当前 节点 为 节点 L， 发 现 
它 不 是 其 父 节 点 〈F) 的 右 孩 子 ， 那 么 市 点 F 变 成 当前 市 点 ， 发 现 也 不 是 
ARTER (C) 的 右 孩 子 ， 那 么 市 点 C 变 成 当前 市 点 ， 发 现 节 点 C 是 其 父 
节点 A 的 右 孩 子 ， 此 时 同上 的 过 程 停止 。Last 节 点 应 该 设 成 节点 A 的 左 子 
树 的 最 右 节 点 ， 即 节点 K。 步 骤 1) 的 具体 过 程 请 参看 MyHeap 类 实现 的 
popLastAndSetPreviousLast 方 法 。 











2) 上 断 开 oldLast 节 点 后 ， 堆 中 的 元 兹 少 了 一 个 ， 所 以 size 减 1。 如 果 


size 在 减 1 之 后 有 size==1， 说 明 一 开始 堆 的 大 小 为 2， 断 开 oldLast 之 后 推 
中 只 剩 一 个 头 节点 。 那 么 此 时 令 oldLast 作 为 新 的 头 节 点 ， 并 返回 旧 的 头 
节点 的 值 即 可 ， 代 码 如 下 : 


Node<K> res = head; 
Node<K> oldLast = popLastAndSetPrevious 
if (size == 1) { 

head = oldLast; 

last = oldLast; 

return res.value; 


) 


3) 如 果断 开 oldLast 节 点 后 ，size 依 然 大 于 1。 那 么 将 oldLast 设 成 新 
的 头 节 点 ， 然 后 从 堆 顶 开始 往 下 调整 堆 结构 ， 即 heapify 的 过 程 ， 此 时 依 
然 要 注意 head 和 last 可 能 改变 的 情况 ， 因 为 调整 的 过 程 中 新 的 头 节点 
《 即 oldLast) 还 可 能 会 移动 ， 使 得 head 和 1last 位 置 上 的 节点 发 生变 化 ， 
具体 过 程 请 参看 MyHeap 类 实现 的 heapify 方 法 。 


MyHeap 类 的 设计 就 介绍 完了 ， 与 经 典 堆 结构 是 一 个 数组 结构 不 同 
的 是 ，MyHeap 类 是 一 个 完全 二 又 树 结构 ， 所 以 两 个 相 邻 节点 在 交换 位 
置 时 的 处 理会 更 复杂 ， 都 考虑 彼此 的 拓扑 关系 ， 才 能 做 到 正确 地 进行 交 
换 。 有 具体 请 参看 MyHeap 类 实现 的 swapClosedTwoNodes 方 法 。 当 然 也 可 
以 不 进行 结构 上 的 交换 ， 而 只 是 交换 两 个 节点 的 值 ， 妈 Node.value。 





add 和 popHead 方 法 的 所 有 操作 都 是 在 完全 二 又 树 的 一 条 或 两 条 路 径 
上 进行 的 操作 ， 所 以 每 一 个 操作 的 代价 都 是 完全 二 又 树 的 高 度 级 别 ， 一 
个 节点 数 为 N 的 完全 二 叉 树 高 度 为 O (logN )， 所 以 add 和 popHead 方 法 的 
时 间 复 杂 度 为 O (QogN )。MyHeap 类 的 全 部 实现 如 下 : 


public class MyHeap<K> { 
private Node<K> head; // 堆 头 节点 
private Node<K> last; // 堆 尾 节点 
private long size; // 当前 扒 的 大 小 
private Comparator<K> comp; // 大 根 堆 或 小 根 堆 


public MyHeap(Comparator<K> compare) { 
head = null; 
last = null; 
size = 0; 


comp = compare; // 基于 比较 器 决定 是 大 根 堆 还 











public K getHead() { 


return head == null ? null : head.value 


public long getSize() { 


return size; 


public boolean isEmpty() { 


return size == © ? true : false; 


// 添加 一 个 新 节点 到 堆 中 
public void add(K value) { 


Node<K> newNode = new Node<K>(value); 
if (size == 0) { 
head = newNode; 
last = newNode; 
size++; 
return; 
) 
Node<K> node = last; 
Node<K> parent = node.parent; 
// 找到 正确 的 位 置 并 插入 到 新 节点 


while (parent ! = null && node ! = pare 




















node = parent; 
parent = node.parent; 

) 

Node<K> nodeToAdd = null; 

if (parent == null) { 
nodeToAdd = mostLeft(head); 
nodeToAdd.left = newNode; 
newNode.parent = nodeToAdd; 

} else if (parent.right == null) { 
parent.right = newNode; 
newNode.parent = parent; 

} else { 
nodeToAdd = mostLeft(parent.rig 
nodeToAdd. left = newNode; 


newNode.parent = nodeToAdd; 


last = newNode; 
11 建 堆 过 程 及 其 调整 
heapInsertModify(); 





size++; 


public K popHead() { 
if (size == 0) { 
return null; 
} 
Node<K> res = head; 
if (size == 1) { 
head = null; 
last = null; 
size--; 
return res.value; 
) 
Node<K> oldLast = popLastAndSetPrevious 
// 如 果 弹 出 堆 尾 节点 后 ， 堆 的 大 小 等 于 1 的 处 理 
if (size == 1) { 




















head = oldLast; 

last = oldLast; 

return res.value; 
} 
11 如 果 弹 出 堆 尾 节点 后 ， 堆 的 大 小 大 于 1 的 处 理 
Node<K> headLeft = res.left; 




















Node<K> headRight = res.right; 


oldLast.left = headLeft; 

if (headLeft ! = null) { 
headLeft.parent = oldLast; 

} 

oldLast.right = headRight; 

if (headRight ! = null) { 
headRight.parent = oldLast; 

} 

res.left = null; 

res.right = null; 

head = oldLast; 

// 堆 heapify 过 程 

heapify(oldLast); 


return res.value; 


// 找到 以 node 为 头 的 子 树 中 ， 最 左 的 节点 


private Node<K> mostLeft(Node<K> node) { 





while (node.left ! = null) { 


node = node.left; 


} 


return node; 


// 找到 以 node 为 头 的 子 树 中 ， 最 右 的 节点 
private Node<K> mostRight(Node<K> node) { 


while (node.right ! = null) { 


node = node.right; 


} 


return node; 





// 建 堆 及 调整 的 过 程 
private void heapInsertModify() { 
Node<K> node = last; 
Node<K> parent = node.parent; 
if (parent ! = null && comp.compare(node.valu 
last = parent; 
} 
while (parent ! = null && comp.compare(node.v 
swapClosedTwoNodes(node, parent); 
parent = node.parent; 
} 
if (head.parent ! = null) { 


head = head.parent; 


// 堆 heapify 过 程 
private void heapify(Node<K> node) { 
Node<K> left = node.left; 
Node<K> right = node.right; 
Node<K> most = node; 


while (left ! = null) { 


if (left ! = null && comp.compare(left.va 


most = left; 


} 

if (right ! = null && comp.compare(right. 
most = right; 

} 

if (most ! = node) { 
swapClosedTwoNodes(most, node); 

} else { 
break; 

} 


left = node.left; 
right = node.right; 
most = node; 

} 

if (node.parent == last) { 


last = node; 


) 

while (node.parent ! = null) I 
node = node.parent; 

) 


head = node; 


11 交换 相 邻 的 两 个 节点 
private void swapClosedTwoNodes(Node<K> node，N 


if (node == null || parent == null) { 


} 


Node<K> 
Node<K> 
Node<K> 
Node<K> 


Node<K> 


return; 


parentParent = parent.parent; 
parentLeft = parent.left; 
parentRight = parent.right; 
nodeLeft = node.left; 


nodeRight = node.right; 


node.parent = parentParent; 


if (parentParent ! = null) { 


) 


if (parent == parentParent.left 
parentParent.left = nod 
} else { 


parentParent.right = no 


parent.parent = node; 


if (nodeLeft ! = null) { 


nodeLeft.parent = parent; 


} 

if (nodeRight ! = null) { 
nodeRight.parent = parent; 

) 


if (node == parent.left) { 


node.left = parent; 
node.right = parentRight; 
if (parentRight ! = null) { 


parentRight.parent = no 


} 
} else { 
node.left = parentLeft; 
node.right = parent; 
if (parentLeft ! = null) { 


parentLeft.parent = nod 


} 
parent.left = nodeleft; 


parent.right = nodeRight; 





11 在 树 中 弹出 堆 尾 节点 后 ， 找 到 原来 的 倒数 第 二 个 节点 设置 成 
private Node<K> popLastAndSetPreviousLast() { 
Node<K> node = last; 
Node<K> parent = node.parent; 
while (parent ! = null && node ! = pare 
node = parent; 
parent = node.parent; 
) 
if (parent == null) { 
node = last; 
parent = node.parent; 
node.parent = null; 
if (node == parent.left) { 
parent.left = null; 
} else { 


} else { 


} 


size--; 


parent.right = null; 


} 
last = mostRight(head); 


Node<K> newLast = mostRight(par 


node = last; 
parent = node.parent; 
node.parent = null; 
if (node == parent.left) { 
parent.left = null; 
} else { 
parent.right = null; 


} 


last = newLast; 


return node; 


随时 找到 数据 流 的 中 位 数 


"q 
RE 
Il 
| 


有 一 个 源源 不 断 地 吐出 整数 的 数据 流 ， 假 设 你 有 足够 的 空间 来 保存 吐出 的 数 。 请 设计 








【要 求 】 


1. 如 果 MedianHolder 已 经 保存 了 吐出 的 N 
个 数 ， 那 么 任意 时 刻 将 一 个 新 数 加 入 到 MedianHolder 的 过 程 ， 其 时 间 复 杂 度 是 0 
(logN 
) 。 





2. 取得 已 经 吐出 的 N 
个 数 整 体 的 中 位 数 的 过 程 ， 时 间 复 杂 度 为 0 
(1). 


【难度 】 


将 ”太太 克 克 


本 书 设计 的 MedianHolder 中 有 两 个 堆 ， 一 个 是 大 根 扒 ， 一 个 是 小 根 堆 。 大 根 堆 中 会 





例如 ， 如 果 已 经 吐出 的 数 为 6，。1，3，0，9，8，7，2。 


较 小 的 一 半 为 : 9，1，2，3， 那 么 3 就 是 这 一 半 的 数组 成 的 大 根 堆 的 堆 顶 。 


较 大 的 一 半 为 : 6，7，8，9， 和 那么 6 就 是 这 一 半 的 数组 成 的 小 根 堆 的 堆 顶 。 


因为 此 时 数 的 总 个 数 为 偶数 ， 所 以 中 位 数 就 是 两 个 堆 顶 相 加 ， 再 除 以 2。 


如 果 此 时 新 加 入 一 个 数 10， 那 么 这 个 数 应 该 放 进 较 大 的 一 半 里 ， 所 以 此 时 较 大 一 半 的 


1. 如 果 大 根 堆 的 size 比 小 根 扒 的 Size 大 2， 那 么 从 大 根 堆 里 将 扒 顶 弹出 ， 并 放 入 小 


2. 如 果 小 根 堆 的 size 比 大 根 堆 的 size 大 2， 那 么 从 小 根 堆 里 将 堆 顶 弹出 ， 并 放 入 大 





总 结 如 下 : 


1. 大 根 堆 每 时 每 刻 都 是 较 小 的 一 半 的 数 ， 堆 顶 为 这 一 堆 数 的 最 大 值 。 


2. 小 根 堆 每 时 每 刻 都 是 较 大 的 一 半 的 数 ， 堆 顶 为 这 一 堆 数 的 最 小 值 。 


3. 新 加 入 的 数 根据 与 两 个 堆 的 堆 顶 的 大 小 关系 ， 选 择 放 进 大 根 堆 或 者 小 根 堆 里 。 


4. 当 任 何 一 个 堆 的 size 比 另 一 个 的 Size 大 2 时 ， 进 行 如 上 调整 过 程 。 


这 样 随时 都 可 以 知道 已 经 吐出 的 所 有 数 处 于 中 间 位 置 的 两 个 数 是 什么 ， 取 得 中 位 数 的 
(1)， 同 时 根据 堆 的 性 质 ， 向 扒 中 加 一 个 新 的 数 ， 并 且 调 整 堆 的 代价 为 0 
(logN 
) 。 然 而 题目 有 一 个 很 重要 的 限制 “任何 时 刻 将 一 个 新 数 加 入 到 MedianHolder 的 过 程 ， 














(logN 
)”， 为 了 做 到 “任何 时 刻 ” 的 要 求 ， 那 么 堆 的 设计 不 能 采用 固定 数组 的 实现 方式 ， 因 为 会 











public class MedianHolder { 
private MyHeap<Integer> minHeap; 


private MyHeap<Integer> maxHeap; 


public MedianHolder() { 
this.minHeap = new MyHeap<Integer>(new 


this.maxHeap = new MyHeap<Integer>(new 


public void addNumber(Integer num) { 
if (this.maxHeap.isEmpty()) { 
this.maxHeap.add(num) ; 
return; 
} 
if (this.maxHeap.getHead() >= num) { 
this.maxHeap.add(num); 
} else { 
if (this.minHeap.isEmpty()) { 
this.minHeap.add(num) ; 
return; 
} 
if (this.minHeap.getHead() > nu 


this.maxHeap.add(num); 


} else { 


this.minHeap.add(num); 


) 


this.modifyTwoHeapsSize( ); 


public Integer getMedian() { 

long maxHeapSize = this.maxHeap.getSize 

long minHeapSize = this.minHeap.getSize 

if (maxHeapSize + minHeapSize == 0) { 
return null; 

} 

Integer maxHeapHead = this.maxHeap.getH 

Integer minHeapHead = this.minHeap.getH 

if (((maxHeapSize + minHeapSize) & 1) = 
return (maxHeapHead + minHeapHe 

} else if (maxHeapSize > minHeapSize) { 
return maxHeapHead; 

} else { 


return minHeapHead; 


private void modifyTwoHeapsSize() { 
if (this.maxHeap.getSize() == this.minH 


this.minHeap.add(this.maxHeap.p 


) 
if (this.minHeap.getSize() == this.maxH 


this.maxHeap.add(this.minHeap.p 


// 生 成 大 根 堆 的 比较 器 
public class MaxHeapComparator implements Comparator<In 
@Override 
public int compare(Integer o1, Integer 02) { 
if (02 > 01) I 
return 1; 
} else { 


return -1; 


// 生 成 小 根 扒 的 比较 器 
public class MinHeapComparator implements Comparator<In 


@Override 


public int compare(Integer o1, Integer 02) { 
if (02 < 01) { 
return 1; 


} else { 


return -1; 


在 两 个 长 度 相 等 的 排序 数组 中 找到 上 中 位 数 


LAH] 


给 定 两 个 有 序数 组 arr1 和 arr2， 已 知 两 个 数组 的 长 度 都 为 N 
， 求 两 个 数组 中 所 有 数 的 上 中 位 数 。 








【举例 】 


arr1=[1, 2, 3, 4], arr2=[3, 4, 5, 6] 





总 共有 8 个 数 ， 那 么 上 中 位 数 是 第 4 小 的 数 ， 所 以 返回 3。 


arr1=[0, 1, 2], arr2 =[3, 4, 5] 





ck 


总 共有 6 个 数 ， 那 么 上 中 位 数 是 第 3 小 的 数 ， 所 以 返回 2。 





CESR] 


时 间 复 杂 度 为 0 
(logN 
)， 额 外 空间 复杂 度 为 0 


(1). 














【难度 】 


kt Ki 








根据 时 间 复 杂 度 的 要 求 可 知 ， 应 该 利用 二 分 的 方式 寻找 上 中 位 数 ， 有 具体 过 程 为 : 


1. 重新 定义 一 下 问题 ， 现 在 我 们 在 arr1[start1. ,end1] 与 arr2[start2.,end 


2. 初始 时 start1=0，end1=N-1， 即 arrl[start1, ,end1] 代 表 arrd1 的 全 部 。s 


3. 如 果 start1==end1， 那 么 也 有 start2==end2， 找 寻 的 过 程 中 始终 保证 两 段 长 








4. 如 果 start1! =end1， 此 时 说 明 两 段 数组 的 长 度 都 大 于 1， 则 令 mid1=(start1 

















情况 一 ， 如 果 arr1[mid1]==arr2[mid2]。 为 了 方便 理解 ， 举 两 个 例子 说 明 这 种 情 











1) arr1 和 arr2 的 长 度 为 奇数 的 例子 。arr1 的 长 度 为 5，{1，2，3，4，51} 依 次 表 元 


2) arr1 和 arr2 的 长 度 为 偶数 的 例子 。arr1 的 长 度 为 4，{1，2，3，41} 的 含义 同上 


综 上 所 述 ， 情 况 一 中 ， 如 果 arr1[mid1]==arr2[mid2]， 直 接 返 回 arr1[mid1]。 




















情况 二 ， 如 果 arr1i[mid1]>arr2[mid2]。 为 了 方便 理解 ， 仍 然 举 两 个 例子 说 明 。 








1) arr1l 和 arr2 的 长 度 为 奇数 的 例子 。arr1i 长 度 为 5，{1，2，3，4，5} 的 含义 同 J 


2) arr1 和 arr2 的 长 度 为 偶数 的 例子 。arr1 长 度 为 4，{f1，2，3，41} 的 含义 同上 。 


综 上 所 述 ， 情 况 二 中 ， 无 论 怎样 ， 在 arr1 和 arr2 的 范围 上 都 可 以 二 分 。 








情况 三 ， 如 果 arr1[mid1]<arr2[mid2]。 分 析 方 式 类 似 情况 二 ， 这 里 不 再 详细 解 肝 














具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getUpMedian 方 法 。 





public int getUpMedian(int[] arri, int[] arr2) I 
if (arr1 == null || arr2 == null || arr1.length 


throw new RuntimeException("Your arr is 


int start1 = 0; 

int end1 = arri.length - 1; 
int start2 = 0; 

int end2 = arr2.length - 1; 
int midi = 0; 

int mid2 = 0; 

int offset = 0; 

while (start1 < end1) { 


midi = (start1 + end1) / 2; 


mid2 = (start2 + end2) / 2; 
// HARMAN, Moffset 0, RSNA 
offset = ((end1 - startı + 1) & 1) ^ 1; 








if (arr1[mid1] > arr2[mid2]) { 
end1 = midi; 
start2 = mid2 + offset; 
} else if (arri[midi] < arr2[mid2]) I 
start1 = midi + offset; 
end2 = mid2; 
} else { 


return arri[mid1]; 


} 


return Math.min(arrif[start1], arr2[start2]); 


在 两 个 排序 数组 中 找到 第 K 
小 的 数 


LAH] 


给 定 两 个 有 序数 组 arr1 和 arr2， 再 给 定 一 个 整数 K 
， 返 回 所 有 的 数 中 第 K 
小 的 数 。 

















【举例 】 


arr1=[1, 2, 3, 4, 5], arr2=[3, 4, 5], k 
=1. 


1 是 所 有 数 中 第 1 小 的 数 ， 所 以 返回 1。 





arri=[1, 2, 3], arr2=[3, 4, 5, 6], k 


3 是 所 有 数 中 第 4 小 的 数 ， 所 以 返回 3。 








【要 求 】 


如 果 arr1 的 长 度 为 N 
，arr2 的 长 度 为 M 
， 时 间 复 杂 度 请 达到 0 
(log(min{M 





bi N 
} ) )， 额 外 空间 复杂 度 为 0 
(1). 


【难度 】 


将 dok 











在 了 解 本 题 的 解法 之 前 ， 请 读者 先 阅 读 上 一 题 “在 两 个 长 度 相 等 的 排序 数组 中 找到 上 F 














public int getUpMedian(int[] a1, int si, int e1, int[] 
int midi = 0; 
int mid2 = 0; 
int offset = 0; 
while (s1 < e1) I 
midi = (s1 + e1) / 2; 
mid2 = (s2 + e2) / 2; 
offset = ((e1 - s1 + 1) & 1) 41; 
if (a1[mid1] > a2[mid2]) I 
ei = midi; 
s2 = mid2 + offset; 
} else if (al[midi] < a2[mid2]) I 
s1 = midi + offset; 
e2 = mid2; 
} else { 


return ai[mid1]; 


) 
return Math.min(ai[s1], a2[s2]); 

















Pm rea MERE, TIER, RASH KR BZ shot 
个 最 小 的 数 的 过 程 : 





情况 1， 如 果 K 

<1i1 或 者 k 
>lenStlenL, Ak 
值 是 无 效 的 。 





情况 2， 如 果 k 

<lenS。 那 么 在 shortArr 中 选 前 面 的 k 

个 数 ， 在 longArr 中 也 选 前 面 的 k 

个 数 ， 这 两 段 数组 中 的 上 中 位 数 就 是 整体 第 k 

个 最 小 的 数 。 比 如 k 

=5 时 ， 那 么 {1...5} 和 {1' ...5' } 这 两 段 数组 整体 的 上 中 位 数 就 是 整体 第 5 小 的 数 。 








情况 3， 如 果 k 
>lenL。 举 一 个 具体 的 例子 来 说 ， 一 共有 37 个 数 ， 求 第 33 个 最 小 的 数 (33>1lenL==27)) 











情况 4， 如 果 不 是 情况 1、 情 况 2 和 情况 3， 说 明 lenS<k<lenL。 举 一 个 具体 的 例子 来 














不 管 是 以 上 4 种 情况 的 哪 一 种 ， 在 求 arr1l 和 arr2 长 度 相等 的 两 个 范围 上 的 上 中 位 数 压 
(log(min{M 


på 











2 N 
}) )。 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 findKthNum 方 法 。 





< 





public int findKthNum(int[] arr1, int[] arr2, int kth) 
if (arr1 == null || arr2 == null) { 
throw new RuntimeException("Your arr is inv 
) 
if (kth < 1 || kth > arr1.length + arr2.length) 
throw new RuntimeException("K is invalid! " 
i 
int[] longs = arri.length >= arr2.length ? arri 
int[] shorts = arri.length < arr2.length ? arr1 
int 1 = longs.length; 
int s = shorts.length; 
if (kth <= s) I 
return getUpMedian(shorts, 0, kth - 1, long 
} 
if (kth > 1) { 
if (shorts[kth - 1 - 1] >= longs[l - 1]) I 
return shorts[kth - 1 - 1]; 
} 
if (longs[kth - s - 1] >= shorts[s - 1]) { 


return longs[kth - s - 1]; 


return getUpMedian(shorts, kth - 1, s - 1, 


} 
if (longs[kth - s - 1] >= shorts[s - 1]) { 
return longs[kth - s - 1]; 


} 
return getUpMedian(shorts, 0, s - 1, longs, kth 


两 个 有 序数 组 间 相 加 和 的 TOP K 


问题 


GE 
Il 
bd 


给 定 两 个 有 序数 组 arr1 和 arr2， 再 给 定 一 个 整数 K 
， 返 回来 自 arr1 和 arr2 的 两 个 数 相 加 和 最 大 的 前 K 
个 ， 两 个 数 必 须 分 别 来 自 两 个 数组 。 














【举例 】 


arri=[1, 2, 3, 4, 5], arr2=[3, 5, 7, 9, 11], k 
=4。 


返回 数组 [16，15，14，14] 。 





CESR] 


HERRA BO 
(k 
logk 
Jo 


【 难度】 


kt kk 


哪 两 个 分 别 来 自 两 个 排序 数组 的 数 相 加 最 大 ? 自然 是 arrd1 的 最 后 一 个 数 和 arr2 的 最 


，arr2 长 度 为 M 
， 如 图 9-13 所 示 。 








9-13 


Barr2[M-1]+arr1i[N-112Æ$E PTE MERE, AA TX NAAR HEH 
-1, N 
-1) 位 置 的 和 ， 即 arr2[M-1]+arr1[N-1]。 然 后 把 两 个 位 置 的 和 再 放 进 堆 里 ， 分 别 是 | 
-2, N 
-1) 和 (M 
-1, N 
-2)， 因 为 除 (M 
-1, N 
-1) 位 置 的 和 之 外 ， 其 他 任何 位 置 的 和 都 不 会 比 (M 
-2, N 
-1) 和 (M 
-1, N 
-2) 位 置 的 和 更 大 。 每 放 入 一 个 位 置 的 和 ， 都 经 过 堆 的 调整 (heapInsert 调 整 ) . SE 
>j 
VALEN. PAZ JG SEE aE CAE, BE HET BUE — CRT HET YY EET 








» J 

-1) 和 (i 

-1, j 

) 位 置 的 和 放 入 到 堆 中 。 也 就 是 说 ， 每 次 从 堆 中 拿 出 一 个 位 置 和 ， 然 后 把 拿 出 位 置 和 的 左 


。 这 个 过 程 再 次 总 结 为 : 





1. 初始 时 把 位 置 (W 
-1, N 
- 工 ) 放 入 堆 中 ， 因 为 这 个 位 置 代表 的 相 加 和 就 是 最 大 的 相 加 和 。 


2. 此 时 堆 顶 为 (M 
-1, N 
-1)， 把 这 个 位 置 代表 的 相 加 和 (arr2[M-1]+arr1i[N-1] ) 收 集 起 来 ， 然 后 把 堆 尾 放 到 
-2, N 
-1) 和 (M 
-1, N 
-2) 放 入 堆 中 ， 并 根据 代表 的 相 加 和 来 重新 调整 堆 (heapInsert ) 。 


3. 每 次 堆 顶 都 会 有 一 个 位 置 记 为 (i 

> J 

)， 把 这 个 位 置 代表 的 相 加 和 (arr2[i]+arr1[j] ) 收 集 起 来 ， 然 后 把 堆 尾 放 到 推 顶 的 人 
-1, j 

) 和 左边 的 (2 

> J 





-1) 放 入 堆 中 ， 并 根据 代表 的 相 加 和 调整 堆 (heapInsert ) 。 


4. 直到 收集 的 个 数 为 k 
， 整 个 过 程 结束 。 





堆 的 大 小 为 k 
， 每 次 堆 的 调整 为 0 
(logk 
) 级 别 ， 并 且 一 共 收 集 k 
个 数 ， 所 以 时 间 复 杂 度 为 0 
(k 





logk 
) 。 需 要 注意 的 是 ， 要 利用 哈 希 表 来 防止 同一 个 位 置 重复 进 堆 的 情况 。 
































全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 topKSum 方 法 。 


<= 





public class HeapNode { 
public int row; 
public int col; 


public int value; 


public HeapNode(int row, int col, int value) { 


this.row = row; 


this.col = col; 


this.value = value; 


public int[] topKSum(int[] a1, int[] a2, int topk) I 

if (a1 == null || a2 == null || topk < 1) I 
return null; 

) 

topk = Math.min(topK, a1.length * a2.length); 

HeapNode[] heap = new HeapNode[topK + 1]; 

int heapSize = 0; 

int headR = a1.length - 1; 

int headC = a2.length - 1; 

int uR = -1; 

int uC = -1; 

int 1R = -1; 

int 1C = -1; 

heapInsert(heap, heapSize++, headR, headC, a1fh 

HashSet<String> positionSet = new HashSet<Strin 

int[] res = new int[topk]; 

int resIndex = 0; 

while (resIndex ! = topK) { 
HeapNode head = popHead(heap, heapSize- 
res[resIndex++] = head.value; 
headR = head.row; 


headC = head.col; 


UR = headR - 1; 

uC = headC; 

if (headR ! = 0 && ! isContains(uR, uC, 
heapInsert(heap, heapSize++, uR 


addPositionToSet(uR, uC, positi 


1R = headR; 

1c = headC - 1; 

if (headC ! = © && ! isContains(1R, IC, 
heapInsert(heap, heapSize++, IR 


addPositionToSet(1R, 1C, positi 


} 


return res; 


public HeapNode popHead(HeapNode[] heap, int heapSize) 
HeapNode res = heap[0]; 
swap(heap, 0, heapSize - 1); 
heap[--heapSize] = null; 
heapify(heap, 0, heapSize); 


return res; 


public void heapify(HeapNode[] heap, int index, int hea 
int left = index * 2 + 1; 


int right = index * 2 + 2; 


int largest = index; 
while (left < heapSize) { 
if (heap[left].value > heap[index].value) { 
largest = left; 
) 
if (right < heapSize && heap[right].value > 


largest = right; 


} 
if (largest ! = index) { 
swap(heap, largest, index); 
} else { 
break; 
) 


index = largest; 
left = index * 2 + 1; 


right = index * 2 + 2; 


public void heapInsert(HeapNode[] heap, int index, int 
int value) { 
heap[index] = new HeapNode(row, col, value); 
int parent = (index - 1) / 2; 
while (index ! = 0) { 
if (heap[index].value > heap[parent].va 
swap(heap, parent, index); 


index = parent; 


parent = (index - 1) / 2; 
} else { 


break; 


public void swap(HeapNode[] heap, int index1, int index 
HeapNode tmp = heap[index1]; 
heap[index1] = heap[index2]; 


heap[index2] = tmp; 


public boolean isContains(int row, int col, HashSet<Str 


return set.contains(String.valueOf(row + "_" + 


public void addPositionToSet(int row, int col, HashSet< 


set.add(String.valueOf(row + "_" + col)); 


出 现 次数 的 TOP K 
问题 


LAH] 


给 定 String 类 型 的 数组 strArr， 再 给 定 整 数 K 
， 请 严格 按照 排名 顺序 打印 出 现 次 数 前 K 
名 的 字符 串 。 














【举例 】 


strArr=["1", UDE. air, "4" 1, k 
=2 


No.1: 1, times: 1 


No.2: 2, times: 1 





这 种 情况 下 ， 所 有 的 字符 串 都 出 现 一 样 多 ， 随 便 打 印 任何 两 个 字符 串 都 可 以 。 

















strArr=["1", Le ae Leur "3"1, k 


=2 


输出 : 


No.1: 1, times: 2 


No.2: 2, times: 1 


或 者 输出 : 





No.1: 1, times: 2 


No.2: 3, times: 1 





【要 求 】 


如 果 strArr 长 度 为 N 
， 时 间 复 杂 度 请 达到 0 
(N 





logk 
) 。 


【 进 阶 题目 】 








设计 并 实现 TopKRecord 结 构 ， 可 以 不 断 地 向 其 中 加 入 字符 串 ， 并 且 可 以 根据 字 


个 字符 串 ， 具 体 为 : 





1. k 
在 TopKRecord 实 例 生成 时 指定 ， 并 且 不 再 变化 (k 
是 构造 函数 的 参数 ) 。 











2. 含有 add(String str) 方 法 ， 即 向 TopKRecord 中 加 入 字符 串 。 





AA A 


IT 





AEH 





3. 含有 printTopK(I) 方 法 ， 即 打印 加 入 次 数 最 多 的 前 K 
个 字符 串 ， 打 印 有 哪些 字符 串 和 对 应 的 次 数 即 可 ， 不 要 求 严 格 按 排名 顺序 打印 。 

















【举例 】 





TopKRecord record = new TopKRecord(2); // 打印 Top 2 的 结构 


record.add("A"); 


record.printTopK( ); 


此 时 打印 : 


TOP: 


Str: A Times: 1 


record.add("B"); 


record.add("B"); 


record.printTopK(); 


此 时 打印 : 


TOP: 


Str: A Times: 1 


Str: B Times: 2 


或 者 打印 





TOP: 


Str: B Times: 2 


Str: A Times: 1 


record.add("C"); 


record.add("C"); 


record.printTopK(); 


此 时 打印 : 


TOP: 


Str: B Times: 2 


Str: C Times: 2 


或 者 打印 





TOP: 


Str: C Times: 2 


Str: B Times: 2 





CESR] 





1. 在 任何 时 刻 ，add 方 法 的 时 间 复 杂 度 不 超过 0 
(logk 
) 。 





2. 在 任何 时 刻 ，printTopK 方 法 的 时 间 复 杂 度 不 超过 0 
(k 
) 。 





【难度 】 














原 问题 BH ki 





进 阶 问 题 校 ken 


【解答 】 











原 问 题 。 首 先 遍 历 strArr 并 统计 字符 串 的 词 频 ， 例 如 ，SstrArr=["a"，"pb"，"b"， 








key CFFE) value (相关 词 频 ) 





用 哈 希 表 的 每 条 信息 可 以 生成 Node 类 的 实例 ，Node 类 如 下 : 


public class Node { 


public String str; 


public int times; 


public Node(String s, int t) { 


str = S; 


times = t; 











哈 希 表 中 有 多 少 信 息 ， 就 建立 多 少 Node 类 的 实例 ， 并 且 依 次 放 入 堆 中 ， 有 具体 过 程 为 : 








1. 建立 一 个 大 小 为 k 
的 小 根 堆 ， 这 个 堆放 入 的 是 Node 类 的 实例 。 








2. 遍历 喻 希 表 的 每 条 记录 ， 假 设 一 条 记录 为 (s，t)，s 表 示 一 种 字符 串 ，s 的 词 频 关 








1) 如 果 小 根 扒 没有 满 ， 就 直接 将 (str，times) 加 入 堆 ， 然 后 进行 建 堆 调整 (heap1I 





2) 如 果 小 根 堆 已 满 ， 说 明 此 时 小 根 堆 已 经 选 出 k 
个 最 高 词 频 的 字符 串 ， 那 么 整个 小 根 堆 的 堆 顶 自然 代表 已 经 选 出 的 K 


个 最 高 词 频 的 字符 串 中 ， 词 频 最 低 的 那个 。 堆 顶 的 元 素 记 为 (headStr，minTimes )。: 











个 最 高 词 频 字符 串 的 范围 。 而 headStr 应 该 被 移出 这 个 范围 ， 所 以 把 当前 的 堆 顶 (head: 
个 最 高 词 频 字 符 串 的 范围 ， 因 为 str 的 词 频 还 不 如 目前 选 出 的 K 
个 最 高 词 频 字符 串 中 词 频 最 少 的 那个 ， 所 以 什么 也 不 做 。 














3. 裔 历 完 strArr 之 后 ， 小 根 堆 里 就 是 所 有 字符 串 中 k 
个 最 高 词 频 的 字符 串 ， 但 要 求 严 格 按 排名 打印 ， 所 以 还 需要 根据 词 频 从 大 到 小 完成 K 
个 元 素 间 的 排序 。 




















遍历 strArr 建 立 哈 希 表 的 过 程 为 0 
(N 
) 。 哈 希 表 中 记录 的 条 数 最 多 为 N 
条 ， 每 一 条 记录 进 堆 时 ， 堆 的 调整 时 间 复 杂 度 为 0 
(logk 
)， 所 以 根据 记录 更 新 小 根 堆 的 过 程 为 0 
(N 
logk 
)。K 
条 记录 排序 的 时 间 复 杂 度 为 0 
(K 
logk 
) 。 所 以 总 的 时 间 复 杂 度 为 0 
(N 





)+0 
(N 
logk 


)+O 
(K 
logk 
)， 即 0 
(N 
logk 
). HAE 





参看 如 下 代码 中 的 printTopKAndRank 方 法 。 





public void printTopKAndRank(String[] arr, int topK) { 


if (arr == null || topK < 1) { 
return; 


} 


HashMap<String, Integer> map = new HashMap<Stri 
11 ERRER CFRE WA 


for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 








String cur = arr[i]; 

if (! map.containsKey(cur)) { 
map.put(cur, 1); 

} else { 


map.put(cur, map.get(cur) + 1); 


} 
Node[] heap = new Node[topk]; 


int index = 0; 
// WEER, TRE BERA Be EE 


for (Entry<String, Integer> entry : map.entrySe 














String str = entry.getKey(); 
int times = entry.getValue(); 
Node node = new Node(str, times); 
if (index ! = topk) { 
heap[index] = node; 
heapInsert(heap, index++); 
} else { 
if (heap[0].times < node.times) 
heap[0] = node; 
heapify(heap, 0, topK); 








} 
3 
} 
11 把 小 根 堆 的 所 有 元 素 按 词 频 从 大 到 小 排序 
for (int i = index - 1; i ! = 0; i--) { 
swap(heap, 0, i); 
heapify(heap, ©, i); 
j 
// 严格 按照 排名 打印 k 条 记录 
for (int i = 0; i ! = heap.length; i++) { 


if (heap[i] == null) { 
break; 

} else { 
System.out.print("No." + (i + 1 
System.out.print(heap[i].str + 


System.out.printin(heap[i].time 


public void heapInsert(Node[] heap, int index) { 
while (index ! = 0) { 
int parent = (index - 1) / 2; 
if (heap[index].times < heap[parent].ti 
swap(heap, parent, index); 
index = parent; 
} else { 


break; 


public void heapify(Node[] heap, int index, int heapSiz 
int left = index * 2 + 1; 
int right = index * 2 + 2; 
int smallest = index; 
while (left < heapSize) { 
if (heap[left].times < heap[index].times) { 
smallest = left; 
) 
if (right < heapsize && heap[right].times < hea 
smallest = right; 


) 


if (smallest ! = index) { 


swap(heap, smallest, index); 
} else { 
break; 
} 
index = smallest; 
left = index * 2 + 1; 


right = index * 2 + 2; 


public void swap(Node[] heap, int index1, int index2) { 
Node tmp = heap[index1]; 
heap[index1] = heap[index2]; 


heap[index2] = tmp; 





进 阶 问题 。 原 问题 是 已 经 存在 不 再 变化 的 字符 串 数 组 ， 所 以 可 以 一 次 性 统计 词 频 哈 希 
(1)。 可 是 当 有 printTopK 操 作 时 ， 你 只 能 像 原 问题 一 样 ， 根 据 所 有 字符 串 的 词 频 表 来 ; 
， 那 么 printTopK 方 法 的 时 间 复 杂 度 就 成 了 0 
(N 























logk 
)， 但 明显 是 不 达标 的 。 本 书 提供 的 解法 依然 是 利用 小 根 堆 这 个 数据 结构 ， 但 在 设计 上 更 





























TopKRecord 结 构 重 要 的 4 个 部 分 如 下 : 





e 依然 有 一 个 小 根 堆 heap 。 小 根 堆 里 装 的 依然 是 原 问题 中 Node 类 的 实例 ， 每 人 





。heap 的 大 小 在 初始 化 时 就 

















外 定 ， 是 Node 类 型 的 数组 结构 ， 数 组 的 总 大 小 为 k 


e 整 型 变量 index。 表 示 如 果 新 的 Node 类 的 实例 想 加 入 到 heap， 该 放 在 heapl 











e 了 哈 希 表 strNodeMap。key 为 字符 串 类 型 ， 表 示 加 入 的 某 种 字符 虽 





E. value} 


e 哈 希 表 nodeIndexMap，key 为 Node 类 型 ， 表 示 一 种 字符 串 及 其 词 频 信息 。 


关于 strNodeMap 和 nodeIndexMap 的 说 明 如 下 : 








比如 ，"A" 这 个 字符 串 加 入 了 19 次 ， 那 么 在 strNodeMap 表 中 就 会 有 类 似 这 样 的 记录 
之 一 ， 那 么 "A" 应 该 在 堆 上 。 假 设 "A" 在 堆 上 的 位 置 为 5， 那 么 在 nodeIndexMap 表 中 就 
之 一 ， 那 么 "A" 不 在 堆 上 ， 则 在 nodeIndexMap 表 中 就 会 有 这 样 的 记录 (key=("A"，16 
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1.， 当 加 入 一 个 字符 串 时 ， 假 设 为 Str。 首 先 在 strNodeMap 中 查询 str 之 前 出 现 的 证 











2. 建立 或 调整 完 str 的 Node 实 例 信息 之 后 ， 需 要 考虑 这 个 Node 的 实例 信息 是 否 已 经 





1) 如 果 在 堆 上 ， 说 明 str 词 频 没 增加 之 前 就 是 Top K 
之 一 ， 现 在 词 频 既 然 增加 了 ， 就 需要 考虑 调整 str 对 应 的 Node 实 例 信 息 在 堆 中 的 位 置 ，， 








2) 如 果 不 在 堆 中 ， 则 看 当前 的 小 根 堆 是 否 已 满 (index? =k)。 如 果 没 有 满 (index- 











在 加 入 新 的 字符 串 时 ， 都 可 能 会 调整 堆 ， 而 堆 最 大 也 仅 是 K 
的 大 小 ， 所 以 add 方 法 时 间 复 杂 度 为 0 
(logk 
) 。 随 时 更 新 的 小 根 堆 就 是 每 时 每 刻 的 Top K 
， 打 印 时 又 没有 排序 的 要 求 ， 所 以 printTopK 方 法 直接 依次 打印 小 根 堆 数组 即 可 ， 时 间 
(K 
Jo 














TopKRecord 类 的 全 部 实现 请 参看 如 下 代码 : 





public class Node { 


public String str; 


public int times; 


public Node(String s, int t) { 
str = S; 


times = t; 


public class TopKRecord { 
private Node[] heap; 
private int index; 
private HashMap<String, Node> strNodeMap; 


private HashMap<Node, Integer> nodeIndexMap; 


public TopKRecord(int size) { 
heap = new Node[size]; 
index = 0; 


strNodeMap = new HashMap<String, Node>( 


nodeIndexMap = new HashMap<Node, Intege 


public void add(String str) { 
Node curNode = null; 
int preIndex = -1; 
if (! strNodeMap.containsKey(str)) { 
curNode = new Node(str, 1); 
strNodeMap.put(str, curNode); 
nodeIndexMap.put(curNode, -1); 
} else { 
curNode = strNodeMap.get(str); 
curNode.times++; 
preIndex = nodeIndexMap.get(cur 
) 
if (prelndex == -1) { 
if (index == heap.length) { 
if (heap[0].times < cur 
nodeIndexMap. pu 
nodeIndexMap. pu 
heap[0] = curNo 
heapify(0, inde 
) 
} else { 
nodeIndexMap. put (curNod 
heap[index] = curNode; 


heapInsert(index++); 


} 
} else { 


heapify(preIndex, index); 


public void printTopK() { 
System.out.println("TOP: "); 
for (int i = 0; i ! = heap.length; i++) 
if (heap[i] == null) { 
break; 
) 
System.out.print("Str: " + heap 


System.out.println(" Times: " + 


private void heapInsert(int index) ( 
while (index ! = 0) I 
int parent = (index - 1) / 2; 
if (heap[index].times < heap[pa 
swap(parent, index); 
index = parent; 
} else { 


break; 


private void heapify(int index, int heapSize) { 
int 1 = index * 2 + 1; 
int r = index * 2 + 2; 
int smallest = index; 
while (1 < heapSize) { 
if (heap[l].times < heap[index].tim 
smallest = 1; 
} 
if (r < heapSize && heap[r].times < 


smallest = r; 


} 
if (smallest ! = index) { 
swap(smallest, index); 
} else { 
break; 
) 


index = smallest; 
l = index * 2 + 1; 


r = index * 2 + 2; 


private void swap(int index1, int index2) { 
nodeIndexMap.put(heap[index1], index2); 


nodeIndexMap.put(heap[index2], index1); 


Node tmp = heap[index1]; 
heap[index1] = heap[index2]; 


heap[index2] = tmp; 


Manacher YE 
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给 定 一 个 字符 串 str， 返 回 str 中 最 长 回 文子 串 的 长 度 。 











【举例 】 











str="123"， 其 中 的 最 长 回 文子 串 为 "1"、"2" 或 者 "3"， 所 以 返回 1。 








str="abc1234321ab"， 其 中 的 最 长 回 文子 串 为 "1234321"， 所 以 返回 7。 


【 进 阶 题目 】 














给 定 一 个 字符 串 str， 想 通过 添加 字符 的 方式 使 得 str 整 体 都 变 成 回 文字 符 虽 





但 





【举例 】 





str="12"。 在 末尾 添加 "1" 之 后 ，str 变 为 "121"， 是 回 文 串 。 在 末尾 添加 "21" 之 ) 





CESR] 


如 果 str 的 长 度 为 N 
， 解 决 原 问题 和 进 阶 问 题 的 时 间 复 杂 度 都 达到 0 





(N 
js 














将 kok 











本 文 的 重点 是 介绍 Manacher 算 法 ， 该 算法 是 由 Glenn Manacher F19754 14 AH 





























先 来 说 一 个 很 好 理解 的 方法 。 从 左 到 右 遍历 字符 囊 ， 遍 历 到 每 个 字符 的 时 候 ， 都 看 看 
(N 
) ， 所 以 总 的 时 间 复杂 度 为 0 
(N 

















2 





)。Manacher 算 法 可 以 做 到 0 
(N 
) 的 时 间 复 杂 度 ， 精 髓 是 之 前 字符 的 “ 扩 ” 过 程 ， 可 以 指导 后 面 字 符 的 “ 扩 ” 过 程 ， 使 得 每 Y 


时 











1. 因为 奇 回 文 和 偶 回 文 在 判断 时 比较 麻烦 ， 所 以 对 str 进 行 处 理 ， 把 每 个 字符 开头 、 


























具体 的 处 理 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 manacherString 方 法 。 








public char[] manacherString(String str) { 
char[] charArr = str.toCharArray(); 
char[] res = new char[str.length() * 2 + 1]; 


int index = 0; 


for (int i = 0; i! = res.length; i++) { 
res[i] = (i & 1) == 0 ? ' #' : charArr[ 
} 


return res; 

















2. 假设 str 处 理 之 后 的 字符 串 记 为 charArr。 对 每 个 字符 (包括 特殊 字符 ) 都 进行 








e 数组 pArr。 长 度 与 charArr 长 度 一 样 。pArr[i] 的 意义 是 以 i 
位 置 上 的 字符 (charArr[i] ) 作 为 回 文中 心 的 情况 下 ， 扩 出 去 得 到 的 最 大 回 文 : 

















o 整数 pR。 这 个 变量 的 意义 是 之 前 遍历 的 所 有 字符 的 所 有 回 文 半径 中 ， 最 右 即 ; 














。 整数 index。 这 个 变量 表示 最 近 一 次 PR 更 新 时 ， 那 个 回 文中 心 的 位 置 。 以 刚 | 








3. 只 要 能 够 从 左 到 右 依 次 算出 数组 pArr 每 个 位 置 的 值 ， 最 大 的 那个 值 实际 上 就 是 处 


1) 假设 现在 计算 到 位 置 


的 字符 charArr[i]， 在 i 
之 前 位 置 的 计算 过 程 中 ， 都 会 不 断 地 更 新 pR 和 index 的 值 ， 即 位 置 z 
之 前 的 jndex 这 个 回 文中 心 扩 出 了 一 个 目前 最 右 的 回 文 边界 pR。 














2) 如 果 pR-1 位 置 没有 包 住 当前 的 i 
位 置 。 比 如 "#c#a#b#a#c#"， 计 算 到 charArr[1]=='c' 时 ，pR 为 1。 也 就 是 说 ， 右 边 
位 置 。 此 时 和 普通 做 法 一 样 ， 从 i 
位 置 字 符 开始 ， 向 左右 两 侧 扩 出 去 检查 ， 此 时 的 “ 扩 “ 过 程 没 有 获得 加 速 。 

















3) 如 果 pR-1I 位 置 包 住 了 当前 的 工 
位 置 。 比 如 "#c#a#b#a#c#"， 计 算 到 charArr[6.. .10] 时 ，pR 都 为 1L1， 此 时 pR-1 包 


index 
EKR i HK 
(PR-1) 
图 9-14 


在 图 9-14 中 ， 位 置 z 
是 要 计算 回 文 半径 (pArr[i] ) 的 位 置 。pR-1 位 置 此 时 是 包 住 位 置 i 
的 。 同 时 根据 jndex 的 定义 ，index 是 pR 更 新 时 那个 回 文中 心 的 位 置 ， 所 以 如 果 pR-1 位 














之 前 的 所 有 位 置 都 已 经 算 过 回 文 半径 。 假 设 位置 I 

以 jndex 为 中 心 向 左 对 称 过 去 的 位 置 为 2 ' 

» WABI’ 

的 回 文 半径 也 是 计算 过 的 。 那 么 以 i” 

为 中 心 的 最 大 回 文 串 大 小 (pArr[i， ] ) 必 然 只 有 三 种 情况 ， 我 们 依次 来 分 析 一 下 ， 假 设 
为 中 心 的 最 大 回 文 串 的 左边 界 和 右边 界 分 别 记 为 “ 左 小 ”和 “ 右 小 ”。 


























情况 一 ， MEN FY AG" SE = 全 在 “ 左 大 ”和 “和 右 大 ” 内 部 ， Bp Vi’ 
为 中 心 的 最 大 回 文 串 完全 在 以 jndex 为 中 心 的 最 大 回 文 串 的 内 部 ， 如 图 9-15 所 示 。 

















index 
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左 大 右 大 
(PR-1) 
图 9-15 

















图 9-15 中 ,a 是“ 左 小 ”位 置 的 前 一 个 字符 ，b' 是 “ 右 小 “位置 的 后 一 个 字符 ，b 是 b' 
为 中 心 的 最 大 回 文 串 可 以 直接 确定 ， 就 是 从 “ 右 小 '“ 到 “ 左 小 ”这 一 段 。 这 是 什么 原因 号 
为 回 文 中 心 ) ， 所 以 “ 右 小 “到 “ 左 小 '“ 这 一 段 一 定 也 是 回 文 串 ， 也 就 是 说 ， 以 位 置 
为 中 心 的 最 大 回 文 串 起 码 是 “ 右 小 和 所 到 “ 左 小 作 这 一 段 。 另 外 ， 以 位 置 工 / 

为 中 心 的 最 大 回 文 串 只 是 “ 右 小 ”到 “ 左 小 '” 这 一 段 ， 说 明 a' ! =b'. HA Ga BER 
为 中 心 的 最 大 回 文 串 就 是 “ 右 小 '“ 到 “ 左 小 ”这 一 段 ， 而 不 会 扩 得 更 大 。 


















































情况 一 举例 如 图 9-16 所 示 。 
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9-16 


情况 三 ,，“ 左 小 ”和 “ 右 小 “的 左 侧 部 分 在 “ 左 大 ”和 “ 右 大 ”的 外 部 ， 如 图 9-17 所 示 。 


N i 右 大 ' AK 
index 
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图 9-17 








图 9-17 中 ，a 是 “ 左 大 ”位 置 的 前 一 个 字符 ，d 是 “ 右 大 "位置 的 后 一 个 字符 ，“ 左 大 
为 中 心 的 对 称 位 置 ，“ 右 大 ”是 “ 右 大 ”以 位 置 1 
为 中 心 的 对 称 位 置 ，b 是 “ 左 大 "位置 的 后 一 个 字符 ，c 是 “ 右 大 位 置 的 前 一 个 字符 。 名 























为 中 心 的 最 大 回 文 串 可 以 直接 有 


p EDER BKK EE. EVA AAN? 











位 置 为 中 心 ) ， 那 么 “ 左 大 ”到 “ 左 大 '" 这 一 段 也 是 回 文 串 ， 所 以 “ 左 大 ”到 “ 左 大 "这 一 上 
为 中 心 的 最 大 回 文 串 起 码 是 “ 右 大 ”到 “ 右 大 ”这 一 段 。 另 外 ，“ 左 小 "到 “ 右 小 ”这 一 段 的 
为 中 心 的 最 大 回 文 串 就 是 “ 右 大 少 到 4 右 大 “这 一 段 ， 而 不 会 扩 得 更 大 。 








情况 二 举例 如 图 9-18 所 示 。 
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图 9-18 





情况 三 ，“ 左 小 ”和 “ 左 大 ”是 同一 个 位 置 ， 即 以 I” 
为 中 心 的 最 大 回 文 串 压 在 了 以 jndex 为 中 心 的 最 大 回 文 串 的 边界 上 ， 如 图 9-19 所 示 。 
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图 9-19 


图 9-19 中 ,，“ 左 大 ”与 “ 左 小 ”的 位 置 重 个 ,，“ 右 小 “是 “ 右 小 ”位 置 以 jndex 为 中 心 的 ; 
为 中 心 的 对 称 位 置 ， 可 以 很 容易 的 证 明 “ 右 小 ”和 7? 右 大 位 置 也 重 登 。 如 果 处 在 情况 三 
为 中 心 的 最 大 回 文 串 起 码 是 “ 右 大 ”和 7 右 大 "这 一 段 ， 但 可 能 会 扩 得 更 大 。 因 为 “ 右 大 7 
为 中 心 的 最 大 回 文 串 是 可 能 扩 得 更 大 的 。 比 如 图 9-20 的 例子 。 





























左 大 右 小 “he ay 
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图 9-20 


图 9-20 中 ， 以 位 置 工 





为 中 心 的 最 大 回 文 串 起 码 是 “ 右 大 '” 到 “ 右 大 ”这 一 段 ， 但 可 以 扩 得 更 大 。 说 明 在 情况 三 





4. 按照 步骤 3 的 逻辑 从 左 到 右 计算 出 pArr 数 组 ， 计 算 完 成 后 再 遍历 一 遍 pArr 数 组 ， 
的 回 文 半径 最 大 ， 即 pArr[i]==max。 但 max 只 是 charArr 的 最 大 回 文 半径 ， 还 得 对 应 | 








Manacher 算 法 时 间 复 杂 度 是 0 

















(N 
) 的 证 明 。 虽 然 我 们 可 以 很 明显 地 看 到 Manacher 算 法 与 普通 方法 相 比 ， 在 扩 出 去 检查 这 
(N 


























) 呢 ?关键 之 处 在 于 估算 扩 出 去 检查 这 一 行为 发 生 的 数量 。 原 字符 串 在 处 理 后 的 长 度 由 N 
变 为 2N 

， 从 步 又 3 的 主要 逻辑 来 看 ， 要 么 在 计算 一 个 位 置 的 回 文 半径 时 完全 不 需要 扩 出 去 检查 ， 
的 回 文 半径 长 度 ， 要 么 每 一 次 扩 出 去 检查 都 会 导致 DR 变量 的 更 新 ， 比 如 步骤 3 中 的 2) 和 
《右边 界 ) ， 并 且 从 来 不 减 小 ， 所 以 扩 出 去 检查 的 次 数 就 是 0 

(N 

) 的 级 别 。 所 以 Manacher 算 法 时 间 复 杂 度 是 0 

(N 

) 。 有 具体 请 参看 如 下 代码 中 的 maxLcpsLength 方 法 。 



























































public int maxLcpsLength(String str) { 
if (str == null || str.length() == 0) { 
return 0; 


} 


char[] charArr = manacherString(str); 


int[] pArr = new int[charArr.length]; 
int index = -1; 
int pR = -1; 
int max = Integer.MIN VALUE; 
for (int i = 0; i ! = charArr.length; i++) { 
pArr[i] = pR > i ? Math.min(pArr[2 * in 
while (1 + pArr[i] < charArr.length && 
if (charArr[i + pArr[i]] == cha 
pArr[i]++; 
else { 


break; 


) 

if (i + pArr[i] > pR) { 
pR = i + paArr[i]; 
index = i; 

) 


max = Math.max(max, pArr[i]); 


) 


return max - 1; 














进 阶 问题 。 在 字符 串 的 最 后 添加 最 少 字符 ， 使 整个 字符 串 都 成 为 回 文 种 ， 其 实 就 是 碍 











public String shortestEnd(String Str) { 


if (str == null || str.length() == 0) { 
return null; 

} 

char[] charArr = manacherString(str); 

int[] pArr = new int[charArr.length]; 

int index = -1; 

int pR = -1; 


int maxContainsEnd = -1; 


for (int i = 0; i ! = charArr.length; i++) { 


pArr[i] = pR > 1 ? Math.min(pArr[2 * in 
while (i + pArr[i] < charArr.length && 
if (charArr[i + pArr[i]] == cha 
pArr[i]++; 
else { 


break; 


} 

if (i + pArr[i] > pR) { 
pR = i + pArr[i]; 
index = i; 

) 

if (pR == charArr.length) { 
maxContainsEnd = pArr[il]; 


break; 


char[] res = new char[str.length() - maxContain 


for (int i = 0; i < res.length; i++) { 
res[res.length - 1 - i] = charArr[i * 2 
} 


return String.valueOf(res); 


KMP 算 法 


LAH] 








给 定 两 个 字符 串 sStr 和 match， 长 度 分 别 为 N 
FIM 











。 实 现 一 个 算法 ， 如 果 字 符 串 str 中 含有 子 串 match， 则 返回 match 在 str 中 的 开始 位 置 


【举例 】 


Sstr="acbc"，match="bc"， 返 回 2。 


Str="acbc"，match="bcc"， 返 回 -1。 





CESR] 


如 果 match 的 长 度 大 于 str 的 长 度 CM 
>N 
) ，str 必 然 不 会 含有 match， 可 直接 返回 -1。 但 如 果 N 
>M 
， 要 求 算法 复杂 度 为 0 
(N 
) 。 




















【 难度】 


将 ok 











本 文 是 想 重点 介绍 一 下 KMP 算 法 ， 该 算法 是 由 Donald Knuth、Vaughan Pratt 和 、 





最 普通 的 解法 是 从 左 到 右 遍 历 str 的 每 一 个 字符 ， 然 后 看 如 果 以 当前 字符 作为 第 一 个 : 

















个 字符 ， 所 以 整体 的 时 间 复 杂 度 为 0 


(N 
xM 
) 。 普 通 解法 的 时 间 复杂 度 这 么 高 ， 是 因为 每 次 遍历 到 一 个 字符 时 ， 检 查 工作 相当 于 从 无 

















下 面 介 绍 KMP 算 法 是 如 何 快速 解决 字符 串 匹 配 问题 的 。 








1. 首先 生成 match 字 符 串 的 nextArr 数 组 ， 这 个 数组 的 长 度 与 match 字 符 串 的 长 度 - 


2. 假设 从 str[i] 字 符 出 发 时 ， 匹 配 到 j 位 置 的 字符 发 现 与 natch 中 的 字符 不 一 致 。1 





match[0] match[j—i] 
men repo Aj 
图 9-21 





因为 现在 已 经 有 了 match 字 符 串 的 nextArr 数 组 ，nextArr[j-i] 的 值 表 示 match[ 


match[k] match[j-i] 


9-22 





ABA BUR AY DL Bc tan ENCRES str [i+1] ETF Smatch[O] Å 





match[k] 


9-23 








在 图 9-23 中 ， 在 str 中 要 匹配 的 位 置 仍 是 j， 而 不 进行 退回 。 对 match 来 说 ， 相 当 于 | 
+14 位 置 ， 然 后 让 str[i+1] 与 natch[90] 进 行 匹 配 ， 而 我 们 的 解法 在 匹配 的 过 程 中 一 直 过 














在 图 9-24 中 ， 匹 配 到 A 字 符 和 B 字 符 才 发 生 的 不 匹配 ， 所 以 c 区 域 等 于 bp 区 域 ，b 区 域 X 


str[j] 


str: 





match ck 


9-25 


在 图 9-25 中 ， 假 设 d 区 域 开 始 的 字符 是 “不 用 检查 “区 域 的 其 中 一 个 位 置 ， 如 果 从 这 个 














匹配 过 程 分 析 完 毕 ， 我 们 知道 ，str 中 匹配 的 位 置 是 不 退回 的 ， 


， 所 以 时 间 复 杂 度 为 0 
(N 


) 。 匹 配 的 全 部 过 程 参看 如 下 代码 中 的 getIndexoOf 方 法 。 








match 则 一 直 向 右 滑 ; 


public int getIndexOf(String s, String m) { 


if (s == null || m == null || m.length() < 1 || 


return -1; 


} 


char[] ss 


char[] ms 


int si = 0; 


int mi = 0; 


int[] next 


s.toCharArray(); 


m.toCharArray(); 


getNextArray(ms); 


while (si < ss.length && mi < ms.length) { 


if (ss[si] == ms[mi]) { 


} else if (next[mi] == -1) { 


} else { 


Si++; 


mi++; 


Si++; 


mi = next[mil; 





å 


s.l 


return mi == ms.length ? si - mi : -1; 














最 后 需要 解释 如 何 快速 得 到 match 字 符 串 的 nextArr 数 组 ， 并 且 要 证 明 得 到 nextAri 
(M 
)。 对 match[0] 来 说 ， 在 它 之 前 没有 字符 ， 所 以 nextArr[9] 规 定 为 -1。 对 match[1I] 

















1. 因为 是 左 到 右 依 次 求解 nextArr， 所 以 在 求解 nextArr[i] 时 ，nextArr[0..i 


match: 








图 9-26 











通过 nextArr[i-1] 的 值 可 以 知道 B 字 符 前 的 字符 串 的 最 长 前 级 与 后 级 匹配 区 域 ， 图 ! 
区 域 为 最 长 匹配 的 前 级 子 串 ，k 
区 域 为 最 长 匹配 的 后 级 子 串 ， 图 9-26 中 字符 C 为 1 
区 域 之 后 的 字符 。 然 后 看 字符 C 与 字符 B 是 否 相 等 。 














-> 














2. 如 果 字 符 C 与 字符 B 相 等 ， 那 么 A 字符 之 前 的 字符 串 的 最 长 前 级 与 后 级 匹配 区 域 就 





KCE, HATER uk 
区 域 +B 字 符 ， 即 nextArr[i]=nextArr[i-1]+1。 





3， 如 果 字 符 C 与 字符 B 不 相等 ， 就 看 字符 C 之 前 的 前 缀 和 后 缀 匹配 情况 ， 假 设 字符 C 是 





match[cn] 





9-27 


在 图 9-27 中 , m 
区 域 和 n 
区 域 分 别 是 字符 C 之 前 的 字符 串 的 最 长 匹配 的 后 级 与 前 级 区 域 ， 这 是 通过 nextArr[cn]i 
区 域 为 k 
区 域 最 右 的 区 域 且 长 度 与 m 
区 域 一 样 ， 因 为 k 
区 域 和 了 
区 域 是 相等 的 ， 所 以 m 
区 域 和 m” 
区 域 也 相等 ， 字 符 D 为 n 




















区 域 之 后 的 一 个 字符 ， 接 下 来 比较 字符 D 是 否 与 字符 B 相 等 。 

















1) 如 果 相 等 ，A 字 符 之 前 的 字符 串 的 最 长 前 缀 与 后 级 匹配 区 域 就 可 以 确定 ， 前 级 子 串 


区 域 +D 字 符 ， 后 级 子 串 为 m' 区域 +B 字 符 ， 则 令 nextArr[i]=nextArr[cn]+1。 























2) 如 果 不 每， 继续 往 前 跳 到 字符 D， 之 后 的 过 程 与 跳 到 字符 C 类 似 ， 一 直 进 行 这 样 的 


4. 如 果 向 前 跳 到 最 左 位 置 〈 即 match[9] 的 位 置 ) ， 此 时 nextArr[9]==-1， 说 明 : 
(M 
) 。 


public int[] getNextArray(char[] ms) { 
if (ms.length == 1) { 
return new int[] { -1 >; 
) 
int[] next = new int[ms.length]; 
next [0] = -1; 
next [1] = 0; 
int pos = 2; 
int cn = 0; 
while (pos < next.length) { 
if (ms[pos - 1] == ms[cn]) { 


next[pos++] = ++cn; 


} else if (cn > 0) I 
cn = next[cn]; 
} else { 


next[pos++] = 0; 


) 


return next; 








getNextArray kB Hwhilefé me kfønextarr AH MN, HUE UE x Mi 
这 个 数量 。 先 来 看 两 个 量 ， 一 个 为 pos 量 ， 一 个 为 (pos-cn) 的 量 。 对 pos 量 来 说 ， 从 : 























-1，cn 最 小 为 0， 所 以 (pos-cn)<=M。 








循环 的 第 一 个 逻辑 分 支 会 让 pos 的 值 增加 ，(pos-cn) 的 值 不 变 。 循 环 的 第 二 个 逻辑 4 





























循环 的 第 一 个 逻辑 分 文 增加 不 变 








循环 的 第 二 个 逻辑 分 文 不 变 


循环 的 第 三 个 逻辑 分 文 增加 

















因为 pos+(pos-cn)<2M 
， 又 有 上 表 的 关系 ， 所 以 循环 发 生 的 总 体 次 数 小 于 pos 量 和 (pos-cn) 














量 的 } 





曾 加 次 数 ， 


=p 


， 证 明 完 


jay 





i 








所 以 整个 KMP 算 法 的 复杂 度 为 0 
(M 
) (求解 nextArr 数 组 的 过 程 ) +0 
CN 
) 《匹配 的 过 程 》， 因 为 有 WN 
>M 
， 所 以 时 间 复 杂 度 为 0 
CN 
Vs 
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"q 
RE 
Il 
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一 座 大 楼 有 QO~N 
层 ， 地 面 算 作 第 9 层 ， 最 高 的 一 层 为 第 N 
层 。 已 知 棋子 从 第 6 层 掉 落 肯定 不 会 摔 碎 ， 从 第 
层 掉 落 可 能 会 摔 碎 ， 也 可 能 不 会 摔 碎 (1<z 





























<N 

)。 给 定 整 数 N 

作为 楼 层 数 ， 再 给 定 整数 K 

作为 棋子 数 ， 返 回 如 果 想 找到 棋子 不 会 摔 碎 的 最 高 层 数 ， 即 使 在 最 差 的 情况 下 扔 的 最 少 ; 

















【举例 】 





返回 10。 因 为 只 有 1 棵 棋子 ， 所 以 不 得 不 从 第 1 层 开 始 一 直 试 到 第 10 层 ， 








返回 2。 先 在 2 层 扔 1 棵 棋子 ， 如 果 碎 了 ， 试 第 1 层 ， 如 果 没 碎 ， 试 第 3 层 。 


返回 14。 











第 一 个 棋子 先 在 14 层 扔 ， 雁 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 1 一 13。 











若 没 碎 ， 第 一 个 棋子 继续 在 27 层 扔 ， 碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 15 一 26。 





若 没 碎 ， 








第 一 个 棋子 继续 在 39 层 扔 ， 





碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 28 一 38。 








第 一 个 棋子 继续 在 50 层 扔 ， 





碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 40 一 49。 








第 一 个 棋子 继续 在 60 层 扔 ， 





碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 51 一 59。 








第 一 个 棋子 继续 在 69 层 扔 ， 





碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 61 一 68。 








第 一 个 棋子 继续 在 77 层 扔 ， 





碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 70 一 76。 








第 一 个 棋子 继续 在 84 层 扔 ， 





碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 78 一 83。 








第 一 个 棋子 继续 在 90 层 扔 ， 





碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 85 一 89。 








第 一 个 棋子 继续 在 95 层 扔 ， 





碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 91 一 94。 








第 一 个 棋子 继续 在 99 层 扔 ， 





碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 96 一 98。 











若 没 碎 ， 第 一 个 棋子 继续 在 102 层 扔 ， 碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 100、101。 











若 没 碎 ， 第 一 个 棋子 继续 在 104 层 扔 ， 碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 103。 

















若 没 碎 ， 第 一 个 棋子 继续 在 105 层 扔 ， 若 到 这 一 步 还 没 碎 ， 那 么 105 便 是 结果 。 


【难度 | 


Bi Akk 





方法 一 。 假设 P 
(N 
, K 
) 的 返回 值 是 N 
层 楼 有 kK 








个 棋子 在 最 差 情 况 下 扔 的 最 少 次 数 。 








1. 如 果 N==0， 也 就 是 楼 层 只 有 第 0 层 ， 那 不 用 试 ， 肯 定 不 碎 ， 即 P 
(0, K 








)=0. 


2. 如 果 K==1， 也 就 是 楼 层 有 N 
层 ， 但 只 有 1 个 棋子 了 ， 这 时 只 能 从 第 1 层 开始 试 ， 一 直 试 到 第 N 
JZ, BHP 
(N 











, 1)=N 


3. 以 上 两 种 情况 较为 特殊 ， 对 一 般 情况 (N 
>0, K 
>1)， 我 们 需要 考虑 第 1 个 棋子 从 哪 层 楼 开始 扔 一 次 ， 如 果 第 1 个 棋子 从 第 I 
层 开始 扔 ， 有 以 下 两 种 情况 : 


























1) 碎 了 。 那 么 可 以 知道 ， 没 有 必要 去 试 第 
层 以 上 的 楼 层 ， 接 下 来 的 问题 就 变 成 了 还 剩 下 工 
-1 层 楼 ， 还 剩 下 K 
-1 个 棋子 ， 所 以 总 步 数 为 1+fP(I-1，K-1)。 











2) 没 碎 。 那 么 可 以 知道 ， 没 有 必要 去 试 第 I 
层 以 下 的 楼 层 ， 接 下 来 的 问题 就 变 成 了 还 剩 下 N 
-i 
层 楼 ， 仍 有 K 
个 棋子 ， 所 以 总 步 数 为 1+P(N-i，K)。 

















根据 题 意 ， 在 1) 和 2 ) 中 哪个 是 最 差 的 情况 ， 最 后 的 取 值 就 应 该 来 自 哪 个 ， 所 以 最 后 囊 
可 以 选择 哪些 值 呢 ? 从 1 到 N 
都 可 以 选择 ， 这 就 是 说 ， 第 1 个 棋子 于 在 哪里 呢 ? 从 第 1 层 到 第 N 
层 都 可 以 试 试 ， 那 么 在 这 么 多 尝试 中 ， 我 们 应 该 选择 哪个 尝试 呢 ? 应 该 选择 最 终 步 数 最 人 





public int solutioni(int nLevel, int kChess) { 
if (nLevel < 1 || kChess < 1) I 
return 0; 


) 


return Processi(nLevel, kChess); 


public int Processi(int nLevel, int kChess) ( 
if (nLevel == 0) I 
return 0; 


} 
if (kChess == 1) { 


return nLevel; 
i; 
int min = Integer.MAX VALUE; 
for (int i = 1; i ! = nLevel + 1; i++) { 
if (i == nLevel) { 
i; 
min = Math.min(min, 
Math.max(Processi(i - 1 


Process1( 
) 


return min + 1; 








方法 一 为 暴力 递归 的 方法 ， 如 果 楼 数 为 N 
， 将 尝试 N 
种 可 能 。 在 下 一 步 的 递归 中 ， 楼 数 最 多 为 N 
-1， 将 尝试 N 
-1 种 可 能 ， 所 以 时 间 复 杂 度 为 0 
(N 


! )， 这 个 时 间 复 杂 度 非常 高 。 














方法 二 ， 动 态 规 划 方 法 。 通 过 研究 如 上 递归 函数 我 们 发 现 ，P 


(0..N 

sik 

-1) 和 P 

(0..N 

SAK 

)。 所 以 ， 关 把 所 有 递归 过 程 的 返回 值 看 作 是 一 个 二 维 数组 ， 可 以 用 动态 规划 的 方式 优化 





dp[O][K] = 0, dp[N][1] = N, dp[N][K] = min{max{dp[i-1][K-1]; de 





动态 规划 的 具体 过 程 参 看 如 下 代码 中 的 solution2 方 法 。 


public int solution2(int nLevel, int kChess) { 
if (nLevel < 1 || kChess < 1) I 
return 0; 
} 
if (kChess == 1) { 
return nLevel; 
} 
int[][] dp = new int[nLevel + 1][kChess + 1]; 
for (int i = 1; i ! = dp.length; i++) { 
dp[i][1] = i; 
) 
for (int i = 1; i ! = dp.length; i++) { 
for (int j = 2; j ! = dp[O].length; j++ 


} 


int min = Integer.MAX VALUE; 
for (int k= 1; k! = 1 +1; k+ 
min = Math.min(min, 
Math.max(dp[k - 


} 
dp[i][j] = min + 1; 


return dp[nLevel][kChess]; 


求 每 个 位 置 (a 





-1), ， 所 以 每 个 位 置 枚 举 过 程 的 时 间 复 杂 度 为 0 


(N 
) 。 递 归 过 程 ， 即 己 


( 工 


» J 

) i 

从 0 到 N 

>j 

从 0 到 K 

， 所 以 用 一 张 N 

xK 

的 二 维 表 可 以 表示 所 有 递归 过 程 的 返回 值 ， 即 一 共有 0 
(N 














XK 
) 个 位 置 。 所 以 方法 二 整体 的 时 间 复 杂 度 为 0 
(N 





2 


XK 











方法 三 ， 把 方法 二 的 额外 空间 复杂 度 从 使 用 N 
xK 
的 矩阵 ， 减 少 为 2 个 长 度 为 N 
的 数组 。 分 析 动 态 规划 的 过 程 我 们 发 现 ，dp[N] [K] 只 需要 它 左 边 的 数据 dp[9. .N-1][ 








public int solution3(int nLevel, int kChess) { 
if (nLevel < 1 || kChess < 1) I 


return 0; 


} 
if (kChess == 1) { 
return nLevel; 


} 


int[] preArr = new int[nLevel + 1]; 


int[] curArr = new int[nLevel + 1]; 


for (int i = 1; i! curArr.length; i++) { 
curArr[i] = 1; 


} 


for (int i = 1; i! 


kChess; i++) { 
int[] tmp = preArr; 
preArr = curArr; 
curArr = tmp; 
for (int j = 1; j ! = curArr.length; j++) { 

int min = Integer.MAX VALUE; 

for (int k = 1; k ! = j + 1; k++) { 

min = Math.min(min, Math.max(preArr[k - 


} 


curArr[j] = min + 1; 


} 


return curArr[curArr.length - 1]; 











法 二 和 方法 三 的 时 间 复 杂 度 为 0 





)， 还 是 很 高 。 但 我 们 注意 到 ， 求 解 动态 规划 表 中 的 值 时 ， 有 枚 举 过 程 ， 此 时 往往 可 以 用 





优化 的 方式 一 四 边 形 不 等 式 及 其 相关 猜想 : 


1. 如 果 已 经 求 出 了 K 
+1 个 棋子 在 解决 n 
层 楼 时 的 最 少 步骤 (dp[n] [Kk+1] )， 那 么 如 果 在 这 个 尝试 的 过 程 中 发 现 ， 第 1 个 棋子 扔 有 
层 楼 的 这 种 尝试 最 终 导致 了 最 优 解 。 则 在 求 k 























个 棋子 在 解决 n 
层 楼 时 (dp[n][k])， 第 1 个 棋子 不 需要 去 尝试 m 
层 以 上 的 楼 。 




















举 一 个 例子 ，3 个 棋子 在 解决 100 层 楼 时 ， 第 1 个 棋子 扔 在 37 层 楼 时 最 终 导 致 了 最 优 解 


2. 如 果 已 经 求 出 了 k 
个 棋子 在 解决 n 
层 楼 时 的 最 少 步 又 (dp[n] [k] )， 那 么 如 果 在 这 个 尝试 的 过 程 中 发 现 ， 第 1 个 棋子 扔 在 m 
层 楼 的 这 种 尝试 最 终 导 致 了 最 优 解 。 则 在 求 k 
个 棋子 在 解决 n 
+1 层 楼 时 (dp[n+1][k] )， 不 需要 去 尝试 m 




















层 以 下 的 楼 。 




















举 一 个 例子 ，2 个 棋子 在 解决 10 层 楼 时 ， 第 1 个 棋子 扔 在 4 层 楼 时 最 终 导 致 了 最 优 解 。 








也 就 是 说 ， 动 态 规划 表 中 的 两 个 参数 分 别 为 棋子 数 和 楼 数 ， 楼 数 变 多 之 后 ， 第 1 个 棋 - 
(N 


2 


) 降 到 0 
(N 


2 





) 。 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 soLution4 方 法 。 


< 





public int solution4(int nLevel, int kChess) { 
if (nLevel < 1 || kChess < 1) I 
return 0; 
) 
if (kChess == 1) { 


return nLevel; 


int[][] dp = new int[nLevel + 1][kChess + 1]; 
for (int i = 1; i ! = dp.length; i++) { 
dp[i][1] = i; 
} 
int[] cands = new int[kChess + 1]; 
for (int i = 1; i ! = dp[O].length; i++) I 
dp[1][i] = 1; 
cands[i] = 1; 
} 
for (int i = 2; i < nLevel + 1; i++) { 
for (int j = kChess; j > 1; j--) I 
int min = Integer.MAX VALUE; 
int minEnum = cands[j]; 
int maxEnum = j == kChess ? i / 
for (int k = minEnum; k < maxEn 
int cur = Math.max(dp[k - 1][ 
if (cur <= min) { 
min = cur; 


cands[j] = k; 


} 
dp[i][j] = min + 1; 


) 
return dp[nLevel][kChess]; 








最 优 解 。 最 优 解 比 以 上 各 种 方法 都 要 快 。 首 先 我 们 换个 角度 来 看 这 个 问题 ， 以 上 各 种 

















层 楼 有 kK 

个 棋子 最 少 扔 多 少 次 。 现 在 反 过 来 看 K 

个 棋子 如 果 可 以 扔 M 

次 ， 最 多 可 以 解决 多 少 层 楼 这 个 问题 。 根 据 上 文 实现 的 函数 可 以 生成 下 表 。 在 这 个 表 中 1 
个 棋子 扔 7 

次 最 多 搞定 的 楼 数 。 


012345678910 -> XX 


1012345678 9 10 


2 © 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 


3 0 1 3 7 14 25 41 63 92 129 175 


4 0 1 3 7 15 30 56 98 162 255 385 


5 0 1 3 7 15 31 62 119 218 381 637 





棋子 数 





通过 研究 map 表 我 们 发 现 ， 第 一 横 排 的 值 从 左 到 右 依次 为 1，2，3，...， 第 一 纵 列 者 
» J 
)， 都 有 map[i][j]==map[i][j-1]j+map[i-1][j-1]+1。 




















如 何 理 解 这 个 公式 昵 ?假设 
个 棋子 扔 3 
次 最 多 搞定 mm 
层 楼 , “搞定 最 多 "说明 每 次 扔 的 位 置 都 是 最 优 的 且 棋 子 肯 定 够 用 的 情况 ， 假 设 第 1 个 棋 了 
层 楼 是 最 优 的 尝试 。 






































1 如果 第 1 个 棋子 已 碎 ， 那 就 向 下 ， 看 工 
-1 个 棋子 扔 7 
-1 次 最 多 搞定 多 少 层 楼 。 

















2. 如 果 第 1 个 棋子 没 碎 ， 那 就 癌 上 ， 看 了 
个 棋子 扔 7 
-1 次 最 多 搞定 多 少 层 楼 。 











3. a 
层 楼 本 身 也 是 被 搞定 的 1 层 。 











1、2、3 的 总 楼 数 就 是 i 
个 棋子 扔 了 
次 最 多 搞定 的 楼 数 ，map 表 的 生成 过 程 极 为 简单 ， 同 时 数值 增长 极 快 。 原 始 问题 可 以 用 m 
层 楼 完全 用 二 分 的 方式 扔 logN 
+1 次 就 可 以 确定 哪 层 楼 是 会 碎 的 最 低层 楼 ， 所 以 当 棋 子 数 Ck 
) 大 于 logN 
+1 时 ， 我 们 就 可 以 直接 返回 logN 
+1. 















































如 果 棋 子 数 为 K 
、 楼 数 为 N 
， 最 终 的 结果 为 M 
次 ， 那 么 最 优 解 的 时 间 复 杂 度 为 0 
(K 





xM 





+1 时 ， 时 间 复 杂 度 为 0 
(logN 

) 。 在 只 有 一 个 棋子 的 时 候 ，K 
xM 











EEN 
要 小 得 多 。 最 优 解 求解 过 程 参 看 如 下 代码 中 的 Solution5 方 法 。 














public int solution5(int nLevel, int kChess) { 
if (nLevel < 1 || kChess < 1) I 
return 0; 
} 
int bsTimes = log2N(nLevel) + 1; 
if (kChess >= bsTimes) { 
return bsTimes; 
) 
int[] dp = new int[kChess]; 
int res = 0; 
while (true) { 
res++; 
int previous = 0; 
for (int i = 0; i < dp.length; i++) { 
int tmp = dp[i]; 


dp[i] = dp[i] + previous + 1; 


previous = tmp; 
if (dp[i] >= nLevel) { 


return res; 


public int log2n(int n) I 


int res = -1; 
while (n ! = 0) I 
res++; 
n >>>= 1; 
) 


return res; 


IE Dr. pe jell 








给 定 一 个 整 型 数组 arr， 数 组 中 的 每 个 值 都 为 正 数 ， 表 示 完 成 一 幅 画 作 需 要 的 时 间 ，] 








【举例 】 


arr=[3, 1, 4], num=2. 


最 好 的 分 配方 式 为 第 一 个 画 匠 画 3 和 1， 所 需 时 间 为 4。 第 二 个 画 匠 画 4， 所 需 时 间 为 4 








arr=[1, 1, 1, 4, 3], num=3. 


Ree ACA AMEMA, Frs. EAN, I Ta) 











【难度 】 











BE kr 


【解答 】 








， 那 么 对 这 个 画 匠 来 说 ，arr[6, .j] 上 的 画作 最 少时 间 就 





Hil 


方法 一 。 如 果 只 有 1 个 画 











方案 1: 男 折 1 负责 arr[0]， 画 匠 2 负 责 arr[1..j]， 时 间 为 Maxfsum[0]，sum[I 








方案 2: 画 匠 1 负责 arr[9..1]， 画 匠 2 负 责 arr[2..j]， 时 间 为 Max{tsum[9..1]， 








: Hfifisarr[0..k], Hr2f#arr[k+1..j], Hi] AMax{sum[0..k], sum[ 











: Hfifisarr[0..j-1], FF 2 itarr[]]. FH A4Max{sum[0..j-1], sum[j 


每 一 种 方案 其 实 都 是 一 种 划分 ， 把 arr [0. ,j] 分 成 两 部 分 ， 第 
Ci 
>2) 时 ， 假 设 dp[i] [j] 的 值 代 表 2i 
个 画 折 搞定 arr[9. .j] 这 些 画 所 需 的 最 少时 间 。 那 么 有 如 下 方案 : 

















负责 arr[1..j] -> max{dp[i-1][0], sum[1..j]}. 





方案 2: Hfr1—i 





-1fiarr[0..1], HiFi 


负责 arr[2..j] -> max{dp[i-1][1], sum[2..j])- 





-1fiarr[0..k], HiFi 





负责 arr[k+1..j] -> max{dp[i-1][k], sum[k+1..j]}. 








TBO} FA m 











方案 7 


= 





: ME1~i 





-1fiñarr[0..j-1], Hi 


负责 arr[j] -> max{dp[i-1][j-1] > sum[j]}. 


哪 种 方案 所 需 的 时 间 最 少 ，dp[i][J] 的 值 就 是 那 种 方案 所 需 的 时 间 ， 即 


dp[i][j] = min { max { dp[i-1][k] ，sum[k+1..]] } (O<=k<j) } 











AES Min RAMS Hsolutioni tk, HAE LN E NLA TA LE 
大 小 的 矩阵 ， 仅 用 一 个 长 度 为 N 
的 数组 结构 滚动 更 新 、 不 断 复 用 即 可 。 














public int solutioni(int[] arr, int num) I 
if (arr == null || arr.length == © || num < 1) 
throw new RuntimeException("err"); 
} 
int[] sumArr = new int[arr.length]; 
int[] map = new int[arr.length]; 
sumArr[0] = arr[0]; 


map[O] = arr[0]; 


for (int i = 1; i < sumArr.length; i++) { 
sumArr[i] = sumArr[i - 1] + arr[i]; 
map[i] = sumArr[i]; 
} 
for (int i = 1; i < num; i++) { 
for (int j = map.length - 1; j> i - 1; 
int min = Integer.MAX VALUE; 
for (int k= i - 1; k < j; k++) 
int cur = Math.max(map[k], 
min = Math.min(min, cur); 
} 


map[j] = min; 


} 


return map[arr.length - 11; 


画 匠 数目 为 num， 画 作 数 量 为 N 





， 所 以 一 共 是 numxN 




















个 位 置 需要 计算 ， 每 


(N 


xnum ) 。 


个 位 置 都 需要 枚 举 所 有 的 方案 来 找 出 最 好 的 方案 ， 所 以 方法 一 的 B 














方法 二 ， 动 态 规划 用 四 边 形 不 等 式 优化 后 的 解法 。 计 算 动 态 规划 的 每 个 值 都 需要 去 枚 
-1 个 画 折 负责 arr[1. .j] 的 画作 。 在 计算 dp[i][j+1] 时 ， 在 最 好 的 划分 方案 中 ， 第 i 
个 画 匠 负责 arr[m. .j+1] 的 画作 。 那 么 在 计算 dp[i][j] 时 ， 假 设 最 好 的 划分 方案 是 让 


个 画 折 负责 arr[k..j]， 那 么 k 
范 


一 < 























的 范围 一 定 是 [1，m] ， 而 不 可 能 在 这 个 范围 之 外 。 四 边 形 不 等 式 的 相关 内 容 及 其 证 明 比 
(N 

2 

xnum ) 降 至 0 

(N 


2 





)。 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 solution2 方 法 。 


<< 





public int solution2(int[] arr, int num) { 

if (arr == null || arr.length == © || num < 1) 
throw new RuntimeException("err"); 

} 

int[] sumArr = new int[arr.length]; 

int[] map = new int[arr.length]; 

sumArr [0] = arr[0]; 

map[0] = arr[O]; 

for (int i = 1; i < sumArr.length; i++) I 
sumArr[i] = sumArr[i - 1] + arr[i]; 
map[i] = sumArr[i]; 

) 


int[] cands = new int[arr.length]; 


for (int i = 1; i < num; i++) { 
for (int j = map.length - 1; j> i - 1; 
int minPar = cands[j]; 
int maxPar = j == map.length - 
int min = Integer.MAX VALUE; 
for (int k = minPar; k < maxPar 
int cur = Math.max(map[k], 
if (cur <= min) { 
min = cur; 


cands[j] = k; 


) 


map[j] = min; 


) 


return map[arr.length - 1]; 









































最 优 解 。 本 题 最 优 解 反而 是 三 个 方法 中 最 好 理解 的 ， 先 来 重新 思考 这 样 一 个 问题 ，ar 
， 该 方法 的 时 间 复 杂 度 为 0 
(N 
j: 





public int getNeedNum(int[] arr, int lim) { 


int res = 1; 


int stepSum = 0; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
if (arr[i] > lim) { 
return Integer.MAX VALUE; 
i; 
stepSum += arr[i]; 
if (stepSum > lim) { 
res++; 


stepSum = arr[i]; 


} 


return res; 



































BT BANE, FR a BOAR EE PURE RUE TA ON. LIE 




















public int solution3(int[] arr, int num) { 
if (arr == null || arr.length == || num < 1) 
throw new RuntimeException("err"); 
i; 
if (arr.length < num) { 
int max = Integer.MIN VALUE; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) 


max = Math.max(max, arr[i]); 


return max; 
} else { 


int minSum 


Il 
© 


int maxSum 


Il 
© 


for (int i O0; i < arr.length; i++) { 


maxSum += arr[i]; 


} 
while (minSum ! = maxSum - 1) { 
int mid = (minSum + maxSum) / 2 
if (getNeedNum(arr, mid) > num) 
minSum = mid; 
} else { 
maxSum = mid; 
i; 
} 


return maxSum; 


假设 arr 所 有 值 的 累加 和 为 S， 那 么 二 分 的 次 数 为 1ogS 
， 每 次 调用 getNeedNum 方 法 ， 然 后 进行 二 分 ，getNeedNum 方 法 的 时 间 复 杂 度 为 0 
(N 
)。 所 以 solution3 的 时 间 复 杂 度 为 0 
(N 











logs 
) 。 


邮局 选 址 问题 


p 
& 
Il 
bd 








一 条 直线 上 有 居民 点 ， 邮 局 只 能 建 在 居民 点 上 。 给 定 一 个 有 序 整 型 数组 arr， 每 个 值 : 


【举例 】 








arr=[1, 2, 3, 4, 5, 1000], num=2. 











第 一 个 邮局 建立 在 3 位 置 ， 第 


【难度 】 


BE kkk 





个 邮局 建立 在 1000 位 置 。 那 么 1 位 置 到 邮局 距离 为 2， 





方法 一 ， 动 态 规 划 。 首 先 解决 一 个 问题 ， 如 果 在 arr[i..j](9<=i<=j<N) 区 域 上 只 
xN 
的 矩阵 w 
，w[i]l[j](6<=i<=j<N) 的 值 代表 如 果 在 arr[I.,,j](9<=i<=j<N) 区 域 上 只 建 一 个 由 
矩阵 的 时 候 ， 实 际 上 只 求 w 
矩阵 的 一 半 。 











求 w 
矩阵 的 过 程 。 在 求 每 一 个 位 置 w[i][j] 的 时 候 ， 求 法 并 不 是 把 区 则 arr[i. .j] 上 的 每 个 
矩阵 求解 的 代码 片段 如 下 : 








int[][] w = new int[arr.length + 1][arr.length 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
for (int j = i +1; j < arr.length; j++ 


w[i][j] = w[i][j - 1] + arr[j] 


如 上 代码 中 让 把 w 
申请 成 规模 (N 
+1)x(N 
+1) 的 原因 是 为 了 在 接 下 来 的 代码 实现 中 ， 省 去 很 多 越界 的 判断 ， 实 际 上 w 
的 有 效 区 域 就 是 w[0. .N][6..N] 中 的 一 半 ， 剩 下 的 部 分 都 是 90。 














有 了 w 
矩阵 之 后 ， 接 下 来 介绍 动态 规划 的 过 程 。dp[a][b] 的 值 代表 如 果 在 arr[90..b] 上 建设 : 
+1 个 邮局 ， 总 距离 最 少 是 多 少 。 所 以 dp[6] [b] 的 值 代表 如 果 在 arr[0..b] 上 建设 1 个 上 

















int[][] dp = new int[num][arr. length]; 
for (int j = 0; j ! = arr.length; j++) { 
dp[0][3] = w[0][3]; 


当 arr[9..b] 上 可 以 建设 不 止 1 个 邮局 时 ， 即 dp[a] [b](a>0) 时 ， 应 该 如 何 计 算 ? : 





HÆL: 邮局 1、2 负 责 [-3]， 邮 局 3 负责 [-2，-1，0，1，2]， 距 离 dp[1] [0]+w[: 


方案 2: 邮局 1、2 负 责 [-3，-2]， 邮 局 3 负责 [-1，90，1，2]， 上 距离 dp[1][1]+w[: 


方案 3: 邮局 1、2 负 责 [-3，-2，-1]， 邮 局 3 负责 [6，1，2]， 距 离 dp[1][2]+w[: 


方案 4: 邮局 1、2 负 责 [-3，-2，-1，0]， 邮 局 3 负责 [1，2]， 距 离 dp[1][3]+w[: 


方案 5: 邮局 1、2 人 负责 [-3，-2，-1，0，14]， 邮 局 3 负责 [2]， 距 离 dp[1][4]+w[! 


方案 6: 邮局 1、2 人 负责 [-3，-2，-1，0，14，2]， 邮 局 3 负责 []， 距 离 dp[1][5]+w 











枚 举 所 有 的 划分 方案 ， 选 一 个 距离 最 短 的 即 可 ， 所 以 ，dp[a][b] 











方法 一 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minDistancesi 方 法 。 





= Min I dp[a 


public int minDistancesi(int[] arr, int num) I 


if (arr == null || num < 1 || arr.length < num) 


return 0; 


} 


int[][] w = new int[arr.length + 1][arr.length 


for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 


for (int j = i+ 1; j < arr.length; j++ 


w[i][j] = w[i][j 


- 1] + arr[j] 








i 
int[][] dp = new int[num][arr. length]; 
for (int j = 0; j ! = arr.length; j++) I 
dp[0O][j] = wl][3]; 
) 
for (int i = 1; i < num; i++) { 
for (int j = i + 1; j < arr.length; j++) { 
dp[i] [j] = Integer.MAX VALUE; 
for (int k = 0; k <= j; k++) { 
dp[i][j] = Math.min(dp[i][j], dpli 


) 
return dp[num - 1][arr.length - 1]; 


) ， 动 态 规划 的 求解 过 程 0 





(N 


2 





xnum) 。 所 以 方法 一 总 的 时 间 复 杂 度 为 0 


(N 


xnum ) 。 





方法 二 ， 用 四 边 形 不 等 式 优化 动态 规划 的 枚 举 过 程 ， 使 整个 过 程 的 时 间 复 杂 度 降低 至 





) 。 在 方法 一 中 求解 dp[a] [b] 的 时 候 ， 几 乎 枚 举 了 所 有 的 dp[a-1][9..b]， 但 这 个 枚 : 








1. “HF Na 
-1 个 ， 区 间 为 arr[9. .b] 时 ， 如 果 在 其 最 优 划 分 方案 中 发 现 ， 邮 局 1 一 a 
-2 负责 arr[0. .1]， 邮 局 a 
-1 负责 arr[1l+1..b]。 那 么 当 邮 局 为 a 
个 ， 区 间 为 arr[0. .b] 时 ， 如 果 想 得 到 最 优 方 案 ， 邮 局 1~a 
-1 负责 的 区 域 不 必 尝 试 比 arr[0. .1] 小 的 区 域 ， 只 需 尝 试 arr[0..k](k>=1)。 














2. 当 邮 局 为 a 


个 ， 区 间 为 arr[9. .b+1] 时 ， 如 果 在 其 最 优 划分 方案 中 发 现 ， 邮 局 1 一 a 

-1 负责 arr[0..m]， 邮 局 a 

负责 arr[m+1. .b+1]。 那 么 当 邮 局 为 a 

个 ， 区 间 为 arr[90. .b] 时 ， 如 果 想 得 到 最 优 方案 ， 邮 局 1 一 a 

-1 负责 的 区 域 不 必 尝 试 比 arr[9..m] 大 的 区 域 ， 只 尝试 arr[9..k](k<=m)。 








IO 


本 题 为 何 能 用 四 边 形 不 等 式 进行 优化 的 证 明 略 。 有 兴趣 的 读者 可 以 自行 学 习 “ 四 边 形 > 
之 间 进 行 枚 举 ， 其 他 的 位 置 一 概 不 用 再 试 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minDistance 
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public int minDistances2(int[] arr, int num) { 
if (arr == null || num < 1 || arr.length < num) 
return 0; 
} 
int[][] w = new int[arr.length + 1][arr.length 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
for (int j = i + 1; j < arr.length; j++ 


w[i][j] = w[i][j - 1] + arr[j] 


} 
int[][] dp = new int[num] [arr.length]; 


int[][] s = new int[num][arr.length]; 


for (int j = 0; j ! = arr.length; j++) { 
dp[0][j] = w[0][j]; 
s[0][j] = 9; 


int mink = 0; 
int maxK = 0; 
int cur = 0; 
for (int i = 1; i < num; i++) { 
for (int j = arr.length - 1; j >i; j--) { 
mink = s[i - 1][j]; 
maxK = j == arr.length - 1 ? arr.length 
dp[i][j] = Integer.MAX VALUE; 
for (int k = mink; k <= maxK; k++) { 
cur = dp[i - 1][k] + w[k + 1][j]; 
if (cur <= dp[i][j]) I 
dp[i][j] = cur; 
s[i][j] = k; 


) 
return dp[num - 1][arr.length - 1]; 


